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Prefacio

Dentro de la l6gica se distinguen tres grandes ramas y una externa que abarca
los estudios sobre ella. Se pueden resumir en un cuadro como el que sigue:

1. Fundamentos: Esta divisién recoge los rudimentos y contenidos funda-
mentales de nuestra disciplina, se podria denominar también Ldgica ma-
temdtica, e incluye dominios que igualmente pueden considerarse parte de
las matemaéticas, aunque sean integrantes de pleno derecho de la légica
moderna, al menos por su origen. Bajo esta categorfa se engloban las si-
guientes subramas: Ldgica Bdsica, Teoria de la Demostracion, Teoria de
Modelos, Teoria de la Computacion y Teoria de Conjuntos.

2. Sistemas Légicos: Una buena parte de nuestra actividad investigadora
consiste en disenar sistemas légicos de la més diversa indole. Tradicional-
mente se denominaban [dgicas no-cldsicas, muchos de ellos pertenecerian
a la clase de extensiones de la ldgica cldsica; llamar no clédsicas a unas 16gi-
cas cuyos origenes se remontan a Aristételes no me parece muy adecuado,
por otro lado, no todos los sistemas légicos son extensiones. Asi que he
preferido llamarlos simplemente sistemas 16gicos. El nimero de coleccio-
nes, apartados y divisiones que aparecen en esta rama es tan inmenso que
lo tnico que cabe hacer es presentar una lista que con el tiempo seguird
llendndose.

3. Abplicaciones: Este apartado intenta cubrir dos frentes al mismo tiempo,
el de las posibles aplicaciones de la légica, o de sistemas l6gicos, a &mbitos
distintos, tales como la Informdtica, la Lingiiistica, la Economia o la Cien-
cia, y el de la elaboracién de programas informaticos que los implementen
y automaticen.

4. Estudios sobre Légica: Este apartado contiene diversos estudios ex-
ternos que versan sobre la 16gica como disciplina: Historia de la Ldgica,
Filosofia de la Légica y Pedagogia de la Logica.

Puesto que seria imposible hacer en el limitado espacio de un solo libro un
repaso de todas las ramas y subramas, lo que he hecho es introducir con un cierto
detalle el apartado de fundamentos (primera parte), elegir para su presentacién
varios sistemas 16gicos de interés en filosoffa, informética e I.A (segunda parte),

XI
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centrandome en la tercera en proponer un tratamiento unificador propio1 y en
comparar los resultados obtenidos con los de otros planteamientos disenados
para el mismo fin. Esta tltima parte la situaria en la rama de FEstudios sobre
Ldgica, en particular, en Filosofia de la Ldgica. aunque su inclusién en Aplicacio-
nes estarfa igualmente justificada, de hecho la CUP publicé el libro mencionado
en una coleccién de informaética tedrica. La razén que yo aduzco ahora es que
aunque la reduccion de sistemas resulta extraordinariamente fecunda y con apli-
caciones en areas tales como la demostracion automaética, también nos ha servido
para satisfacer intereses de naturaleza filoséfica cuando buscdbamos determinar
donde reside la logicidad, de ahf el titulo del libro: Légica, Ldgicas y Logicidad.

He anadido un capitulo de conclusiones, el 17, en el que analizo lo hecho,
incluso me aventuro a identificar qué es o podria ser la logicidad. Por supuesto,
me he dejado muchas cosas en el tintero, especialmente en las ramas de FEstu-
dios y Aplicaciones, pero creo que he conseguido asi una mayor cohesién y una
extensién razonable.

He pretendido que fuera un manual enciclopédico legible, por lo que tiene
una concepcién unitaria, los diversos capitulos estdn interconectados de manera
que los temas en ellos tratados se complementan, no se producen repeticiones y
he procurado que el nivel quedara en lo que nuestros alumnos podrian entender
al finalizar el primer ciclo, o en lo que los investigadores del drea de Ldgica,
Metodologia y Filosofia de la Ciencia, o de édreas afines (muy en especial las de
informética, mateméticas y linguistica) no especializados en légica necesitarian
para compartir mi visién de este campo. Las definiciones son precisas y formal-
mente cuidadas, los teoremas resenados son los més relevantes, y hay en cada
capitulo al menos una demostraciéon de alguno de ellos, frecuentemente con un
organigrama. Cada capitulo contiene su bibliografia especifica, que he procurado
estuviera al alcance del lector potencial de este libro por lo que, siempre que ha
sido posible, he elegido libros o capitulos de libros en vez de articulos y en todos
los casos seleccionando los que no fueran excesivamente técnicos.

La Pedagogia de la Logica no estd ausente, aunque las indicaciones didécticas
son casi todas indirectas, y no porque no me preocupe por ella, sino porque creo
que la mejor manera de contribuir a la innovacién, sistematizacién y mejora de
la tarea educativa es embarcarse en proyectos de esas caracteristicas, elaborando
material apropiado junto a otros docentes e investigadores. Asf lo he hecho y
los resultados estdn disponibles en

hitp : //aracne.usal.es

La Historia de la Ldgica sélo aparece en capitulos dedicados a otros temas,
aunque es un campo que valoro y me puede apasionar. Por mantener mas com-
pensado este texto, la he ubicado en introducciones y apéndices. Por ejemplo, en
el apartado titulado La piedra filosofal (ver seccién 11.6) explico porqué creo

IEl de mi libro Extensions of First Order Logic, publicado por la Cambridge University
Press en 1996.
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que el cédlculo lambda configuré casi todos los resultados de Alonzo Church,
desde su famosa tesis, pasando por su teorema de indecidibilidad hasta los re-
sultados de completud de Henkin y la teoria de recursiéon de Kleene.

La Filosofia de la Logica es el motor de la parte de Tratamientos unificado-
res, pero he dejado sin desarrollar muchos temas que me interesan: por ejemplo,
el de La Identidad, La Infinitud o Las Paradojas. Como en el caso anterior,
incluso estos temas han pasado a formar parte de otros capitulos. Y por su-
puesto, la inspiracién de muchos de los capitulos e incluso de muchos teoremas
es radicalmente filoséfica; este es el caso de la demostracién de la incompletud
de la légica superior, que nosotros hacemos de manera alternativa a la de Godel
utilizando la capacidad expresiva de semejantes sistemas 16gicos.
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Capitulo 1
Loégica Basica

1.1. Introduccion

1.1.1. ;Qué es la Légica?

El objetivo fundamental de este capitulo es el de introducir, de manera in-
tuitiva, los conceptos fundamentales de la légica, y muy particularmente, el
concepto de consecuencia, ya que la légica puede ser definida como el estudio
de la consecuencia; o lo que es lo mismo, como el estudio de los razonamientos
véalidos o correctos. Yo la caracterizo como el estudio de los conjuntos de cre-
encias consistentes porque pienso que de esta forma es més facil al comienzo
y porque se sabe que los dos planteamientos son equivalentes, como puntualizo
insistentemente en un curso de introduccion.

En sentido amplio

La Ldgica es lo que tienen en comin ciencias tan dispares como:

MATEMATICAS
FILOSOFIA
LINGUISTICA
INFORMATICA
DERECHO
FISICA
SOCIOLOGIA

Tratdandose de disciplinas tan diferentes lo que comparten no puede ser el
tema de estudio, tampoco la metodologia.
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sSerd tal vez el uso de la racionalidad, la coherencia, la busqueda de la
consistencia o compatibilidad de las creencias en cada una de estas ciencias?

La respuesta es que si, pero también que la Ldgica es més que eso': Todos
nosotros, supuestos seres racionales, empleamos la légica cuando razonamos,
asimilamos o procesamos la informacién que recibimos del entorno, cualquier
tipo de informacién —somos légicos porque somos seres humanos—. Tradicio-
nalmente se definfa

Hombre = Animal+Racional

y sabemos que el comportamiento racional implica el uso de la légica como
herramienta. Mas alld de las etimologias, atendiendo a los usos propios de las
palabras,

Racionalidad = Ldgica

En sentido coloquial se usa el adjetivo 16gico no sélo para describir las reglas
del razonamiento correcto, sino en una gran variedad de casos, mds en con-
cordancia con el uso original del “logos” de los griegos, relaciondndolo con el
lenguaje, la doctrina, la estructura del conocimiento, la razén, etc.

Comentario 1 Durante el siglo XX la ldgica fue retomando su extension y
amplitud originales estudidndose en ella no sdlo el razonamiento matemdtico
sino también fendmenos de gestion y transmision de informacion, de toma de
decisiones y de la accion y en general en casi todos los contextos gobernados
por reglas. Siguiendo esta linea de extension del concepto de ldgica, nosotros
en un curso introductorio nos beneficiamos de las ventajas del razonamiento
diagramdtico, visual. Utilizamos para ello varias aplicaciones informdticas, tanto

propias como ajenas’.

En sentido estricto

La Ldgica es también una disciplina en sf misma, una de las grandes ramas
del conocimiento.

Légica = estudio de la consecuencia
—esto es, la que se ocupa de los razonamientos vélidos o correctos—
Légica = estudio de la consistencia

—a saber, los conjuntos de creencias coherentes, consistentes, satisfacibles—
Puesto que en el campo de la 16gica se cifra no sélo el razonamiento atemporal

y estdtico de la matemadtica, sino también el temporal del razonamiento apli-

cado al mundo real, el metatedrico de nuestra reflexién sobre la légica misma, el

1En el capitulo 12, seccién 12.1, nos volvemos a plantear la pregunta ;Qué es un sistema
légico? e intentamos apuntar soluciones a un nivel menos introductorio; sin embargo, en un
primer contacto con la materia es mejor sugerir que hiperdefinir.

2Ver la seccién 1.8.
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filosofico de nuestra reflexion sobre el pensamiento y el dindmico sobre los resul-
tados de la ejecucién de acciones, o los procesos de transmision de informacién,
no hay una tnica légica, sino multitud de ellas.

Comentario 2 En un curso introductorio sélo nos ocupamos de la ldgica cldsica,
tanto de la proposicional como de la de primer orden; el transito de una a otra
serd pausado, haciendo una parada en la légica de primer orden de predicados
monarios y con una sola variable, usando como cdlculo los diagramas de Venn?®.

En sentido funcional

Para definir “una” Ldgica se introduce un lenguaje artificial; con alfabeto
y reglas gramaticales de formacién de férmulas y se atribuye significado a las
expresiones del lenguaje mediante interpretaciones semdnticas o modelos. Di-
chas interpretaciones nos permiten afirmar, en algunos casos, que de ciertos
conjuntos de férmulas —que se toman como hipétesis— se siguen ciertas férmu-
las como conclusién. Es decir, que son consecuencia semdantica de las hipétesis
consideradas.

Logica = Gramdtica+Semdadntica

En algunas ocasiones se puede definir un cdlculo deductivo para mecanizar el
proceso de extraer conclusiones a partir de hipétesis. Por supuesto, se desea que
el cédlculo sea una réplica mecanizable de dicho proceso; es decir, equivalente
—con los mismos resultados—.

Semdntica <= Cdlculo

Comentario 3 FEl proceso puede ser el inverso: Introducir primero el lenguaje
y las reglas del cdlculo, y posteriormente las interpretaciones o modelos. La
historia de la ldgica estd plagada de ejemplos de las dos clases. Simplificando, la
vision de la ldgica cldsica, especialmente la que anima la Teoria de Modelos
es la que aqui se ha expuesto; el planteamiento sintdctico alternativo es el que
se usd en el pasado para introducir los Sistemas de Logica Modal y se sigue
usando actualmente en algunas ldgicas para la informdtica, la filosofia y la I.A.

Podéis consultar el articulo que a este respecto escribié Gladys Palau [23],
que empieza asi:

“En la ldgica contempordnea se habla de dos nociones de consecuen-
cia: por un lado, la nocion de consecuencia sintdctica, comiunmente
identificada con la nocion de deducibilidad, representada por el signo
deductor + ; y por el otro, la nocidn de consecuencia semdntica,
identificada gemeralmente con la nocién de consecuencia ldgica y
representada por el signo E. Ambas acepciones han dado lugar a
distintos enfoques de la ldgica que tienen sus defensores y detracto-
res, segun sea la concepcion filosdfica que se sostenga respecto de la
logica.”

3Ver la seccién 1.8.
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Una Légica es una herramienta que nos sirve para computar razonamientos,
especialmente cuando el rigor y la precision son imprescindibles. Esto sucede en
matemadticas, filosoffa, informética, etc. Pero es también un objeto de estudio;
podemos ver qué propiedades tiene el lenguaje, si el concepto de consecuencia
se puede retener mediante las reglas de un cdlculo, si hay caleulos més efectivos,
incluso si existen algoritmos capaces de suplirlos. Estudiaremos las denominadas
metapropiedades de: correccion, completud [seccion 2.4] v decidibilidad [seccién
3.7]. Por supuesto, para hacerlo necesitamos tomar cierta distancia, observar los
lenguajes formales desde la atalaya del metalenguaje. Estos estudios se conocen
con el nombre genérico de Metaldgica; aqui los he distribuido entre los capitulos
de Teoria de Modelos [capitulo 2], Teoria de la Recursion [capitulo 3] y Teorta
de la Prueba [capitulo 4.

1.1.2. Histéricamente
Pasado

El estudio de la légica se remonta a los filésofos griegos: en el Organon de
Aritételes se estudian los principios del silogismo. A mediados del siglo XIX
Boole (1815-1864) cre6 el primer cdlculo légico, para la légica proposicional. La
l6gica en sentido moderno nace a finales del siglo XIX y principios del XX.

Dentro de la légica se distinguen tres grandes ramas y una rama externa que
incluye los estudios sobre ella. Se puede resumir en un cuadro como el que sigue
(figura: 1.1)

L L// |
D - "
‘:Eér &L £ . b
4.—{: ¢ & N L $ &%
ey e AN &N fh K
B a4 & ke IS4 1602 €
Py 2 AR T
Sy S s 1 L 54
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Figura 1.1: Summa Logicae

A continuacién trazamos muy brevemente el arranque de la historia de lo
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que se podria englobar bajo el epigrafe de Ldgica matemdtica —yo he elegido un
nombre més neutro, Fundamentos, pero podria haberlo llamado ldgica a secas—.

TEORIA DE LA PRUEBA*

Frege (1848-1925), Peano (1858-1932), Russell (1872-1970), Hilbert (1862-
1943), Herbrand (1908-1931) y Gentzen (1909-1945) desarrollaron la Teoria de
la Demostracion de la légica de primer orden. Todos ellos pretendfan sistema-
tizar el razonamiento matemadtico y atacar con la poderosa artilleria logica la
fundamentacién de la matemdtica.

Frege es el padre de la 16gica moderna, al que debemos gran parte de las
distinciones y conceptos en ella usados. El primer cédlculo para la légica de
primer orden fue el Begriffschrift de Frege. Russell y Whitehead con su Principia
Mathematica intentaron reducir los conceptos matemédticos —de la aritmética
y el dlgebra— a conceptos légicos. Peano axiomatizé la aritmética.

La teorfa de la prueba en un sentido mucho més delimitado nacié con el
denominado programa de Hilbert. La idea de Hilbert era la de explotar al méximo
la naturaleza finita de las pruebas para proporcionar una fundamentacién de
la matemadtica. Podria resumirse su concepcién diciendo que preconizaba una
axiomatizacién de las teorfas matematicas de la que pudiera probarse su:

1.  Consistencia. Es decir, que nunca se podrd demostrar como teoremas de
la teorfa una sentencia y su negacién

2. Completud. Es decir, que cada sentencia —del lenguaje en el que se axio-
matizé la teoria— sea ella misma o su negacién un teorema de la teoria
axiomatica

3. Decidibilidad. Es decir, que exista un procedimiento efectivo mediante el
cual, en un ndmero finito de pasos, se determine si una sentencia del
lenguaje es o no un teorema de la teorfa

Los sistemas de cdlculo de Gentzen condujeron a la teoria de la prueba por
sus actuales derroteros, ligada inexorablemente a la perspectiva informética. El
teorema de Herbrand de 1930 y, posteriormente, el de Robinson se consideran
los pilares de la demostracion automdtica de teoremas.

TEORIA DE MODELOS?®

En el nacimiento de la 16gica de primer orden participan decisivamente otro
grupo de investigadores cuya orientacién apuntaba a la, posteriormente bauti-
zada, Teoria de Modelos. Lowenheim (1878-1957), Skolem (1887-1963), Godel
(1906-1978) y Tarski (1901-1983) son los pioneros de otra linea de investigacién
consistente en el estudio de las estructuras matematicas considerando las leyes a
las que obedecen. Lowenheim y Skolem demostraron teoremas generales acerca

1Le he dedicado el capitulo 4.
5Le dedico el capitulo 2.
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de la infinita variabilidad de la cardinalidad de los modelos de las teorias de
primer orden, de la incapacidad manifiesta de esa légica para caracterizar es-
tructuras infinitas, y para distinguir entre dichas cardinalidades. Godel demostré
la completud del calculo de la l6gica de primer orden. A Tarski le debemos los
conceptos fundamentales de la seméntica y de la teorfa de modelos. A él le cabe
ademds el mérito de haber concebido y dirigido un programa de investigacién
sistemadtica en esta disciplina.

En 1931 Godel demostré que si la aritmética elemental es consistente, no
puede ser completa, y que en general el programa de Hilbert es irrealizable.
Para demostrar este teorema, conocido como teorema de incompletud®, Godel
introdujo el concepto de recursividad.

Comentario 4 Estamos usando el término completud de dos formas: (1) com-
pletud de una ldgica y (2) completud de una teoria. En el primer caso es una
propiedad del cdlculo; a saber, que es capaz de generar como teoremas a todas
las formulas vdlidas. En el segundo caso es una propiedad de una teoria; a saber,
la de ser tan potente que toda sentencia del lenguaje (o su negacion) se derive
de la teoria. En el capitulo siguiente, en la seccion 224, explico la divergencia y
el parentesco entre ambos usos.

TEORIA DE LA RECURSION?

& Cudndo decimos que una funcion es recursiva?, ;Qué significa ser recur-
siwa?

Hay varias definiciones precisas, equivalentes entre si, de este concepto. La
nocién intuitiva correspondiente es la de ser efectivamente computable.

¢ Cudndo decimos que una funcion es efectivamente computable?

Sencillamente, cuando hay un procedimiento efectivo —esto es, un algoritmo—
que la computa. Este debe cumplir una serie de requisitos. Sin embargo no le
imponemos restricciones de naturaleza practica; por ejemplo, en una funcién
sobre los naturales, los argumentos han de serlo, pero de cualquier cardinalidad.
El procedimiento ha de ser finito, pero no hay limitaciéon previa, tampoco se
prefija la cantidad de papel —o espacio de memoria— del que se dispone para
realizar el cdlculo. La computabilidad efectiva no es lo mismo que la préctica,
lo seria en una situacién ideal en la que no importase ni el tiempo ni el espacio
de memoria necesario.

Los origenes de la teorfa cldsica de la recursién pueden hallarse en Dedekind,
cuando en 1988 introduce el estudio de las funciones definibles sobre el conjunto
de los nimeros naturales usando ecuaciones y, recurrentemente, la induccién
sobre los nimeros naturales que él habia formulado y precisado. De ahi le viene
justamente el nombre.

Por lo que respecta a su estadio presente, cuyo radio de accién cubre la tota-
lidad de las funciones efectivamente computables, los origenes hay que buscarlos

6Ver la seccién 3.7 para la incompletud de la teorfa de los naturales y la seccién 10.5 para
la incompletud de la légica de segundo orden.
"Le dedico el capitulo 3.
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en el grupo de Princeton; empezé con Church (1903-1995), pero si hay que atri-
buirle un padre, éste es Kleene. El fue quien la impulsé, definié y acoté: suyos
son los teoremas de la forma normal y el de recursion.

En cuanto a la definién misma, circulaban varias versiones de este concepto,
aunque habfa cierta resistencia a aceptarlas como definiciones. Varios de estos
conceptos aparecieron en los anos 30 para caracterizar nociones que en principio
parecian diferentes: la primera era la caracterizacién de Godel de las funciones
definidas mediante recursién, la segunda era la de funcién definible mediante el
operador A, que Church y Kleene introdujeron, y la tercera era la de funcién
computable mediante una médquina abstracta, las mdquinas de Turing. Pronto

se demostré que las tres nociones definfan las mismas funciones®.

TEORIA DE CONJUNTOS?

En el dltimo cuarto del siglo XIX se vivié un episodio apasionante de la his-
toria de las matemdticas que las ligarfa desde entonces a la historia de la légica.
Primero, George Boole (1815-1864) en su Mathematical Analysis of Logic tratéd
de presentar la légica como parte de las matematicas. Poco después Gottlob
Frege (1848-1925) intent6 mostrar que la aritmética era parte de la 16gica en
su Die Grundlagen der Arithmetik. Cantor habia demostrado que la totalidad
de los nimeros reales comprendidos en el intervalo de extremos 0 y 1 no es
numerable, en el sentido de que su infinitud no es de la misma magnitud que la
de los nimeros naturales. Como una consecuencia de esa situacién, Cantor creé
una nueva disciplina matemética entre 1874 y 1897: la Teoria de Conjuntos.
Su obra fue admirada y condenada simultdneamente por sus contemporaneos.
Desde entonces los debates en el seno de la teoria de conjuntos han sido siempre
apasionados, sin duda por hallarse estrechamente conectados con importantes
cuestiones légicas.

Segun la definicién de conjunto de Cantor, éste es “una coleccion en un todo
de determinados y distintos objetos de nuestra percepcion o nuestro pensamiento,
llamados los elementos del conjunto”. Frege fue uno de los admiradores de la
nueva teorfa de Cantor, y dio una definicién de conjunto similar.

En 1903 Bertrand Russell demostré que la teoria de conjuntos de Cantor
era inconsistente y cuestioné la definicién de conjunto en la teoria de Cantor.
Pero pronto la teorfa axiomdtica de Zermelo (1908) y refinamientos o nuevas
formulaciones de ésta debidos a Fraenkel (1922), Skolem (1923), von Newman
(1925) y otros, sentaron las bases para la teorfa de conjuntos actual.

Es un hecho que la teoria de conjuntos forma parte de la matemdtica, es
ademads, la teoria utilizada para fundamentar la aritmética y el resto de teorias
de la disciplina. Pero a su vez puede formalizarse en primer orden, convirtiéndose
en una mads, sujeta a los avatares de cualquiera de ellas.

En esta historia cruzada de las matemadticas, la légica y los fundamentos de
ambas, la teoria de conjuntos permitird por un lado una fundacién logicista de
las mateméticas; pero por otro lado la teorfa de conjuntos considerada como

8Véase la seccién 11.6.
9Le dedico el capitulo 5.
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parte de las matemadticas proporciona el metalenguaje, el contexto o substrato
de las teorfas légicas. Finalmente, puede ser completamente expresada en un
lenguaje de primer orden y sus axiomas y teoremas constituyen una teoria de
primer orden a la que pueden aplicarse los resultados generales que se aplican
a cualquier teorfa de primer orden.

Presente

En la primera mitad del siglo XX la légica se aplicé mayormente a la fun-
damentacién de la matemdtica. En la segunda mitad jugé un papel decisivo en
la creacién y desarrollo de la informética y de los lenguajes de programacion,
hasta el extremo de poderse caracterizar a la informética asf:

Informdtica = Ldgica+Ingenieria electronica

La Ldgica proporciona los fundamentos para las diversas —cada vez mas
abundantes— aplicaciones de la ldgica en la informdatica: verificacion de hard-
ware y software, inteligencia artificial, programacion ldgica, deduccion auto-
mdatica, etc.

Futuro

Pero, como dijimos anteriormente, durante el siglo XX la légica fue reto-
mando su extensién y amplitud originales estudidndose en ella no sélo el ra-
zonamiento matemaético sino también fenémenos de gestién y transmisién de
informacién, de toma de decisiones y de la accién y en general en casi todos
los contextos gobernados por reglas. Siguiendo esta linea de extensién del con-
cepto de légica, hay varias lfneas de investigacién abiertas'® entre las que cabe
destacar: razonamiento con diagramas, l6gica dindmica, teorfa de juegos.

La Ldgica es la materia interdisciplinar por excelencia y actiia como nicleo
de una ciencia que emerge: la ciencia de la transmision de la informacion.

Tridngulo de las Bermudas = Ldgica, Lenguaje e Informdtica

Por supuesto la metédfora es que los investigadores se pierden al adentrarse
en él.

Por consiguiente, concentrarnos en estudiar los principios que gobiernan la
l6gica tiene un carécter ejemplificador pues en ella se funden disciplinas en las
que son determinantes los aspectos simbdlicos del proceso de transmisiéon de
informacidn; esto es, en todas aquellas en las que es conveniente usar lenguajes
artificiales.

Empezaremos estudiando la denominada [dgica cldsica, tanto proposicional
como de primer orden'!. Ello serd imprescindible tanto si queremos profundizar

10Esto constituye una parte importante del proyecto de investigacién Summa Logicae en el
siglo XXI. Véase: http://logicae.usal.es

1 Tos temas més interesantes aparecen distribuidos en los distintos capitulos que constituyen
la primera parte de este texto.
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después en cualquiera de los campos mencionados, como si la usamos como mera
herramienta.

Comentario 5 La ldégica cldsica se distingue por su rigor y precision pero
carece de matices: la verdad es absoluta, el tiempo estd ausente, no existe la
ambigiiedad. Fstd especialmente diseniada para caracterizar el razonamiento de
las matemdticas y cuando se aplica a dmbitos no matemdticos, se matematizan
previamente.

Comentario 6 Hay otras ldgicas'?: Temporal, modal, dindmica, epistémica,
dedntica, multivariada, de orden superior, intuicionista, borrosa, no-monoténica,...

Resumen 7 Hemos definido a la ldgica de tres maneras diferentes:

1. Loégica = estudio de la consecuencia (razonamientos vdlidos o correctos)
2. Légica = estudio de los conjuntos de creencias consistentes

3. Légica = Gramadtica + Semdntica (+ Cadlculo)

1.2. Consistencia

La consistencia ldgica o coherencia interna de un conjunto de creencias sig-
nifica para nosotros compatibilidad de creencias.

Hay que distinguir la consistencia légica, que es una cualidad formal, abs-
tracta, de ciertas virtudes, por otra parte muy estimables, como la lealtad, la
justicia o la sinceridad. Por su parte, la inconsistencia no hay que confundirla
con la estupidez o la irracionalidad, aunque estén préximas. Hay que distinguirla
también, y esto es mds dificil, del desacuerdo con la realidad.

Consistencia # lealtad

Consistencia # justicia

Consistencia # sinceridad

Inconsistencia # estupidez

Inconsistencia # irracionalidad
Inconsistencia # desacuerdo con la realidad

Comentario 8 Un conjunto de creencias puede muy bien estar en desacuerdo
con la realidad y no ser inconsistente, pues no existe incompatibilidad de creen-
cias. Los conjuntos consistentes de creencias se caracterizan porque es siempre
posible imaginar una situacidn (un modelo) en la que todas ellas sean verdade-
ras, pero puede no ser la del mundo real.

12Muchas de las mencionada se tratan en este volumen, de la mayoria se puede encontrar
informacién en
hitp : //logicae.usal.es

Todas aparecen en los distintos volimenes de los diversos manuales enciclopédicos entre los
que cabe destacar: [1], [17], [15] y [16]
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Comentario 9 Nadie sostiene a sabiendas creencias inconsistentes. Las leyes
ldgicas sson naturales?, ; convencionales?, ;se adquieren?, etc. Estas preguntas
han obtenido respuestas muy variadas a lo largo de la historia. Algunos consi-
deran que las leyes de la ldgica son puramente convencionales y que se pueden
cambiar, pero la intuicion abrumadora y generalizada es que son mds funda-
mentales y estables que las leyes de trifico e incluso que las de la fisica.

La consistencia también se puede predicar de una creencia aislada; en tal
caso ser consistente es poder ser verdadero en una situacién, no necesariamente
en todas, ni tan siquiera se exige que lo sea asi en la realidad. La Inconsisten-
cia o Contradiccion es mucho mds fuerte: no puede ser verdadero en ninguna
situacién.

Ejemplo 10 ;Politicos!
Uno de nuestros insignes politicos manifiesta:

= “FEs un error censurar, por violentas, la retransmision de las corridas de
toros porque lo que vemos en la television no afecta en absoluto el com-
portamiento; ni siquiera el de los jovenes”.

» “Deberia haber mds programas y documentales que mostraran nuestras
costumbres nacionales (bailes tipicos, corridas de toros, concursos de cor-
tar troncos, etc) para asi fomentar estas costumbres entre los jovenes”.

Suponiendo que dice lo que cree 5Son consistentes sus creencias?

Ejemplo 11 FEl barbero de Las Batuecas

Hace pocos dias me contaron el caso de un hombre llamado Roque, barbero en
Las Batuecas. Sélo me habian dicho dos frases cuando exclamé: jImposible!

= “Roque vive en Las Batuecas”

= “Roque afeita a los habitantes de Las Batuecas que no se afeitan a st
mismos y sélo a ellos”

sMe precipité al no creerme lo que me contaban?

Para verificar la consistencia de un conjunto de creencias lo que necesitamos
es ser capaces de describir una situacién en la que todas sean verdaderas. Pode-
mos utilizar los tableaux seménticos y colocar las condiciones requeridas en las
ramas de un arbol: las abrimos para expresar alternativas y en la misma rama
situamos las que deban ser satisfechas simultdneamente.

Ejemplo 12 Régimen para una larga vida. Un periodista entrevista a un
anciano centenario y éste le revela el secreto de su longevidad, que reside, segun
él, en su alimentacion. El anciano dice:

= “Si no bebo cerveza, entonces como pescado”



1.3. ENUNCIADOS 13

= “No como pescado, si tomo helado o no bebo cerveza”

s8e puede sequir un régimen asi? ;Podrias hacer el menid de un par de
dias?

no cerveza — pescado
helado o no cerveza — no pescado

no(helado omo cerveza) = escado

no helado
no(no cerveza) no(no cerveza)
cerveza pescado
cerveza
" X

no(no cerveza)

escado
cerveza p 2 3

r

Veamos las ramas abiertas: , y . En sabemos que el menu debe

incluir cerveza pero no helado y el resto se deja al “gusto del consumidor”, en
debe comer pescado, cerveza y prescindir del helado y en toma cerveza
pero no pescado. jMenudo amante del lipulo!

1.3. Enunciados

Puesto que las creencias son inmateriales, intangibles, nos hemos ocupado
de su expresién mediante el lenguaje, y mejor atin, como las palabras se las lleva
el viento, mediante el lenguaje escrito. Los enunciados que sirven para expresar
creencias son los que son susceptibles de ser verdaderos o falsos, aunque no
sepamos en un momento dado su valor de verdad.

Por ejemplo, el enunciado
“Pernambuco es un estado de Brasil, cuya capital fue Olinda”
es un enunciado de creencia, que es verdadero en el mundo real, aunque algunos
tal vez no lo sepan. Para comprobarlo bastarfa consultar un atlas. Sin embargo,
lo que lo hace apropiado para expresar creencias es su modalidad enunciativa.

El siguiente enunciado
“Todo entero par mayor que dos es igual a la suma de dos primos”
expresa una creencia, jes la famosa conjetura de Goldbach! Pero aunque ha de
ser verdadero o falso, no sabemos exactamente cual de los dos valores adoptara,
si finalmente alguien consigue demostrar el enunciado o su negacién. Se trata
de un enunciado, aunque tal vez nunca descubramos su valor de verdad.

Para nosotros lo importante es que sea un enunciado capaz de expresar una
creencia.

Es de todos sabido que la relacién entre pensamiento y lenguaje plantea
muchos problemas, incluso cuando dejamos de lado cuestiones fundamentales
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14 CAPITULO 1. LOGICA BASICA

tales como la hipétesis del determinismo lingtitstico'>.

1. En primer lugar, hay enunciados, tales como las preguntas, las érdenes,
las exclamaciones o las dudas que no expresan creencias. Estos enunciados
no los emplearemos. Por consiguiente, nos limitaremos al uso aseverativo
—declarativo o enunciativo— del lenguaje.

2. Por otra parte, un enunciado puede tener mas de un significado; la lengua
natural estd plagada de ambigiiedades léxicas, estructurales, de referencias
cruzadas, etc. No deseamos —ni podriamos— cambiar el lenguaje natural,
pues gracias a estas propiedades el lenguaje natural es flexible, con él
se puede desde contar chistes hasta hacer filosofia de la tecnologia. Sin
embargo, en 1égica necesitamos un lenguaje riguroso, preciso, y habra que
solventar estos problemas creando un lenguaje artificial.

3. Los enunciados precisan ser contextualizados y asi el mismo enunciado
puede expresar distintas creencias al recibir distintas contextualizaciones.

4. En ocasiones no estd claro qué pensamiento o creencia expresa una de-
terminada oracién; hay expresiones enganosas, incluso deliberadamente
enganosas.

5. Hay enunciados paraddjicos, contradictorios, a los que no puede asignar-
seles ni el valor verdadero ni el falso. El mds antiguo que se conoce es la
paradoja de Epiménides el cretense, quien decia que todos los cretenses
son mentirosos y que todas sus afirmaciones son mentiras.

Comentario 13 Introduciremos un lenguaje formal para eludir los problemas
de ambigiiedad e imprecisiones diversas que caracterizan a la lengua natural. En
este lenguaje formal las paradojas serdn evitadas; veremos que distinguiendo,
como haremos, entre lenguaje y metalenguaje muchas de ellas no pueden
reproducirse.

Ejemplo 14 Con frecuencia los chistes ocurren porque la frase contiene am-
bigliedades: léxicas, estructurales, de referencias cruzadas; asi ocurre en
los siguientes chistes:

1. Sinos encuentran, estamos perdidos. (Groucho)

2. En una panaderia: “Por favor, una barra de pan, y si tiene huevos,
una docena”. (Sale con 12 barras de pan)

Ejemplo 15 En la mayor parte de las paradojas hay un problema de au-
torreferencia.

13Que en el caso que nos ocupa se plantearia si no fue determinante la estructura de las
lenguas europeas para el diseno final del lenguaje l6gico.
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1. ;Qué sucede con los enunciados del recuadro?*

Barcelona estd en China
3+2=7
Hay tres errores en este recuadro

2. Sdcrates, en Troya, dice: ‘Lo que estd ahora diciendo Platén en Ate-
nas es falso’. Platon en Atenas dice: ‘Lo que estd ahora diciendo
Sécrates en Troya es falso’.
sSon consistentes los dos enunciados?

1.3.1. Tipos de enunciados

Los enunciados que expresan creencias pueden ser satisfacibles —consistentes—
cuando la creencia expresada lo es; es decir, cuando es verdadera en alguna si-
tuacién. (En el lenguaje formal que se introducird después la palabra técnica
empleada es satisfacible para la propiedad seméntica, y consistente para la sin-
tactica de imposibilidad de derivarse una contradiccién; evidentemente la una
es la contrapartida de la otra.)

Por otra parte, un enunciado que no es verdadero en ninguna situacién es
contradictorio. Los enunciados que son verdaderos en cualquier situacién son
tautologtas y los que son verdaderos en algunas situaciones y falsos en otras son
contingentes.

Los enunciados capaces de describir una situacién, y de distinguirla de otras,
son contingentes. De esta clase son los enunciados que describen nuestra expe-
riencia, que conforman la mayoria de las ciencias. Las tautologias, al ser verda-
deras en toda situacién, no pueden describir a ninguna en particular.

¢Describen algo? La respuesta es que si, que describen a la propia ldgica.
Veremos que esta idea puede ser convenientemente explotada, ya que captar el
funcionamiento y naturaleza de las tautologias es captar la esencia de la légica.

Comentario 16 Fsta tipologia se reproduce en el lenguaje formal y tendremos
formulas satisfacibles, contingentes, contradicciones y tautologias.

1.4. Lenguaje formal

Para obtener el rigor y precisién deseados, se introduce un lenguaje formal
(I6gico). Se tratard de un lenguaje artificial, con una reglas gramaticales ex-
plicitas que nos dicen qué sucesiones de signos del alfabeto son férmulas y unas
reglas semdnticas también explicitas, que determinan cuando una férmula es
verdadera bajo una determinada interpretacién —en un modelo matemético—.
Dependiendo del nivel de abstraccién que vayamos a necesitar, de la realidad a
tratar y de la naturaleza de dicha realidad en estudio, hay diversos lenguajes
posibles.

4 Esta paradoja se la planteé George Boolos a Ulises Tindén, cuando tenfa seis afios y éste
le dijo que se parecia a la del Mentiroso. (jmi nirio!)
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En el siguiente capitulo introduciremos el lenguaje de la 16gica de primer or-
den, en éste el de la proposicional, que tendra las letras p,q,r, ... etc como letras
proposicionales; los signos 1, T como constantes proposicionales y ,—, A, V, —
y <> como conectores. Las férmulas de Ly se construyen siguiendo unas
sencillas reglas de formacién, el conjunto formado por ellas —al que llamamos
FORM(Ly), o simplemente FORM , cuando esté claro por el contexto— es el
menor conjunto que se puede generar con su ayuda a partir de sus letras.

= F'1 Las letras sentenciales son férmulas. Como caso especial L y T lo
son.

» F2 Si A y B son férmulas, también lo son: =4, (A A B), (AV B),
(A—-B) y (A< B)

A\

B\k CONECT
ATOM L —1 -, V, A
p (A Aﬁ)
1

—)7<—)

Comentario 17 Adviértase que tal y como hemos definido el conjunto de férmu-
las, como el menor conjunto que cumple las reglas F1 y F2, si un conjunto
Q obedece las mencionadas reglas, entonces FORM (Lg) C Q lo que significa
que todas las formulas estdn en dicho conjunto. Es decir, en nuestra definicion
de formula estd embebido un principio de induccion.

Comentario 18 FEl saber encontrar las suférmulas de una férmula dada es
fundamental para manipular el cdlculo deductivo correctamente. La forma mds
sencilla de presentarlo es mediante drboles genealdgicos, que todo el mundo en-
tiende con facilidad.

1.4.1. Lenguaje y Metalenguaje

En el lenguaje natural utilizamos una serie de recursos para distinguir entre
niveles de lenguaje

Ejemplo 19 «“‘Un famoso poeta es menos inventor que descubridor’, dijo Ave-
rroes”, escribe Jorge Luis Borges>, destaca Deario.

Ejemplo 20 <Dice Hipdlito en su obra Refutatio omnium haereseum: “la frase
‘el bien y el mal son uno’ fue escrita por Herdclito”>, asequra Deano.

Y también las comillas nos sirven para indicar cuando usamos o mencionamos
una palabra; esto es, cuando nos referimos a un objeto extralingiiistico o a la
palabra misma.
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Ejemplo 21 Ponemos comillas para distinguir uso y mencion.
Salamanca estd banada por el Tormes
“Salamanca” tiene nueve letras.

Ejemplo 22 Aqui, sin comillas, no se entiende nada:
Madrid empieza por m,

termina con t

pero generalmente se escribe con g

Paradojas

Volvamos a la paradoja del mentiroso. La contradiccién aparece cuando uno
se pregunta sobre la propia afirmacién de Epiménides.

s Es también esta afirmacion una mentira?

Una forma fécil de comprobarlo es la siguiente:

Sea p el enunciado: “Estoy mintiendo”. Naturalmente, esto es lo mismo que
decir: “No es verdad p”, que podriamos formalizar asi: —Verdad (p) . Es decir,

p = —Verdad (p) (1.1)

Pero la propiedad semdntica de verdad deberfa ser definida de forma que
para cualquier x,
x es verdadera si y sélo si ©

es decir,
Va(Verdad (x) < x)

& Qué sucede cuando consideramos la propia férmula p?
En primer lugar,
Verdad (p) < p (1.2)

Ahora podemos usar las férmulas (1.1) y (1.2), reemplazar en (1.2) la
férmula p por su formalizacién, obteniendo:

Verdad (p) < —~Verdad (p)

Naturalmente, esto es una contradiccién.

Conclusiéon 23 Nosotros distinguiremos entre lenguaje y metalenguaje, la
formula Vax(Verdad (x) < x) con el significado que se pretende que tenga no
puede ser una formula del lenguaje objeto. La verdad de un enunciado se expresa
en el metalenguaje, nunca en el lenguaje objeto'.

15Esto no deja de ser una verdad a medias, pues en la légica modal formalizamos el meta-
lenguaje y en légica de la reflexién también permitimos la autorreferencia. Pero la verdad de
estas nuevas férmulas se establece desde un nuevo nivel metalingiiistico, o se crean mecanismos
para evitar paradojas.
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1.4.2. Interpretacién de L

Interpretar un lenguaje proposicional es atribuir valores de verdad a sus
férmulas. La definicién de este concepto serd inductiva, basada en las asigna-
ciones de valores a las letras. Una asignacidn es una funciéon f que otorga un
valor de verdad a cada letra proposicional —utilizo V' y F, para lo falso y lo
verdadero, respectivamente—

f:LS —{V,F}
Una interpretacion es una funcién que da un valor de verdad a cada férmula
S: FORM(Ly) — {V,F}

La definicién se hard mediante recursion:
F1. Para letras proposicionales el valor es el de la asignacién.

para L y T tiene un valor fijo
(L)=F e M) =V

F2. Para férmulas con conectores se respeta el significado de los mismos:

H
&

-C) = syss S(C)=F

N
%

CAD)=V syss S(C)=V y SD)=V

o
&

W~
&

(
(
(CVD)= syss S(C)=V o D)=V
(C—D)=V syss YC)=F o D)=V
3(

C— D)=V syss 0C)

3(D

~—

1.5. Consecuencia légica

Dijimos que tanto se podia caracterizar a la légica como el estudio de los
conjuntos consistentes de creencias, como el estudio de los razonamientos —o
argumentos— validos o correctos. Un argumento es un conjunto de sentencias
tales que una de ellas —la conclusion— se sigue del resto —las premisas o
hipétesis—. Lo tipico es decir que la misién de la légica es analizar los conceptos
generales, patrones y procedimientos que se usan en los argumentos vélidos, y
que estos son, hasta cierto punto, independientes de los razonamientos concretos
—puesto que aceptamos que hay infinitos razonamientos correctos que siguen
el mismo esquema légico—.

Llamamos relacién de consecuencia a la que existe entre la hipétesis y la
conclusién de un razonamiento correcto. Definiremos la consecuencia de una
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sentencia A a partir de un conjunto de sentencias I' —y escribiremos I' | A—
asi:

I' = A siy solo si todo modelo de T' es también un modelo de A

Por el momento podemos identificar un modelo con una situacién particular,
capaz de asignar un valor de verdad a cada sentencia.

¢ Qué intuicion queremos captar con este concepto?, ;Cémo lo distinguimos
de otros conceptos prorimos?

El concepto intuitivo, que tendremos que precisar, es que un razonamiento
es correcto cuando no se puede imaginar ninguna situacién en la que las hi-
pétesis del razonamiento sean verdaderas y la conclusién sea falsa'®; esto es,
cuando el conjunto formado por las hipétesis y la negacién de la conclusién es
insatisfacible, inconsistente.

Una forma sencilla de verlo es utilizar traducciones del lenguaje natural al
formal y, desde éste, retrotraducciones al lenguaje natural. La idea es que si tra-
ducimos al lenguaje formal un razonamiento correcto y obtenemos un conjunto
de hipdtesis I' y una conclusién A, no importa céomo retrotraduzcamos I' y
A al espanol; el resultado serd siempre un razonamiento correcto. —Esto es,
pAq [ p signifiquen lo que signifiquen p y ¢— Vamos a verlo con algunos
ejemplos:

Ejemplo 24 (Picasso) Considerad el siguiente argumento (falaz):

» Si Picasso nacid en Madlaga (p), entonces no es cierto que naciera en
Francia (—q).

= Picasso no nacid en Francia

LUEGO

= Picasso nacié en Mdlaga.

En este argumento todas las sentencias, tanto las de las hipétesis como la
conclusién, son verdaderas, conforme a los hechos; Picasso nacié en Mélaga y
Mélaga estd en Espaifia (que no es Francia, para nada). Pero el argumento no
es correcto.

Ejemplo 25 (Retrotraduccion) Si el esquema ldgico anterior fuera correcto;
esto es, St

{(p——q), ~a} Ep
obtendriamos otro argumento correcto retrotraduciendo al espariol p vy q.
Usemos la siguiente:

= Si Picasso nacié en Londres (p), entonces no es cierto que naciera en
Francia.(—q)

16De esta manera no se modeliza el concepto dindmico de prueba, sino el estatico de resul-
tado. Sin embargo, se complementa con un célculo deductivo, que capta mejor el concepto de
transformacién, de ejecucion.
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» Picasso no nacié en Francia.

LUEGO

» Picasso nacid en Londres.
sEstd claro porqué duddbamos del esquema argumental sequido?

Ejemplo 26 La obscuridad de la noche: Una prueba de la Teoria del
Big Bang

El gran descubrimiento de este siglo es que el universo no es inmdovil ni eterno,
como supuso la mayoria de los cientificos del pasado. El universo tiene una
historia, no ha cesado de evolucionar, enrareciéndose, enfridndose, estructu-
randose. Esta evolucion sucede desde un pasado distante que se sitia, segun las
estimaciones, hace diez o quince mil millones de anos, cuando el universo estd
completamente desorganizado, no posee galaxias, ni estrellas, ni moléculas, ni

tan siquiera nicleos de dtomos...Es lo que se ha llamado el BIG BANG. Una
de las pruebas indirectas de esta teoria se puede plantear asi:

n Silas estrellas fueran eternas (p), entonces la cantidad de luz emi-
tida seria infinita (q).

= Sila cantidad de luz emitida fuera infinita, entonces el cielo deberia ser
extremadamente luminoso (r).

n Fl cielo es obscuro.

LUEGO

» Las estrellas no existieron siempre.
Las sentencias anteriores las formalizamos asi:
(p - q)7 (q - T), -r, 7p
Para expresar que la idltima es una consecuencia de las otras tres escribimos:

{p—q9,(@—r),r}E-D

Comentario 27 FEn este caso el esquema argumental no levanta sospechas, otra
cosa es si aceptdis como verdaderas en el mundo real las hipdtesis. Obviamente,
el determinarlo no es mision de la légica. En el presente ejemplo lo seria de la
Cosmologta.

Si el esquema anterior corresponde a un razonamiento correcto; es decir, si

{p—aq),(@—r),~r}E-»p

lo seguird siendo cuando retrotraduzcamos al castellano p, ¢ y 7. Vamos a
verlo con otro ejemplo.
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Ejemplo 28 (Retrotraduccion) Lucrecio, filésofo romano; siglo I an-
tes de Cristo.

Lucrecio afirmaba que el universo aun estaba en su juventud. Razond asi: He
comprobado desde mi infancia, se dijo, que las técnicas se han ido perfeccio-
nando. Han mejorado el velamen de nuestros barcos, inventado armas mds y
mds eficaces, fabricado instrumentos musicales mds refinados...jSi el universo
fuera eterno, todos estos progresos habrian tenido tiempo de realizarse cien, mil,
un millon de veces;

» Si el universo fuera eterno (p), entonces todos los progresos se
habrian realizado ya (q).

» Si todos los progresos se hubieran producido ya, el mundo estaria aca-
bado, no cambiaria (7).

s El mundo cambia.

LUEGO

» El mundo no existe desde siempre.

Comentario 29 FEn este caso el esquema argumental es el mismo, incluso es
similar el tema. La ldgica nos garantiza que este esquema, al corresponder a un
razonamiento vdlido, sequird produciéndolos al retrotraducir p, q y v y ni
stquiera tienen que guardar relacion con el tema del argumento original. Esto
es, si aceptamos las hipdtesis como creencias, debemos aceptar la conclusion.
En una prueba mediante tableaux lo que hacemos es comprobar la imposibilidad
de que se den simultdneamente las hipdtesis y la negacion de la conclusion.

p—q
q—r
—-r
—\—\p

AN
7 /q\
X - .
X X

Razonamiento concluyente

En la vida cotidiana nuestros razonamientos versan, frecuentemente, sobre
hechos: partimos de unas premisas o hipdtesis, que pueden ser verdaderas o fal-
sas, y llegamos a una conclusién, que también puede ser verdadera o falsa. Esto
es, a diferencia del 16gico no estamos aparentemente interesados en todas las rea-
lizaciones o modelos de las hipétesis de nuestros razonamientos, sino solamente
en lo que acaece en la realidad, en un sélo modelo, o en una coleccién limitada
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22 CAPITULO 1. LOGICA BASICA

de modelos. Esto enmascara tanto los razonamientos validos con hipétesis fal-
sas como los razonamientos incorrectos con hipétesis y conclusiones verdaderas.
Para situar el problema resulta 1til la siguiente tabla de doble entrada:

Tipologia de razonamientos correctos, clasificados por los valores
de verdad de sus hipétesis y conclusién en la realidad

Conclusion
Verdadera | Falsa

Verdadera | 1

Falsa 3 4

Hipdtesis

Tipologia de razonamientos incorrectos, clasificados por los valores
de verdad de sus hipétesis y conclusiéon en la realidad

Conclusion
Verdadera | Falsa
Hipdtesis Verdadera | 5 6
Falsa 7 8

El comiin de los mortales estd interesado mayormente en los razonamientos
de tipo 1, que son vélidos pero ademads sus hipétesis son verdaderas, los llamaré
razonamientos concluyentes. La racionalidad que como humanos se nos supone
nos obliga, en principio, a aceptar las conclusiones de estos razonamientos en-
tre nuestras creencias. Por supuesto, para adquirir nuevas creencias precisamos
aceptar las conclusiones de los razonamientos cuyas hipétesis aceptamos como
creencias; sin embargo, el contrastar dichas hipétesis cae fuera del alcance de la
l6gica. sHay algo que la l6gica pueda hacer al respecto?

Razonamientos vdlidos con hipétesis compatibles

En légica nos interesamos por los razonamientos vilidos y estos pueden ser
del tipo 1, 3 y 4. Razonamientos de tipo 2 no hay, porque justamente lo que
caracteriza a un razonamiento vdlido es la imposibilidad de que su conclusién
sea falsa cuando sus hipétesis son verdaderas. No nos interesa tanto el que la
conclusién sea verdad como que el paso entre premisa y conclusién esté justifi-
cado.

Sin embargo, atin cuando desde el punto de vista 16gico admitamos como
validos algunos razonamientos, nuestra aceptacién de las conclusiones de un
razonamiento no serd la misma si sabemos que las hipétesis son incompatibles.
De hecho, nos cuidaremos muy mucho de aceptar entre nuestras creencias un
conjunto de hipétesis tal pues sabemos que de él se sigue como consecuencia
l6gica todo enunciado, que a su vez tendrd que ser admitido también.
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Asi que siempre que sea posible verificaremos la compatibilidad de nuestras
hipétesis'”; y aunque tal vez no esté en nuestra mano establecer su verdad en
el mundo real, al menos sabremos si son consistentes.

Revisién de creencias

Hemos dicho que el principio general de racionalidad nos obliga a aceptar
entre nuestras creencias a todas las conclusiones obtenidas mediante razona-
mientos concluyentes, a todas las consecuencias de nuestras creencias. Se su-
pone que éstas han sido admitidas tras un proceso de evaluacién racional. Sin
embargo, hay conclusiones que por su inverosimilitud nos hacen revisar nuestras
creencias. En los sistemas expertos se suelen implementar mecanismos para el
mantenimiento de la verdad, diciéndose que la légica usada es no monotdnica
porque al aumentar las hipétesis disminuyen, en vez de aumentar, las conclu-
siones. Es una forma de hablar, las hipétesis se reducen como resultado de la
revision de creencias y de ahf que también lo hagan las consecuencias.

1.5.1. Falacias

Los razonamientos incorrectos los descartamos; no garantizan la verdad de la
conclusién, ni siquiera cuando sabemos que las hipétesis son verdaderas. Algunos
razonamientos falaces los extraemos de la nutrida coleccién clédsica: Ad Baculum
(apelar a la fuerza), ad hominem (contra la persona), ad populum (usando en
su favor los prejuicios del grupo), ad verecundiam (recurriendo al principio de
autoridad), petitio principit (en circulo), ignoratio elenchii (cambiar de tema),
etc.

Ejemplo 30 Ignoratio elenchii

“Salamanca es una ciudad muy provinciana”

“No, no es cierto. Salamanca tiene monumentos preciosos y tiene mucha marcha
por las noches”

Comentario 31 Aunque se pueda recurrir a los cldsicos como fuente de ejem-
plos interesantes, no defiendo un planteamiento de Logica Informal —se sue-
len limitar a presentar un catdlogo de falacias— en un primer acercamiento a la
disciplina, sino un planteamiento riguroso, pero con ejemplos bien preparados,
interesantes, o al menos divertidos.

Ejemplo 32 Razonamiento concluyente.

El razonamiento consignado es no sélo vdlido (o correcto), sino también con-
cluyente.

Treinta dias tiene Noviembre con Abril, Junio y Septiembre. Veintiocho tiene
uno y los demds treinta y uno.

Por lo tanto,

17Puede ser inmediato si estdn expresadas en légica proposicional, pero tal vez no sea factible
en otros casos. Cuanto mds potente es la teoria, méds complicado es establecer su consistencia;
por ejemplo, la consistencia de la Teoria de Conjuntos mno estd demostrada.
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Abril tiene treinta dias si y sdlo si no los tiene Mayo, y si Mayo los tuviera,
también los tendria Noviembre.

1.5.2. Definicién de conceptos clave

Definicién 33 Una formula C es satisfacible syss hay una interpretacion
S tal que I(C) =V. —Decimos que  satisface a la féormula C ; o también,

que S es modelo de la formula C. Escribimos: S I+ C—

Para conjuntos de férmulas la definicion es similar y la insatisfacibilidad es
la negacion.

Una férmula C es contingente syss hay tanto una interpretacion & tal que
o Cxx ok

S(C) =V como una interpretacion I* tal que I*(C)=F
Definicién 34 Una férmula C es consecuencia de un conjunto de férmulas
I' —y escribimos T' |= C— syss todo modelo de T lo es también de C

Definicién 35 Una formula C es vdlida —y escribimos = C— syss 0 = C

Definicién 36 Una formula C es independiente de un conjunto de féormulas
I' —y escribimos I' ¥ C'— syss C' no es consecuencia de T.

Definicién 37 Un conjunto A de formulas es independiente syss para cada
CeA secumple: A—{C}EC

Definicién 38 Dos férmulas C y D son légicamente equivalentes siy
sdlo si
CED y DEC

Conforme a las definiciones precedentes las férmulas se clasifican en satis-
facibles e insatisfacibles y dentro de las segundas en vélidas y contingentes,
conforme al diagrama siguiente (ver figura: 1.2):

1.6. Tableaux semanticos

Para demostrar que nuestras férmulas estdn relacionadas de alguna de las
maneras arriba mencionadas podemos sistematizar el procedimiento de los ta-
bleaux que ya usabamos informalmente, de manera que sirvan para:

1. establecer la satisfacibilidad —en su defecto, la insatisfacibilidad— de una
férmula. Al acabar el tableau sabemos si la férmula tiene o no algin mo-
delo, y en el primer caso nos permite definirlo.

2. para establecer la satisfacibilidad —en su defecto, la insatisfacibilidad—
de un conjunto finito de férmulas.

3. para establecer la validez de una férmula (se demuestra que su negacién
es insatisfacible)
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Figura 1.2: Clasificacidn de férmulas

4. para demostrar consecuencia a partir de hipétesis (mostramos que el con-

_C.T‘

junto formado por las hipétesis y la negacién de la conclusién es insatis-
facible)

para demostrar la independencia de una férmula respecto de un conjunto
de férmulas (vemos que no es consecuencia mostrando un contraejemplo)

Caracteristicas mas sobresalientes de los tableaur

consisten bdsicamente en el despliegue sistemético de las condiciones de
verdad de la férmula —o férmulas— en estudio

tienen el aspecto de drboles —y por eso se les conoce también por ese
nombre— cuyas ramas representan las distintas posibilidades; exhaustivas,
no necesariamente excluyentes

las ramas se cierran cuando en ellas aparecen contradicciones explicitas,
entendiéndose que se trata de una posibilidad frustrada. Un édrbol com-
pletamente desarrollado y con todas las ramas cerradas muestra que la
formula es insatisfacible

una rama abierta y completa permite definir una interpretacién que satis-
face a la férmula (o férmulas) del drbol

es un procedimiento refutativo: se basa en que

‘“T'=C syss 'U{-C} es insatisfacible”
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& Qué son?

1. Un procedimiento seméntico de biisqueda de un modelo que cumpla ciertos
requisitos.

2. Un procedimiento sintdctico de prueba de teoremas

Ambas respuestas son acertadas: la primera permite un tratamiento més
intuitivo y es la que usamos en principio, la segunda es evidente, se apreciard
en cuanto los definamos.

No obstante, debemos demostrar las metapropiedades de correccién y com-
pletud para establecer la equivalencia entre los dos planteamientos. El que
intuitivamente parezca convincente que los tableaux demuestran satisfacibili-
dad/insatisfacibilidad no garantiza por si solo que sea asi en efecto.

Ventajas (como cdlculo deductivo)

1. son ‘automdticos’ para la légica proposicional; esto es, proporcionan un
procedimiento de decisién que en un nimero finito de pasos nos dice si la
férmula es vélida o no lo es.

2. pueden ser ficilmente implementados en el ordenador —aunque, a me-
nudo, la eficiencia es pobre en comparacién con otros sistemas de prueba—

3. son ficilmente generalizables a la légica de primer orden'® y a otras légicas
(modal'?, temporal, etc.)

4. su aprendizaje es extremadamente sencillo

Hay otra forma de entenderlos, que desde el punto de vista de la inteligencia
artificial es impagable, y que no he visto documentado: como procedimiento de
busqueda de solucién a un problema, pudiéndose establecer ciertos filtros. Esto
lo explico con detalle en el apartado 1.6.3.

1.6.1. Definiciones

Sea A wuna férmula proposicional. Hacemos un tableau para A empe-
zando con A y aplicando las reglas de los tableauz. Las reglas se encargan de
las férmulas una por una, descomponiéndolas en otras més simples. Las reglas
estdn disenadas de tal manera que la férmula ‘“nput’ y las férmulas ‘output’
signifiquen lo mismo. La descomposicién se termina cuando o bien se obtienen
contradicciones explicitas —tales como B y =B, 1 o —T— o no se pueden
aplicar més reglas. Si las reglas llevan en todos los casos a una contradiccién,
entonces A es contradictoria y concluimos que —A es vilida. De lo contrario,
podemos extraer un modelo de A siguiendo los valores de la rama.

18Les dedico la seccién 4.6, puede consultarse Ldgica para Principiantes en

hitp : //logicae.usal.es

19Ver la seccién 8.8.
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Las reglas de los Tableaux Proposicionales

Hay reglas para cada conectiva y su negacién, y una regla especial para
cerrar una rama contradictoria.

m a-reglas (o = y):

1
2
3.
4

De AABsededuce A y B

De =(AV B) se deduce —=A y —-B
De (A — B) se deduce A y -B
De ——A se deduce A

» [-reglas (8 = ‘ramificacién’):

1
2
3.
4

De AV B se deduce A y, en una rama nueva separada, B
De —(A A B) se deduce =4 y, en una rama nueva separada, =B
De A — B se deduce —A vy, en una rama nueva separada, B.

De A < B deducimos A y B vy, en una nueva rama separada, - A
y ~B

De —(A < B) deducimos A y =B vy, en una nueva rama separada,
-A yB

= Regla de cierre:
Cerrar una rama que tenga A y —A (para cualquier A), 0 =T, 0 L.

Ejemplo 39 Empezamos con A:=-(((p — q) — p) — p)

1. =(((p —q) —p) —p)

2.(p—q) —p
3. —p

a-regla de —... — en 1

T~

4. ~(p—q) 5. p  B-regla de — en 2
6. p a-regla de rama

7.-q —...— en4 cerrada (3, 5)

rama

cerrada(3, 6)

Vemos que todas las ramas se cierran, por lo tanto este tableau estd cerrado.
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Ejemplo 40 Empezamos con B := (pV—q)Aq. Esta vez no obtenemos ninguna
contradiccion.

1. (pV—q) Nq

g- gv -q por a-regla de A en 1

N

4.p 5. g B-regla de V en 2

rama rama
abierta cerrada

Comprobamos que no se pueden aplicar mds reglas en la rama izquierda, el
tableau no estd cerrado.

Comentario 41 Vimos en el ejemplo 40 que a una férmula dada sélo se puede
aplicar una regla —qué regla sea depende exclusivamente de la forma ldgica de la
formula; esto es, de si es una conjuncion, o un condicional, etc. Esto es verdad
para todas las reglas de los tableauz. La dnica cuestion aqui, que no es pequena,
es en qué orden tomamos las formulas para transformarlas; por lo tanto, en
légica proposicional los tableauxr pueden implementarse deterministicamente en
un ordenador, aunque la eficiencia pudiera ser pobre. Ademds, el proceso acaba
necesariamente, pues las formulas resultantes tienen siempre longitud menor
que las originales.

Tableaux cerrados y teoremas

Definicién 42 Formalmente la deducibilidad se define asi:

1. Una rama de un tableau es un subconjunto mazximal lineal del tableau.
(Los ejemplos deberian dejar claro lo que queremos decir.)

2. Una rama estd cerrada si contiene B y —B, para la misma férmula
B, o si contiene 1 o -T.

8. Un tableau estd cerrado si todas sus ramas estdn cerradas.

4. Si A es una férmula, un tableau para A es un tableau que empieza
con A.

5. FEscribimos A —se lee ‘A es demostrable’, o ‘A es un teorema’— si
existe un tableau cerrado para —A.
Notemos la — aqui. jLos tableaux prueban enunciados por contradiccion.!

6. Una formula A es consistente si no hay un tableau cerrado para A

(syss tf —A).
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7. Una formula A es contradictoria si no es consistente; es decir, si hay
un tableau cerrado para A —syss F—A—

Conforme a lo dicho, mostramos en el ejemplo 39 que
Flp—a) —p)—p
Extraer un modelo a partir de un tableau
Vimos en el ejemplo 40 un tableau para
A= (pV-q) Nq

con una rama abierta. Este tableau esta ‘completo’; es decir, no se pueden aplicar
mis reglas. Podemos extraer un modelo & de A a partir de una rama abierta:
la rama tiene p y ¢, por lo tanto hacemos que (p) = S(g) = V. Por lo tanto,
como se puede comprobar ficilmente S IF A.

1.6.2. Demostraciones a partir de hipétesis

Definicién 43 Sean A y B férmulas. Escribimos At B si hay un tableau
cerrado que empieza con las dos formulas A y —B.

Intuitivamente, A - B ‘significa’ que podemos probar B si asumimos A
como una hipétesis.

Ejemplo 44 pA(p—q)F g

1. pA(p—q)

2. —q

3. p al
4. p—q al

/\

5 —p p4 6. q p4
cerrado(3,5)  cerrado(2,6)

1.6.3. Utilizar un tableau para encontrar soluciones

Con frecuencia la situacién que se nos plantea no es tanto la de comprobar
si un enunciado se sigue de un conjunto de hipétesis, sino més bien la siguiente:
Dado un conjunto de hipétesis, queremos extraer conclusiones. En el caso de
la l6gica proposicional el drbol de las hipétesis nos ayuda a encontrarla. De
hecho, para que sea mds convincente, lo que hacemos primero es comprobar la
compatibilidad de las hipétesis —pues en caso contrario cualquier conclusién es
derivable—, para luego usar las ramas abiertas y establecer las coincidencias. Por
supuesto, para que el conjunto de conclusiones tenga un tamafio manejable?’

20Este conjunto es de hecho infinito, como puede demostrarse facilmente, pues si A es una
conclusién, también lo son: ANA, (ANA)ANA, (ANA)ANA)NA, ete
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s6lo nos interesamos por las férmulas atémicas. Vedmoslo con algin ejemplo
concreto, sacado de los archivos de MAFIA.

Ejemplo 45 Robo de archivos

Al llegar el Padrino a su despacho notd que alguien habia entrado en él, jincluso
habia revuelto sus archivos;. Pudo comprobar que faltaban algunos documentos
comprometedores.

La investigacion del caso arroja estos datos:

A := Nadie mds que P,Q y R estdn bajo sospecha y al menos uno es traidor.
B := P nunca trabaja sin llevar al menos un complice.
C:= R es leal.

1. Formaliza los enunciados anteriores usando las claves siquientes: p,q y r
que significan, respectivamente, P es un traidor, QQ es un traidor y R es
un traidor.

2. Comprueba si los datos son compatibles.

3. Eaxtrae consecuencias de los datos y demuestra que son vdlidas.

Solucion:

1. La formalizacién es la siguiente
A:=(pVqgVr

B:=p—(qVr)

C:=-r

2. Para comprobar que son compatibles hacemos un arbol.

(Vg Vr
p—(qVr)
-r
/\qw

Hemos visto que {A, B, C?} es satisfacible pues hay tres interpretaciones que
hacen a A, B y C simultdneamente verdaderas

= {-p, 7, q}
={p,q,—r}


Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea
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={q,—r}
3. Para hallar la conclusién hacemos la intersecciéon

(1] n[2] n [3] = {g,—r}

Ahora veremos que efectivamente

{A,B,C}EgA—-T

Para demostrarlo hacemos el drbol de {4, B,C,— (¢ A —r)}

(Vg Vvr
p—(qVr)
= (gNA-r)

g

ﬁp/\

qVr -
pVa /\ X
/\ " q -

Y q X X X
X X

1.7. Limitaciones de la l6gica proposicional

Pese a su buen comportamiento como célculo deductivo, al ser la capacidad
expresiva de la l6gica proposicional extraordinariamente limitada, no nos resulta
itil en muchos casos.

Ejemplo 46 Considerad el siguiente razonamiento:
A := Sdlo los viejos y los ninos dicen la verdad
B := Maria Manzano no es una vieja ni es una ninag

LUEGO:

C := Maria Manzano miente

En légica proposicional A, B y C se formalizan como letras proposicio-
nales —por ejemplo, p, ¢ y 77— y por lo tanto {p,q} ¥ r. Sin embargo, el
razonamiento es claramente correcto. En el lenguaje de primer orden FOL que
introduciremos en el préoximo capitulo se podria formalizar asi:

Ejemplo 47 A :=Vz(-Mz — (Vz VvV Nx))
B:=-VaA-Na

LUEGO:

C:=Ma


Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea
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En este lenguaje serd facil demostrar la validez del razonamiento.
La légica de primer orden contiene a la proposicional; es decir, las férmulas
véalidas de la proposicional siguen siéndolo en primer orden

VAL(PL) CVAL(FOL)
Pero es més potente; esto es,

VAL(PL) C VAL(FOL)

1.7.1. Lenguajes de orden cero, de primero y de segundo
orden

En la légica clasica hay varias categorias de lenguajes: proposicional, de
primer orden, de segundo orden, etc. El de primer orden anade al proposicional
la capacidad de analizar las férmulas atémicas mediante relatores, functores y
constantes y la cuantificacién sobre individuos. El de segundo orden anade al
anterior la facultad de cuantificar sobre conjuntos y relaciones.

s Qué lenguaje necesitamos?

Depende de para qué, vedmoslo con un ejemplo:

Ejemplo 48 (Ordenes). Decimos que una relacion R definida sobre un con-
junto A es de orden, si es:

A := Refleziva

B := Antisimétrica

C := Transitiva

Cuando ademas es conectada,

D := Conectada

decimos que R es un orden lineal.

Cuando

E := Todos los subconjuntos de A tienen primer elemento
decimos que la relacion R es un buen orden.

& Qué lenguaje necesitamos para hablar de las relaciones de orden?

= Lenguaje proposicional es insuficiente. Con él podriamos establecer que si
falla transitividad, la relacién no es de orden

-CF-((AANB)ANC)
O que el lineal es una clase especial de orden

((AANB)AC)AD)E ((AANB)AC)

= En el lenguaje de primer orden con un relator binario R formalizamos:
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A :=VzRzxx

B :=Vzy((Rzy A Ryz) — = =y)

C :=Vzyz((Rzy A Ryz) — Rxz)

D :=Vzy(Rzy V Ryx)

La propiedad de ser un orden lineal es axiomatizable

En concreto, {A, B,C,D} axiomatiza la propiedad de ser un orden lineal:
una estructura A cualquiera es un orden lineal si y sélo si es un modelo de
{A,B,C,D}.

Estas férmulas son verdaderas en,
N, <), (Z,<)

y en
{0.41},{1,2}},9)

Cuando ademds del lenguaje de primer orden contamos con un cédlculo de-
ductivo:

= Usamos el cdlculo para demostrar propiedades de los 6rdenes lineales

= Economia de recursos —Valdrdn simultdneamente para todas las estruc-
turas que sean 6rdenes lineales—

s9€ pueden expresar en primer orden todas las propiedades imaginables de
las estructuras matemdticas?
sSirve la légica de primer orden para axiomatizar toda la matemdtica?

La respuesta es que no. En nuestro caso, para expresar la propiedad de ser
un buen orden se precisa de la cuantificacién sobre propiedades; es decir, de la
l6gica de segundo orden?! SOL. En SOL E se expresa:

E :=VX(3FyXy — v(XvAVz(Xz - Ruz Av # 2)))

Como hemos visto, el lenguaje de la 16gica de segundo orden es més expresivo
que el de primer orden y éste que el de orden cero. Sin embargo, las propiedades
l6gicas de estos lenguajes van decreciendo: mientras que la l6gica proposicional
posee un célculo deductivo correcto, completo y es decidible, la de primer orden
posee un célculo correcto y completo, pero ya no es decidible, y la de segundo
orden ni es decidible ni posee un célculo completo.

Conclusién 49 Una ldgica es como una balanza (figura: 1.3): en un platillo se
pone el poder expresivo de la ldgica y en el otro las propiedades ldgicas. En la
logica proposicional pesan mds las propiedades ldgicas, en la de sequndo orden
la capacidad expresiva, mientras que la de primer orden estd mds equilibrada.
Sabiendo ésto somos nosotros los que decidiremos qué ldgica mecesitamos, qué
virtudes nos interesa conservar.

2113 estudiamos con detalle en el capitulo 10.
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Figura 1.3: Balanza

1.8. Aplicaciones informadticas

Los siguientes proyectos de informdtica se hicieron bajo mi direccién, estdn
disponibles en

http : [ /aracne.usal.es

en1 donde se explican con detenimiento.
1. Para la ensefianza de la l6gica bésica, se hicieron los que siguen:

a) Calculus Ratiocinator. [1999]. Jorge Herndandez Martin.
b) Herramientas de aprendizaje. [1999]. Rubén Simén Conde.
c) Tutor Inteligente de Logica. [1999]. José Carlos Blanco Garcia.

2. Para aprender nociones elementales de razonamiento abstracto, dirigido a
ninos:

a) Los Enigmas de Ulises. [1998]. Aitor Mata Conde.
3. Como manual lidico-infantil de criptografia:

a) El detective Uielss. [2001]. Nuria Iglesias Malmierca.
b) Elidioma de los espias. [2000]. Carlos Zapatel Vidorreta.

4. Para la ensefianza a distancia:
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a) Curso Virtual. [2001]. Alberto Pérez Rodriguez.

b) Biblioteca digital: Summa Logicae en el siglo XXI. [2001]. Tvan Mar-
cos Poza.

5. Para la ensenanza del razonamiento con diagramas:
a) Razonamiento ldgico con diagramas de Venn. [2001]. Marfa Luisa
Martin Martin.

b) Diagramas Alfa de Peirce. [2001]. Ignacio Garcia Paredes.
¢) Tom’s world. [2000]. Tomds Rodriguez

6. Para la traduccién de légicas:

a) Traductor de Ldgicas: Modal a Multivariada. 1999. Ivdn Marcos Poza.

b) Traductor de Légicas: Dinamica a Multivariada. [2000]. Marfa Iglesias
Alonso.

¢) Traductor de Ldgicas: Multivariada a Primer Orden sin variedades.
[1999]. José Escuadra Burrieza.

d) Traductor de Légicas: Modal de Primer Orden a Multivariada y Par-
cial. [2001]. Raquel Cafio Mateos.
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Capitulo 2

Teoria de Modelos

2.1. Introduccién

La teorfa de modelos es la rama de la légica matemaética que se ocupa de
las relaciones entre los lenguajes formales y sus interpretaciones en sistemas —
0 modelos— adecuados. El esquema abstracto de la teorfa de modelos es asf:
Tenemos un lenguaje L y una clase de objetos &, que son los sistemas —
también llamados estructuras—, y entre estos dos tipos de realidades tendemos
un puente: la nocién de verdad (ver figura: 2.1).

i

“... > Jerbh o .

Figura 2.1: La verdad es el Puente
Este planteamiento, aparentemente tan simple, proporciona una gran flexi-

39
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bilidad y alcance a la teorfa de modelos.

El gran impulsor de las investigaciones en este area fue Tarski', que habiendo
precisado y definido los conceptos seménticos de verdad y consecuencia, posi-
bilité esta modernizacién y generalizacién de la seméntica que es la teorfa de
modelos. Aunque las raices estaban echadas ya y algunos de los teoremas que
ahora incluimos en ella —como el de Lowenheim-Skolem— habian sido demos-
trados tiempo ha, no se consolidé como disciplina independiente hasta los anos
cincuenta. El propio nombre de Teoria de Modelos fue utilizado por primera vez
por Tarski en 1954. Los pioneros en el estudio de esta disciplina, aparte de los
mencionados ya, fueron Godel, Henkin, A. Robinson, Vaught, Craig y Addison,
integrantes casi todos ellos —con excepcién de Godel y Robinson— del recién
creado Group in Logic and Methodology of Science de Berkeley.

Comentario 50 FEn un curso elemental de licenciatura nos ocuparemos exclusi-
vamente de la teoria de modelos de la [6gica de primer orden, pero compararemos
los resultados obtenidos con los que se conseguirian cambiando dicho lenguaje
por otro mds potente, como el de sequndo orden, o el de teoria de tipos —que
forman parte de cursos distintos—. También abordaremos temas de teoria de
modelos en los cursos dedicados a las ldgicas no cldsicas tales como la modal,
la dindmica o la multivariada. Por razones pedagdgicas he dejado fuera muchos
temas que sélo podrian tener cabida en cursos de doctorado.

2.2. Sistemas o estructuras y lenguaje

Empezaremos introduciendo la nocién de sistema, definiendo a estos como
un triplete formado por un conjunto no vacio —llamado universo— y una serie
de individuos destacados, de funciones y de relaciones definidas sobre el universo
del sistema?®

A= <A, <C17 ~-~7C7‘> 5 <f17 7fn> 5 <R1, ceey Rm>>

Algunos de estos tienen estructuras conocidas y estudiadas en matematicas; por
ejemplo, son grupos, anillos, érdenes o sistemas de Peano.

Una vez introducidos los sistemas, podemos, si asi lo deseamos, estudiarlos
sin utilizar el lenguaje formal de primer orden; entraremos entonces en el drea
conocida como Algebra Universal. Aqui se estudia tanto a ellos mismos, como
a ciertas relaciones de similitud entre ellos, tales como la de subsistema, ex-
tensién, homomorfismo y todas sus especificaciones —entre ellas, isomorfismo e
inmersién—.

De ahora en adelante, mientras no se diga lo contrario, los sistemas que
consideremos serdn

A= (A E) e (Ry)e, ) (2.1)

1En
hitp : //logicae.usal.es
tenemos una traduccién del articulo de Tarski: La concepcion semdantica de la verdad y los
fundamentos de la semdntica.
2Las definiciones de estos conceptos estan en la seccién 5.2.
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B = <B7 (8i)ier <Sj>jeJ> (2.2)

y ambos de tipo o signatura (u,d) —esto es, con el mismo nimero y grado de
funciones y de relaciones, ordenadas y clasificadas por las funciones p y 0—

Definicién 51 Decimos que A es un subsistema de B syss
1. ACB

2. Para cada 1€ I: cada funcion f; es la restriccion de g; al dominio
de A, fi=g;| A*9). Esto es, para cada X1, Xy €A

fi(Xla ...,X#(i)) = gi(Xl, ...,X#(i))

en especial, los individuos destacados, que son aqui funciones cero-arias,
coinciden

3. Para cada j € J: cada relacion, R; =S; N A%G)

Definicién 52 Una funcion H de A en B es un homomorfismo de
A en B syss

1. Para cada i €1 ycada Xi,...,X,; €A

H (fi(xl,...,xw))) =gi(H (x1),....H (Xm)))

en especial, para los individuos destacados,
H(f;) = g
2. Paracada j€J ycada Xi,..,X5;) €A

Si <x1, ...,xé(j)> €R; entonces (H (x1),...H (xé(],>)> €S,

En la figura 2.2 se ve claramente cémo las operaciones de los sistemas se
acoplan en un homomorfismo; da lo mismo operar a los elementos originales
—x e y— en el sistema A, con las funciones de éste, que operar sus imdgenes
mediante el homomorfismo —H (x) y H(y)— en el sistema B, con las suyas.

Definicién 53 Una funcion H de A en B es una inmersion de A en
B syss

1. H es inyectiva
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/

Figura 2.2: Homomorfismo es acoplamiento

2. La condicién para funciones es la misma que en el homomorfismo

8. Paracada j€J y cada X1, -y Xg(5) € A
<x1, ...,xsm> €R; syss (H(x1),...H (x,,)) €S;

Definicién 54 Una funcion H de A en B esun isomorfismo de A en
B syss

1. H es biyectiva, el resto de condiciones como en la inmersién.

Notacién 55 Usamos: = para isomorfismo, C para subsistema, C para
inmersidn y — para homomorfismo

La relacién existente entre ellas es la marcada en el esquema. La similitud
entre estructuras decrece con el sentido de las flechas.
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Comentario 56 Isomorfta es identidad de estructuras (ver figura: 2.8); mien-
tras que para ser totalmente idénticos los objetos que constituyen el universo
deberfan ser los mismos. Los sistemas A y B

A=(p({1,2}),S)

—relacién de ser un subconjunto en un conjunto de partes—

B= ({1*2!316}:/)

—relacion “ divide a ” en un conjunto dado—
los represento mediante diagramas de Hasse; esto es, dos elementos estdn rela-
ctonados cuando hay una lfnea ascendente entre ellos.

Figura 2.3: Isomorfta es identidad de estructuras

La lfnea divisoria entre dlgebra universal y teorfa de modelos es difusa. En
el libro de Chang-Keisler, sus autores establecen la ecuacién siguiente:

Teorta de Modelos = Algebra Universal + Légica

2.2.1. Lenguaje

Conforme a la definicién precedente, si queremos penetrar en el santuario
de la teorfa de modelos, necesitamos un lenguaje formal: El que emplearemos
en un curso introductorio serd el de primer orden con igualdad; lo componen
signos y filas de signos. Concretamente, en el alfabeto de nuestro lenguaje formal
tendremos signos légicos, variables, functores y relatores.
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= Signos logicos: =, A, V, —, >,V y 3 eigualdad =

= Variables: z,y, z, ...

» Constantes individuales: a,b,c,d,... € €

= Functores: fi,..., fn € 7 (pueden ser de diferentes ariedades)

N

= Relatores: Ry, ..., R, € R (pueden ser de distintos grados)

De forma simplificada indicamos que nuestro lenguaje de primer orden es:

— —
L(R,f,c)

o sencillamente, L.

Junto a los signos del lenguaje formal tendremos que explicitar cuéles son las
combinaciones licitas de signos: como se forman los términos y férmulas del len-
guaje. Las reglas de formacion de estas expresiones seréan de naturaleza recursiva

y proporcionardn un procedimiento de decisién para saber si una determinada
sucesion de signos del alfabeto, es 0 no una férmula o un término.

Definicién 57 El conjunto TERM(L), de los términos de L es el menor
conjunto que se puede generar mediante las reglas:

T1. Las variables individuales son términos.

T2. Las constantes individuales son términos.

T3. Si 71,..., T, son términos, f"T1..T, es un término.

Definicién 58 FEl conjunto FORM (L), de las férmulas de L es el menor
conjunto que se puede generar a partir de las reglas siguientes:

F1. Si 71,..., T Son términos, R"7i.. 7, es una formula (denominada
atémica).

F2. Si 71 y 7o son términos, T1 = T2 es una formula (caso particular de
formula atomica).

F3. Si A y B son férmulas, también lo son: = A, (AAB), (AVB), (A— B) y
(A~ B)

F4. Si A esuna férmula, también lo son: Vx A y dx A.

Definicién 59 Llamamos expresiones de L al conjunto formado por los
términos y las formulas de L; es decir,

EXPR(L)=TERM(L) U FORM(L)

Llamamos sentencias SENT(L) al conjunto formado por las férmulas que no
contienen variables libres; esto es, no afectadas por ningin cuantificador.

Comentario 60 Adviértase que tal y como hemos definido el conjunto de férmu-
las, como el menor conjunto que cumple las reglas F1 a F4, si un conjunto Q
las cumple, entonces FORM(L) C Q , lo que significa que todas las férmulas
estdn en dicho conjunto. De manera similar para términos. En realidad, nuestra
definicion de términos y formulas, como el menor conjunto de expresiones ge-
neradas mediante las reglas T1-T38 (resp. F1-F4), lleva incluido un principio
de induccion para términos (y formulas)
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Demostraciones por induccién semiética para todos los términos

Si queremos demostrar que todos los términos tienen una cierta propiedad
T, tenemos que demostrarlo en dos pasos:

Basico: (1) Todas las variables individuales y todas las constantes tienen
la propiedad 7.

Inductivo: (2) Si 71,...,7, tienen la propiedad 7, entonces [f"71...7,
tiene la propiedad 7.

Demostraciones por induccién semiética para todas las férmulas

Si queremos demostrar que todas las férmulas tienen la propiedad P, tene-
mos que demostrarlo en dos pasos:

Basico: (1) Todas las férmulas atémicas tienen la propiedad P.
Inductivo: (2) Si A y B tienen la propiedad P, entonces: —=A, (A A B),
(AvB),(A— B), (A< B),Vz Ay 3z A tienen la propiedad P.

Como he dicho, los objetos de nuestro lenguaje formal son signos y filas de
signos. Por otra parte los sistemas —que son los objetos matemaéticos de los que
hablamos— estdn formados por conjuntos, relaciones y funciones. En seméntica
conectamos estos dos tipos de realidades (ver figura: 2.1).

2.3. Semantica

Siguiendo a Tarski, diremos que una sentencia C es verdadera en un
sistema A —o lo que es lo mismo, que A es modelo de C (notacién:
A IF C)— si es realmente el caso que se dé¢ C' en A.

La explicacién tépica y el ejemplo paradigmaético es:

“La sentencita ‘La nieve es blanca’ es verdadera si realmente la nieve es
blanca”.

Naturalmente, no lo diremos asi, sino que precisaremos qué queremos decir
al afirmar que se “dé realmente el caso”. Para definir el valor de verdad de
una férmula fijamos previamente la interpretacién de los signos bésicos que
aparecen en ella. Sobre dicha interpretacion nos fundamentamos para hacer que
todos los términos del lenguaje denoten individuos del sistema, y que todas las
férmulas del lenguaje sean verdaderas o falsas en el mismo. Por supuesto, para
poder asignar valores de verdad a las férmulas sin variables libres necesitamos
atribuirles elementos del universo: De esta forma una interpretacién se define
como un par ordenado,

S= (A, H)

siendo
H:Var — A

La definicién inductiva del valor de verdad de una férmula la propuso Tarski,
aunque ya era entendida y usada la nocién antes de ser precisada por él, segin
dice Mostowski. La gestacion del concepto de verdad en un sistema fue larga,
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segin nos hace notar Hodges®. En un primer momento se entendfa bien el sig-
nificado de
la formula Vx(Rx — Rx) es verdadera

pero se tardé mucho mds en entender y, sobre todo en definir® y precisar, el
significado de

la formula Vryz(fxfyz = ffryz) es verdadera en un grupo
Esto es, distinguimos entre:

1. ser vélida, y escribimos
E Vaz(Rxz — Rx)

—que quiere decir, que para cada sistema A la sentencia es verdadera
en él, formalmente: A IFVa(Rz — Rx), para cada A—

2. ser verdadera en un cierto grupo G
G IFVaya(fofyz = ffryz)
Esto es, validez es verdad en todo sistema posible.
Resumen 61 Para interpretar férmulas necesitamos especificar:
1. dominio de cuantificacion

2. cémo interpretamos las constantes, los functores y los relatores del len-
quaje

3. Concepto fundamental: verdad en una estructura. (A partir de €l se define
el de consecuencia.)

Estructuras de primer orden adecuadas a un lenguaje
. . —_ — —
Sea nuestro lenguaje de primer orden, L(R, f,¢)
- .l — — —
Definicién 62 A es una estructura adecuada para L(R, f,C) syss
A= (AT FA 74

donde:

1. A #0D es el universo o dominio de la estructura.

N
Para cada relator n-ario R € R su interpretacion es: RAC A

—
Para cada functor n-ario f € f su interpretacion es: fA: A" — A

e

Para cada ¢ € € su interpretacion es: ¢* € A

3Véase el precioso articulo de Hodges, “Truth in a structure”
4No aparece hasta el articulo de Tarki y Vaugth de 1957, “Arithmetical extensions of
relational systems”, publicado en el JSL
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2.3.1. Interpretacion de L
, —_— —> — .
Las formulas de L(R, f,¢) se interpretan en una estructura
—
A= <A,7~2’A, fA,?A>
= Los designadores de L denotan individuos de A
= Las sentencias son verdaderas o falsas en A

Pero para establecer el valor de verdad de una férmula cualquiera necesita-
mos previamente asignar valores a las variables.

Definicién 63 Una asignacion es una funcion F que otorga un elemento
del universo a cada variable; es decir,

F: VAR — A

Definicién 64 Dada una asignacion cualquiera F  wuna variable x 1y un
individuo del universo de la estructura x definimos FY de la siguiente manera:

FY = (F = {{z, F(x))}) U{(z,x)}
—esto es, asigna a todas las variables lo que F les asignara, pero a x la
manda a X, independientemente de su valor en F—
Definicién 65 Una interpretacion = (A, F) es una funcion tal que
$: EXPR(L) — AU{F,V}
donde
S[TERM(L)] C A

S[FORM(L)| = {V,F}

Para términos

1. T1. Para cada variable individual x : S(x) = F(z)
2. T2. Para cada constante individual a: ¥(a) = a?

8. T3. Para cada término functorial fri..7T,

S(friemn) = fAHS(T1), s S(T0))

Para férmulas
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4. F1. Para cada férmula atémica Rry..T,

S(Rry..mn) =V syss (I(71),..., () € RA

5. F2. En especial, cuando es una igualdad,

%(’Tl :’7'2> =V SYSS %(Tl> = %(TQ)

6. F3. Los conectores reciben la interpretacion habitual

7. F4. Las formulas cuantificadas reciben la siguiente interpretacion:
Una generalizacion es verdadera cuando lo es para cada elemento del uni-
Verso
S(Vz C) =V syss para cada a€ A:S5(C)=V

Una particularizacion es verdadera cuando lo es para algin miembro del
universo

(Fz C) =V syss existe un a€ A tal que I5(C)=V

x

2.3.2. Conceptos clave

Definicién 66 Dada una interpretacion < tal que (C) =V  decimos que
S satisface a la formula C ; o también, que & es modelo de la férmula C.

Usamos la notacion I C

Definicién 67 Un conjunto de formulas T es satisfacible syss hay una
interpretacion S tal que I(G) =V para cada formula G € T —de igual

forma cuando haya una sola férmula—

Definicién 68 Una férmula C' es insatisfacible syss no es satisfacible; es
decir, no hay ninguna interpretacion < tal que I(C) =V —De manera seme-

jante, definimos T' es insatisfacible—

Definicién 69 Una férmula C es consecuencia de un conjunto de férmulas
' —y escribimos T = C'— syss todo modelo de T' lo es también de C; es decir,
toda interpretacion que hace verdadera a cada férmula de T, hace verdadera a

C

Definicién 70 Una férmula C es vdlida —y escribimos | C— syss 0 = C;
es decir, toda interpretacion hace verdadera a C

Definicién 71 Una formula C es independiente de un conjunto de féormulas
' —y escribimos I' ¥ C' — syss C no es consecuencia de I ; es decir, hay
modelos de T que no lo son de C

Definicién 72 Dos férmulas C y D son logicamente equivalentes si vy
sdlo si

CED y DEC
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Definicién 73 Dado un conjunto de sentencias T al de sus consecuencias lo
denotamos CON(T)

CON(IT)={C e SENT(L) |TEC}
= Dado un conjunto de sentencias I' la clase de sus modelos la denotamos

Mod(T)
Mod(T') ={A| AlF C, para cada C €T}

Comentario 74 Un ejercicio muy facil, pero interesante para tomar conciencia
de la dificultad de una caracterizacion categdrica de un sistema, es plantear un
juego bidireccional entre sistemas y lenguaje: en un sentido, dado un A encontrar
sentencias verdaderas en A; en el otro, desde esas sentencias verdaderas en
A hallar modelos By comparar con A.

2.3.3. Definibilidad

También se introduce el concepto de relacién y funcién definible en un sis-
tema A con un lenguaje L

Definicién 75 Sea R wuna relacion n—aria sobre el universo A del sistema
A —esto es, R C A"—. Decimos que R es definible en A con L syss
hay una formula C de L con alo sumo x1,...,x, libres, tal que:

R ={(x1,....xn) € Ay | A [x1/21..% /2] IF C}

Notacion 76 Cuando sabemos que las variables libres de una féormula estan
en el conjunto {x1,...,x,} y tomamos una interpretacion H en la que les
asignamos los valores Xi,...,X, € A entonces en vez de

S = (A, H)

escribimos

A[Xl/ml...xn/xn]

En verdad el valor que H asigne a las variables ligadas es irrelevante, esto se
. . L . [
suele demostrar en primer orden como metateorema sintdctico’.

Las relaciones definibles —en un sistema 4 con un lenguaje L— estdn a
medio camino entre las relaciones Ry, ...,R,, presentes en la estructura

./4 = <A7 <Cl, veny Cr> , <f1, ceey fn> ; <R1, ceey Rm>>

que tienen nombre propio en el lenguaje L y las que simplemente existen en
virtud de la propiedad escasamente descriptiva de ser un subconjunto de AS.

5Se le suele denominar principio de coincidencia; la demostracién detallada de dicho me-
tateorema puede consultarse en [21], pagina 94.

6Este hecho, tiene enormes repercusiones en la 16gica de segundo orden: cuando restrin-
gimos el universo de cuantificacién a los subconjuntos y relaciones definibles del universo de
individuos, obtenemos un teorema de completud, como veremos con detalle en la seccién 10.6.
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Estd claro que con un lenguaje numerable en una estructura de universo
infinito numerable; por ejemplo, en la de los nimeros naturales,

N: <N,O,S,+,',S>

la mayorfa de los subconjuntos de N no son definibles ya que p(N) es super-
numerable —su cardinalidad es N;— y sélo tenemos un conjunto numerable
de férmulas para definirlos —esto es, el conjunto de férmulas es de cardinali-
dad Ng—. Esto hace que pese a que la induccion aritmética sea un esquema
axiomatico en primer orden; esto es, una coleccién infinita de axiomas de la
forma ‘ o

B (E) AVz(B — B (?)) . Vz B

tenga menos poder expresivo que la férmula de segundo orden correspondiente
VX (XcAVe( Xz — Xox) — Vo Xx)

porque en el primer caso sélo podemos referirnos a los subconjuntos definibles
mediante férmulas y en el segundo a todos. La verdad es que esto no presentaria
mayor problema si el conjunto que nos interesara fuera definible en cualquier
modelo M de la teoria de los naturales, pero no es asi. La razén es que el
conjunto de los denominados niumeros estdndar

N(M) = {M(c), M(oc), M(coc), ...}

no es definible en una estructura cualquiera, como se verd luego, pudiéndose
incluso demostrar el siguiente teorema:

Teorema 77 Sea A wun modelo de primer orden de AP. Entonces A es

estandar syss el conjunto de los nimeros estindar N(A) es definible en A.

Donde
YV ¢ # ox

Vay(ox = oy — x =1y)
Vrxz+c=x

1
AP = Vay @+ oy = oz + ) U {Induc(B) | B€ FORM(L)}
Vrz-c=c
Vaey x-oy=(z-y)+x
Siendo

Induc(B) := B(c) AVz(B(z) — B(oz)) — Vz Bx

Se podria pensar que, pese a lo dicho, la mayor parte de las relaciones que
nos interesan son definibles porque nuestra descripcion intuitiva de las mismas
puede fdcilmente convertirse en definicién. Ademds, es un hecho que todas las
relaciones decidibles son definibles. Sin embargo, no es asi: hay descripciones
que no se pueden plasmar en definiciones.

Un ejemplo de conjunto no definible es el de los nimeros de Godel de las
sentencias verdaderas en N7.

Otro ejemplo més simple de relacién no definible, que pasamos a exponer a
continuacion, nos lo sugiere la prueba diagonal de Cantor.

7Se verd con detalle en la seccién 3.7 del préximo capitulo.
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Ejemplo 78 Sean Xi,...,X,,... los subconjuntos definibles de N y sea
Y ={n|n¢Xn}

Obviamente Y no puede ser definible, pues si lo fuera Y = X,, para algin
m, de donde se seguirfa la contradiccidn

meY syss m¢X,, (=Y)

Las relaciones sobre los naturales definibles en N se denominan relaciones
aritméticas® y un problema que se plantea con frecuencia es el de determinar
en qt;é medida lo son porque aunque todas sean definibles, unas lo son mds que
otras”.

Hay una gran asimetrfa entre mostrar que una relacién es definible y probar
que no lo es. En el primer caso basta con producir la férmula que la defina; en
el segundo usamos un corolario del Teorema de isomorffa que afirma que los
automorfismos mantienen dentro de la relacién a todos sus elementos, si esta es
definible (ver figura: 2.4).

g
>

A v

Figura 2.4: Definibilidad e Isomorfta

Teorema 79 (de isomorfia) Sean A y B dos sistemas isomorfos, A = B
y sea H el isomorfismo. Para cada C € FORM(L), x3,...,Xn € A

Alx1/z1..Xn/2Tn) IF C syss B[H(x1)/z1...H(Xn)/za) IF C

8Se versn en la seccién 3.9 del capftulo 3.
9Como la igualdad en la Granja de Orwell.
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Corolario 80 Si H es un automorfismo sobre A y R es definible en A,
entonces, para cada Xi,...,Xp € A

(X1,..yXn) €ER syss (H(x1),..,H(xn)) € R

(Se ve de forma mas grifica en la figura 2./.)
Corolario 81 El conjunto de los niumeros naturales N no es definible en
Re =R, <)
Demostracion. Supongamos que lo fuera, y que la férmula C  lo definiera
N={xeR|R[x]IFC}
Un automorfismo sobre R. es una funcion creciente; es decir, tal que
st x <y entonces H(x) < H (y).

La funcién asi definida H (x) = 2% lo es. De acuerdo con el corolario anterior
deberia cumplirse
x€eN syss H(x)eN

Pero 5 = (\3/5)3 e N mientras /5 ¢ N. Esto es, la funcion H manda a
N elementos de R que no son de N. B

2.3.4. Relacién entre sistemas usando L

Cuando ya contamos con el lenguaje formal de primer orden, podemos hablar
en él sobre clases de sistemas, y podemos también relacionar a los mismos en
funcién de lo que de ellos podemos decir en el lenguaje de primer orden —que no
lo es todo—. Nacen asf las relaciones entre sistemas de: equivalencia elemental,
subsistema elemental e inmersion elemental.

Sean A y B sistemas similares.

Definicién 82 Si A y B son del mismo tipo y L es el lenguaje adecuado
para hablar de ambos, decimos que A es elementalmente equivalente a B
si para cada sentencia C':

Si A es modelo de C entonces B es modelo de C

Definicién 83 Si A y B son del mismo tipo y L es el lenguaje adecuado
para hablar de ambos, decimos que A es subsistema elemental de B si:

1. AL B; es decir, es un subsistema suyo
2. Para cada asignacion F y para cada férmula C' :

S=(A,F) esmodelo de C syss S* = (B,F) esmodelo de C
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Definicién 84 Si A y B son del mismo tipo y L es el lenguaje adecuado
para hablar de ambos, decimos que H es una inmersion elemental de A en
B syss:

1. H es una inmersion de A en B
2. Para cada cada formula C{x1,...,z,) y cada Xi,....,X, € A

Alx1,..0xp] IFC syss Bxy,...,x,] IFC

Comentario 85 De manera que para relacionar sistemas existen fundamental-
mente dos modos:

1. Al margen del lenguaje formal

2. A través de él

Como idea general vale la siguiente: las relaciones entre sistemas a veces
no pueden ser captadas en toda su profundidad por el lenguaje de primer
orden. Por ejemplo, mientras que si dos sistemas son isomorfos, también
son elementalmente equivalentes, no vale el reciproco. Es decir, hay siste-
mas indistinguibles en el lenguaje de primer orden —esto es, que satisfacen
las mismas sentencias— que no son iguales, ni tan siquiera isomorfos. La
dependencia entre ellas es la marcada en el esquema siguiente.

Notacién 86 Usamos: = para equivalencia elemental, < para subsistema
elemental y < para inmersién elemental.

A=B
/ N
A=B 1 A=B
A<B

La demostracién de que isomorfia implica equivalencia elemental es sencilla,
pero json isomorfos todos los sistemas elementalmente equivalentes? Demos-
traremos que no en el teorema 106, al definir un sistema no isomorfo pero
elementalmente equivalente a N

¢ Qué teoremas demostramos en teoria de modelos?

Los teoremas de completud, compacidad y Léwenheim-Skolem son bastante
caracteristicos y de ellos se derivan consecuencias de mucho calado, como a
continuacién veremos.

2.4. Completud y algunas de sus consecuencias

2.4.1. Completud del cédlculo

Hemos visto que para hablar de un sistema o estructura —o de una clase
de ellos— es conveniente introducir un lenguaje légico adecuado, cuyas férmu-
las nos sirvan para describir a las entidades matematicas que estudiamos. Cada
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interpretacién selecciona del conjunto de todas las férmulas a las sentencias
verdaderas en ella (ver figura: 2.5), que constituyen lo que mds adelante deno-
minaremos teorfa de una estructura, y que en general son distintas para cada
una.

Mserbe o la sAENIZ

Figura 2.5: Cada interpretacién selecciona una teoria

Sin embargo, todas las teorfas tienen un micleo comiin (ver figura: 2.6), el
de las férmulas vélidas, VAL.

Por ser verdaderas en toda estructura estas sentencias no describen ninguna
en particular, sino aquello que es comun a todas ellas.

¢ Caracterizan algo?

La respuesta es que sf, que describen a la propia légica. Por consiguiente, si
logramos generarlas con facilidad habremos captado la esencia de la légica, su
perfume —en el sentido bérbaro y radical de Siiskind—. Sin embargo aunque
contamos con la nocién seméntica de verdad es frecuentemente muy dificil el
establecerla apelando simplemente a las condiciones de la definicién. Mucho més
diffcil todavia lo es el determinar si una férmula es consecuencia de un conjunto
de ellas, para lo que en principio serfa necesario una comprobacién sistema a
sistema.

Por fortuna hay otro modo de establecer el valor de verdad de una férmula y
de determinar si es consecuencia de otras que no es la mera verificacién directa
de sus especificaciones seménticas, se trata de inferir o deducir la férmula en
un célculo deductivo utilizando las otras férmulas como hipétesis; esto es, de
establecer una cadena de razonamiento entre premisas y conclusién. De hecho,
esta forma de definir el concepto de consecuencia es incluso méds adecuada, ya
que refleja el cardcter discursivo del razonamiento. Si el cdlculo deductivo nos
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Figura 2.6: Nicleo comin

va a resultar 1til es porque nos ayudard a no equivocarnos; no nos conducird
de hipétesis verdaderas a conclusiones falsas: serd un cdlculo correcto. Ademis
sus reglas permitirdn obtener como teoremas a todas las consecuencias de un
conjunto dado de hipétesis; esto es, serd de aplicabilidad general, lo que deno-
minamos un cdlculo completo®.

El problema de la completud lo plantearon inicialmente Post y Hilbert, pero
no fue resuelto hasta 1930 por Godel. La prueba que a continuacién comentaré
es la de Henkin de 1949. La ventaja de ésta es que es m4s sencilla y versétil que
la original de Godel, prestdndose a extensiones y modificaciones para adaptarse
a otros sistemas 16gicos, incluso a lenguajes de orden superior!!.

El teorema de completud, junto con el de correccién, establecen la equiva-
lencia entre la nocién sintéctica y la seméntica de consecuencia, para un cierto
lenguaje. Podemos plantear la cuestién asf: la nocién seméntica de verdad sirve
para seleccionar del conjunto de todas las sentencias de un cierto lenguaje, a
las que son verdaderas en todos los sistemas —a las que llamamos férmulas
l6gicamente vélidas, VAL—. Por otra parte, a nuestro lenguaje formal —de
naturaleza puramente sintéctica— podemos incorporarle un célculo deductivo.
Dicho célculo permitird deducir unas férmulas de otras, y nos servird para gene-
rar el conjunto de las sentencias del lenguaje que se pueden deducir sin premisas

10Hay quienes prefieren llamar a esto suficiencia y reservar el vocablo completud para teo-
rfas. Prefiero no tomar este tipo de decisiones, que aunque pudieran estar motivadas terminan
generando ain més caos terminolégico.

11 Es curioso que la prueba de Henkin de completud de la teorfa de tipos —para modelos
generales—, precediera a su prueba de completud del cdlculo de primer orden. Véase la prueba
de completud de la légica de segundo orden en la seccién 10.6.
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en el célculo, a las que llamamos teoremas légicos (TEQ) (ver figura: 2.7)

»,

Wk

pN-—j24I@

/zl

C&-LJLO TEO

Figura 2.7: Dos métodos de seleccion

¢ Coinciden esos conjuntos?

Demostrar que VAL C TEO es el objetivo del teorema de completud, que
TEO C VAL lo es del de correcién. Para cédlculos correctos y completos el
diagrama aparece asf (ver figura: 2.8):

Célculo deductivo

El cédlculo deductivo que introduzco a continuacién es de secuentes, pero no
es e] original de Gentzen!?, sino una modificacién; es el que utilizo en mi libro de
Teorta de Modelos. La razén principal de haber escogido uno de esta clase es que
la prueba de correcién es inmediata, a diferencia de lo que sucede en los célculos
de deduccién natural, mientras que las demostraciones en él son relativamente
sencillas, a diferencia de lo que sucede en los axiomé&ticos'®.

1. Regla de introduccién de hipétesis (IH)

T4 Siempre que AeTl

2. Regla de monotonfa (M)

r41A4
44’
2Que se puede consultar en la secci6n 4.5
13De todo esto hablaremos extensamente en el capftulo 4.

siempre que I' C I'™
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\

it m?; /////////

Figura 2.8: Célculo correcto y completo

3. Regla de prueba por casos (PC)

rA{B
r-A-B

I' iB
4. Regla de no contradiccién (NC)
r-A-B
r-A-4-B
r 44

5. Regla de introduccién de la disyuncién en el antecedente (7DA)

'A4B
rc-4B

rAvCc-HB
6. Reglas de introduccién de la disyuncién en la conclusién (IDC)

r-4 r-c¢
r14Avc ° TH4vC

7. Regla de introduccién del particularizador en el antecedente (IPA)

P,A(g) 4B
T,3z2 A4B

B si la variable no estd libre en ninguna de las férmulas

57
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8. Regla de introduccién del particularizador en la conclusién (IPC)

r—44 (%)
43z A
9. Regla de reflexividad de la identidad (RI)

dr=r7

10. Regla de sustitucién de iguales (iSI)

HA(g)
FTZT*"A(%)

Estas reglas estan definidas para un lenguaje que tiene tan sélo disyuncion,
negacion y particularizacién como conectores bdsicos y particularizacién como
cuantificador, puede extenderse con reglas derivadas'? de manera que las haya
para cada conector y cuantificador, o convertir las férmulas a las que utilizan
este lenguaje econémico.

Al crear un calculo deductivo lo que se pretende es que sus reglas sean capaces
de generar a todas las férmulas 16gicamente vilidas (V AL), pero sélo a ellas. Los
teoremas de completud (VAL C TEO) y de correcciéon (T'EO C VAL) nos
aseguran que el objetivo se ha cubierto, y que el conjunto de los teoremas légicos
coincide con el de las férmulas 16gicamente vilidas.

De hecho, nosotros demostraremos algo mas fuerte —el denominado teorema
de completud fuerte, o teorema de completud para consecuencia— que establece
que siempre que una férmula sea consecuencia de un conjunto de férmulas —
conjunto que puede ser infinito—, también serd demostrable a partir de ellas
con las reglas del célculo.

Teorema 87 (completud fuerte) T'F A = T'F A
Teorema 88 (correccion) TEA < T'+ A
Teorema 89 (equivalencia) TE A < T'F A
Teorema 90 (completud débil) F A = F A
Teorema 91 (correccion) F A <—F A
Teorema 92 (equivalencia) F A <—=F A
Son parte importante de la demostracién los siguientes resultados:

Teorema 93 (de Henkin): Si I' C FORM(L) es consistente, entonces tiene
un modelo de universo numerable.

14Pyede consultarse [21], paginas 110 a 114.
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Lema 94 (de Lindenbaum): Si T' C FORM (L) es consistente y tiene sélo un
conjunto finito de variables libres, entonces hay un T'* mdzimamente consis-
tente y ejemplificado tal que T CT* C FORM(L)

Lema 95 (Henkin): Si T es mdzimamente consistente y ejemplificado, en-
tonces tiene un modelo de universo numerable.

Corolario 96 Si I' C FORM (L) es consistente y tiene sdlo un conjunto finito
de variables libres, entonces T tieme un modelo de universo numerable.

Lema 97 Si ' C FORM(L) es consistente y si T es un conjunto de sen-
tencias que resulta de sustituir en las formulas de T' las variables libres por
constantes nuevas y si I tiene un modelo de universo numerable, entonces
' también.

Antes de demostrar el teorema de completud es importante entender la es-
trategia de demostracién (ver esquema), cémo se articulan los diversos lemas
que lo componen. Lo primero que hacemos es comprobar que el teorema de
Henkin es condicién suficiente del de completud de Goédel, evidencidndose que
lo realmente importante es demostrar que si un conjunto es consistente, enton-
ces tiene un modelo y consecuentemente, centrar el interés en la construccién
del mismo. Visto esto, no es dificil entender el resto del entramado de la prueba
ya que el teorema de Henkin se sigue del corolario en cuanto encontremos la
manera de prescindir de la condicién de que las variables libres constituyan un
conjunto finito'®. A su vez, el corolario se sigue de los lemas de Lindenbaum y
del de Henkin de forma obvia.

—> Teorema de Henkin
Teorema de Godel

Corolario
Lema de Lindenlau

I_ { Lema de Henkin

Corolario
/{ Lema V
Teorema de compacidad
Teorema de Lownheim-Skolem

Teorema 98 Teorema de Henkin = Teorema de Gddel
Demostracion. Si T'E A entonces T'U{—-A} es insatisfacible. Entonces
T'U{—=A} es inconsistente, por el teorema de Henkin. En este caso es facil
demostrar que T'H A —pues sabemos que T U{-A} F A; usaremos las reglas
de IH yde PC— m

15Esta complicacién es necesaria cuando se quiere que el teorema valga no sélo para senten-

cias, sino también para férmulas abiertas. Asi lo demuestro en mi libro de Teoria de Modelos,
péginas 120 a 137.
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Para demostrar el lema de Lindenbaum lo que hago es ordenar la férmu-
las del lenguaje y construir inductivamente una cadena infinita de conjuntos
consistentes y ejemplificados; algo fundamental, pues sobre dicha ordenacién se
basa la construccién de la cadena cuya gran unién es méximamente consistente;
estdn todos los posibles, los que no lo convierten en contradictorio y el test de
consistencia se va haciendo férmula a férmula.

Teorema 99 (Lindenbaum). Todo conjunto consistente T cuyo conjunto de
variables libres sea finito, puede extenderse a uno mdzrimamente consistente y
ejemplificado A

Demostracion. Sea T un conjunto consistente y sea Bi,...,B,,... una
enumeracion de FORM (L)

Definimos:

Ag=T

A, si A, U{B,} es contradictorio

A A, UB, sies consistente y B, mno es una particularizacion
n+1 —
A, U {Bn, C (%)} , 8i es comsistente, pero una particularizacion
y la variable es nueva

Hagamos A =J,50Ax
Utilizando la construccion vemos que:

1. TCA

2. A, es consistente, para cada n >0

3. A es mdzimamente consistente; esto es, para cada B € FORM(L): B €
A o =B e A (no ambos)

4. A es ejemplificado ®

A continuacién se demuestra el lema de Henkin, que dice que todo conjunto
méximamente consistente tiene un modelo. La idea es justamente la de cons-
truir el que las férmulas estdn describiendo y el “quid” de la cuestién estd en
que los conjuntos maximamente consistentes lo hacen con grandisimo detalle,
proporciondandonos algo asi como las tablas de las funciones y relaciones del
modelo.

& Qué individuos constituyen el universo?

Sabemos que la naturaleza de los objetos que forman el universo de una
estructura es irrelevante —esta filosofia se desprende del teorema de isomorfia,
pero en un sentido més general es lo que caracteriza a la légica, que se ocupa de
la forma, no tanto del contenido—, por lo que no planteamos ninguna objecién
a tomar como individuos a los propios términos del lenguaje. En una primera
aproximacion construimos

B= <TERM(L), (8i)icr - <Sj>j€J>
donde:
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1. Su universo es el conjunto de los términos del lenguaje

2. Para cada functor del lenguaje f; : gi(71,...,Tui)) = fiT1..T ), Ppara
cada Ty,...,7,4) € TERM(L)

3. Para cada relator del lenguaje R; :
<71, ...,Tu(z-)> €8S; syss RjT1..Tu4) €A
para cada T1,...,7,) € TERM(L).

Este sistema servirfa para un lenguaje sin igualdad, pero si la hubiera, habria
que hacerla coincidir con lo que al respecto estipule nuestro ordculo A. Para
ello se establece una relacién de equivalencia —la de ser “iguales a los ojos de
A”7— vy en vez de tomar como universo el de los términos, tomamos el cociente;
esto es, los elementos no son términos sino clases de términos.

Lo que queda por ver de esta prueba son pequenas comprobaciones, normal-
mente nada cortas e inductivas.

Comentario 100 Puesto que el cdlculo es de naturaleza finita —es decir , es
una sucesion finita de lineas obtenidas conforme a ciertas reglas—, la completud
fuerte nos informa de que el problema es siempre reducible a un conjunto finito
de hipdtesis —las que de hecho se han usado—. FEsta simple observacion estd
en la base de la demostracion del teorema de compacidad como corolario de
completud.

2.4.2. Teoremas de Lowenheim-Skolem

Estos teoremas hablan del tamano de los modelos. El m&s antiguo es el
de Lowenheim (1915) que dice que si una sentencia tiene un modelo infinito,
entonces tendrd uno numerable.

Teorema 101 Si B tiene un modelo, entonces B tiene un modelo numerable

Nosotros podemos obtener versiones méds potentes de este teorema; a saber,
su extension a conjuntos cualesquiera de férmulas

Teorema 102 Si I' tiene un modelo, entonces I' tiene un modelo numerable
y también las versiones upward y downward

Teorema 103 (downward) Si I' escrita en un lenguage de cardinalidad x tiene
un modelo , entonces T tiene un modelo de cardinalidad < Kk

Teorema 104 (upward) Si I' escrita en un lenguaje de cardinalidad % tiene
un modelo infinito, entonces T tiene un modelo de cardinalidad X\, para
cada N> K
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Paradoja de Skolem

Todos estos teoremas nos informan de la incapacidad de la légica de primer
orden para distinguir entre cardinalidades infinitas; por ejemplo la de los natu-
rales y la de los reales. Al considerar este hecho surge de inmediato la llamada
paradoja de Skolem: Utilizando un lenguaje numerable se puede formalizar una
teoria, que incluye a los nimeros reales, en la que la sentencia que afirma que los
reales no son numerables es un teorema. Un modelo cualquiera de dicha teoria
satisfard la mencionada sentencia. No obstante, por Léwenheim-Skolem sabemos
que si dicha teoria tiene un modelo de cualquier cardinalidad, tendrd también
uno numerable. Aqui estd lo sorprendente: que la sentencia que afirma que los
reales no son numerables pueda ser verdadera en un modelo de universo nume-
rable. La paradoja no llega a ser contradiccién porque, aunque la sentencia que
afirma que los reales no son numerables sea verdadera en un modelo numerable,
lo tnico que implica es que en dicho modelo no hay ninguna funcién biyectiva
de los reales en los naturales —pues esto es lo que significa ser numerable—.
Los elementos del modelo que representen a los reales pueden ser numerables;
la funcién biyectiva estard fuera del modelo.

2.4.3. Teorema de compacidad

Utilizando la condicién de finitud de la deducibilidad, a partir del teorema
de completud demostramos el de compacidad como un corolario sencillo. En
verdad, algo mds es cierto

Completud Débil
Completud fuerte <= +
Compacidad

El teorema de compacidad afirma que un conjunto A de sentencias tiene
un modelo si y sélo si cada subconjunto finito de A lo tiene.

Teorema 105 A tiene un modelo syss para cada T' C A tal que T es finito,
entonces T tiene un modelo.

Fue inicialmente demostrado por Godel (1930) como corolario del teorema
de completud. Cabe destacar que el enunciado del teorema de compacidad es
de naturaleza puramente seméntica, y uno tiene la intuicién de que puede ser
resuelto sin apelar a la nocién de deducibilidad: combinando de algin modo
los modelos de los conjuntos finitos para construir el modelo del infinito. Esta
intuicién es correcta y, de hecho, se puede demostrar compacidad utilizando la
nocién booleana de ultrafiltro —filtro maximal—, y construyendo como modelo
del conjunto infinito el ultraproducto.

Nosotros demostramos primero el teorema de completud siguiendo la prueba
de Henkin —es decir, construyendo un modelo a partir de constantes— y de-
mostraremos compacidad como corolario de completud. También, para fami-
liarizarnos con otras construcciones de modelos, de un cardcter genuinamente
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algebraico, demostraremos el teorema de Lo$ y lo utilizaremos para demostrar
nuevamente compacidad. De hecho, hay muchos caminos para llegar al teorema
de compacidad!®.

No hay muchas formas distintas de construir modelos, aparte de las mencio-
nadas, y a veces —por ejemplo, en el libro de Chang-Keisler—, se ha utilizado el
procedimiento de construccién como criterio unificador para ordenar y exponer
la variedad de resultados conocidos en teoria de modelos. Esta es también la
idea que aglutina el libro de Hodges [16], en el que para la creacién de modelos
se usa la teoria de juegos.

He comentado algunos de los teoremas méds famosos y antiguos de nuestra
disciplina, todos formulados y demostrados antes de los anos 50. ;Qué se hizo
después?

2.5. Teorias

Tal vez el cambio mds importante se produce cuando nuestro interés se centra
en ciertos conjuntos de sentencias que constituyen una teorfa. Esto es, conjuntos
cerrados bajo la relacién de deducibilidad o, lo que es lo mismo en primer orden,
cerrados bajo la relacién seméntica de consecuencia.

Con las teorfas tenemos de salida un problema de dimensién ya que el con-
junto de sus sentencias es siempre infinito —pues todos los teoremas légicos son
sentencias de cualquier teoria—.

¢ Como presentar pues una teoria, como describir un conjunto infinito?

Hay casos en los que la teoria que nos interesa es lo que veces se denomina
teorfa de un sistema, o de una clase de sistemas.

Teoria de un sistema

Es decir, tenemos un sistema —por ejemplo N el de los niimeros naturales
con las operaciones aritméticas usuales— y queremos estudiar el conjunto de
todas las sentencias verdaderas en A. En estos casos, la descripcién que hace-
mos de la teorfa es sencillamente esa, sentencias de primer orden verdaderas en
nuestro sistema.

Th(N) = {C € SENT(L) | N IF C}

De forma semejante, cuando se trata de una clase de sistemas.

Teoria axiomatica

En otras ocasiones, més felices, para describir una teoria podemos utilizar
un conjunto decidible de sentencias, a las que llamamos axiomas, y considerar
que las sentencias de nuestra teorfa son sus consecuencias légicas. La primera
pregunta que se nos plantea es, jse pueden representar axiomdticamente todas
las teorias? La respuesta es que no. Hay teorias que no pueden ser generadas

16Hodges cree que empieces por donde empieces, si te afanas con tesén, lo demostraras.
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por ningun conjunto decidible de axiomas, aunque se admitan conjuntos infinitos
(pero decidibles) de axiomas.

Teorias axiomatizables

Veamos algunos ejemplos: las teorfas de grupos, anillos, cuerpos, reticulos,
y dlgebras de Boole son axiomatizables, y lo que es méds, lo son mediante un
conjunto finito de axiomas. Las teorias de los cuerpos de caracteristica cero,
o la aritmética de Peano de primer orden —es decir, las consecuencias de los
axiomas de Peano de primer orden— son axiomatizables, pero no finitamente.

Teorias no axiomatizables

Sin embargo, la teorfa de los nimeros naturales —es decir, las sentencias de
primer orden verdaderas en el sistema A — no es axiomatizable.

s Qué es lo que sucede entonces con los nimeros naturales?

7

Sencillamente, que la aritmética de Peano'” es un subconjunto propio de la

teoria de los nimeros naturales; es decir,

{C € SENT(L) | AP' - C} C Th(N)

Hay una gran diferencia entre probar que una teorfa es axiomatizable y
demostrar que no lo es. En el primer caso basta con dar sus axiomas, mientras
que en el segundo tenemos que demostrar que no puede haberlos; para hacer
esto ultimo usamos frecuentemente el teorema de compacidad. Dedico en mi
libro [21] un capitulo completo a demostrar las consecuencias del teorema de
compacidad, siguiendo este esquema:

17Los axiomas los dimos en el teorema 77
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= { I' tiene un modelo syss

— COMPACIDAD cada subconjunto finito suyo lo tiene

¥

LEMA

v

COROLARIO {La finitud no es axiomatizable

I' tiene modelos finitos arbitrariamente grandes,
entonces tiene uno infinito

EMA R = Mod(T") finitamente axiomatizable,
ﬁ‘ lo es por A CT, finito

=7 LEMA

V 7

COROLARIO {La infinitud es axiomatizable, no finitamente

K finitamente axiomatizable syss
Ry M — K axiomatizables

Aritmética no estandar: Hay modelos de Th(N)
—AEOREMA { no isomorfos a A
VTEOREMA {Las inmersiones elementales son amalgamables

Si T admite eliminacién de cuantificadores,
l) TEOREMA entonces la clase R de todos los subsistemas
de modelos de T es amalgamable

En particular, vemos que no es axiomatizable la propiedad de finitud, y
que la infinitud sélo es axiomatizable con infinitos axiomas. Esta caracteristica
distingue a la l6gica de primer orden de otras més potentes expresivamente,
como la de segundo orden o la de tipos: de hecho un test de compacidad consiste
en ver si la infinitud es finitamente axiomatizable.

2.5.1. Modelos no estandar

Como consecuencia directa del teorema de compacidad obtenemos el si-
guiente resultado:

Teorema 106 Sea N = (N,0,s,+,-,<) el sistema de los naturales, tal y como
lo conocemos intuitivamente. Hay un sistema M que es modelo de Th(N') pero
que no es isomorfo a N.

Demostracion. Sea L el lenguaje adecuado para hablar de Ny ariaddmosle
una nueva constante k. Y sea

Y =Th(N)U {Cn | C,, == =k = 0...o¢, para cada n}

Se demuestra que cada subconjunto finito de Y tiene un modelo y por compaci-
dad que también lo tendrd el total. De este modelo se extrae el M mencionado. El


Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Nota
Accepted definida por Administrador

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea


66 CAPITULO 2. TEORIA DE MODELOS

modelo no es estdndar porque aparecerdn una serie de elementos gque no son ni
cero, ni sus siguientes, constituyendo lo que se denominan Z—cadenas (ver
figura:2.9) , por su semejanza con los enteros. m
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Figura 2.9: Z—cadenas

La existencia de modelos no estdndar para la aritmética habfa sido descu-
bierta por Skolem en los afios treinta, pero durante mucho tiempo no se les presté
demasiada atencién. De hecho, hasta 1949 fueron utilizados como contraejem-
plos patoldgicos. En esta fecha Henkin demostré la completud de la teorfa de
tipos usando modelos no estdndar e invirtiendo su consideracién. Aunque el
sentido de no-estdndar en primero y segundo orden no es el mismo, conviene
saber que estdn relacionados, como se verd en la seccién 10.7; en primer orden
no estandar significa no isomorfo al modelo pretendido —aquf, no isomorfo a
N—, en el segundo, que utiliza una nueva seméntica en donde los universos
de la estructura no contienen necesariamente a todos los subconjuntos posibles.
Pues bien, al final de su articulo “Completeness in the theory of types” Henkin
construye un modelo de la aritmética de Peano doblemente no estdndar.

En la década de los cincuenta el estudio de los modelos no estdndar se con-
virtié en una especie de moda y en el Simposio de matemdticas de Varsovia de
1959 se presentaron varios articulos sobre el tema, uno de ellos de Robinson.
Las investigaciones se centraban en los modelos de la aritmética y el objetivo
de las mismas no era el de las propiedades matemadticas de los mimeros sino
el de las propiedades metamatem4ticas de los lenguajes formales y los célculos
deductivos. El anélisis no estdndar lo inventé Robinson en el otofio de 1960. En
el prefacio de su libro Non-standard analysis afirma que pensé que los conceptos
y métodos de la légica matemética podrfan proporcionar un marco adecuado
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para desarrollar el cilculo diferencial e integral por medio de mimeros infini-
tamente grandes e infinitamente pequenos. Este cdlculo habia sido descrito en
esos mismos términos en el siglo XVII por Leibniz y Newton, usando cantidades
infinitamente pequenas pero distintas de cero. Durante el siglo XVIII se desarro-
116 1a técnica del cdlculo y se consolidé en el XIX, ya sin infinitesimales. Pero,
como dije, en el ano 1960 se cred el andlisis no estdndar en el que reaparecen
los infinitesimales, ahora con todo el rigor y precision exigido por los estdndares
modernos. La idea clave es la de poder aprovechar los modelos no estdndar de
los reales.

¢ Tiene alguna ventaja el andlisis no estandar frente al estdndar, aparte del
histérico-sentimental de resucitar los infinitesimales de Leibniz?

Hay que decir que el andlisis no estdndar, a diferencia de la aritmética no es-
tandar se utiliza no sélo en metamatemadtica, sino también en matemadticas.
Concretamente Robinson y Berstein lo usaron para solucionar un problema
abierto sobre espacios de Hilbert. No obstante, toda prueba realizada en analisis
no estandar puede sustituirse por una estdndar, aunque las primeras son méis
intuitivas y menos artificiosas, dicen los expertos. Por consiguiente, el elegir
andlisis no estdndar o no hacerlo es cuestiéon de gusto, no de necesidad.

Quien se puso decididamente a favor de él fue Godel, pronosticando que seria
el andlisis del futuro. Dijo también que los historiadores de la matematica que
nos sucedan considerardn una gran estupidez el no haber sabido dar, 300 anos
antes el salto de los reales a los infinitesimales, siendo asi que es tan natural
como el dado para pasar de los naturales a los enteros, o de éstos a los racionales
o de los racionales a los reales. Aunque Godel exageraba, nadie duda hoy en
considerar que el andlisis no estdndar es uno de los mayores inventos de la 16gica
matemadtica en la segunda mitad del siglo XX y una agradable consecuencia de
los teoremas de compacidad y Lowenheim-Skolem.

2.5.2. Teorias completas

Otra importante propiedad relacionada con la de axiomatizabilidad, que no
todas las teorfas comparten, es la de completud. Una teorfa es completa si para
cada sentencia B del lenguaje, o ella, o su negacién es deducible en la teorfa.

Definicién 107 A es completa syss para cada B€ A: A+B o A+-B

Por supuesto, si definimos a una teoria semanticamente, como el conjunto
de las sentencias verdaderas en un cierto sistema, no tiene sentido preguntarse
si dicha teorfa es completa: jNaturalmente que sil, en un sistema una sentencia
cualquiera es o verdadera, o falsa. Sin embargo, no todas las teorias se presentan
de este modo, y nos interesa poder caracterizar a una teoria completa mediante
procedimiento no sintdcticos. La primera cuestién que se puede demostrar es
que la completud de una teorfa equivale a que sean elementalmente equivalentes
todos sus modelos; es decir, que satisfagan simultdneamente las mismas senten-
cias. Sabemos que equivalencia elemental e isomorfia estédn relacionados pues lo
segundo implica lo primero.
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Completud de una légica versus completud de una teoria

El concepto de completud de una teoria estd muy estrechamente vinculado
al de equivalencia elemental y al de decisién. En particular, si A es una
teoria completa la clase de sus modelos estd bastante bien definida ya que dos
cualesquiera son elementalmente equivalentes. Tal y como se ha definido este
concepto, es una propiedad sintdctica, relacionada con el cdlculo y sus reglas;
la de ser maximal, estar al completo. Por otra parte, la completud del célculo
significa la equivalencia entre la nocién sintdctica y semédntica de consecuencia.
Hay quienes prefieren reservar la palabra completud para teorias y usar en los
célculos suficiencia. Yo prefiero mantener el vocablo completud en ambos casos,
porque son formulaciones de un mismo problema, al menos en su génesis. Me
explicaré mejor.

Normalmente estamos interesados en un sistema o en una clase de sistemas —
por ejemplo, N' 0 &— y en un lenguaje apropiado proponemos un conjunto de
axiomas A que cifre las caracteristicas del sistema o de la clase. Por descontado,
en A ponemos sélo sentencias verdaderas en los sistemas considerados, pero
sestan todas las precisas?

En el primer caso, sse cumple que si N I+ B entonces A+ B?

En el segundo, sse verifica que si B I B para cada B € & entonces
A+ B?

Cuando la respuesta es afirmativa podemos decir que A es completo respecto
del modelo N en el primer caso, o que lo es respecto de la clase & en el
segundo.

Suponed que nuestra clase de sistemas es tan amplia que incluye a todos
los de un cierto tipo (u,d). Una sentencia verdadera en todos ellos es lo que
llamamos férmula vélida y preguntarnos si el conjunto @ de férmulas es com-
pleto en la clase de todos los sistemas es justamente preguntarse si el cédlculo
es completo en sentido débil. La completud fuerte significa que todo conjunto
I' es completo respecto de la clase formada por todos sus modelos.

2.5.3. Teorias categéricas

¢ Como relacionar el resultado anterior con la completud de una teoria?
Introduciremos el concepto de categoricidad que establece que una teoria
consistente es categdrica, si todos sus modelos son isomorfos.

Definicién 108 Sea A wuna teoria consistente: A es categdrica syss para
cada A, B:Si AFA y BlFA entonces A=B

Ahora contamos con tres procedimientos para saber si una teorfa es com-
pleta:

1. el sintéctico

2. utilizando equivalencia elemental
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3. utilizando categoricidad —porque si T es categdrica, todos sus modelos
son elementalmente equivalentes y, por tanto, es completa—

No obstante, los resultados obtenidos son de poca aplicabilidad pues por
el teorema de Lowenheim-Skolem, toda teoria con modelos infinitos posee mo-
delos no isomorfos —pues los modelos de distinta cardinalidad no pueden ser
isomorfos—.

Demostraremos también que toda teoria completa, con un modelo finito, es
categérica. Pero aqui terminan las teorfas categéricas.

Teorias k—categoricas

Es por esto por lo que es necesario introducir una nocién més amplia, menos
exigente que la de categoricidad. Dicha nocidn es la de k-categoricidad; es decir,
que teniendo un modelo de cardinalidad , todos los de dicha cardinalidad sean
isomorfos. El concepto de k-categoricidad nos permite establecer otro test de
completud de teorfas, el llamado test de Vaught.

Teorema 109 (Test de Vaught) Sea T' wuna teoria de cardinalidad k que
no tiene modelos finitos. Si T' es A—categorica para un A < k —siendo A
infinito—, entonces T' es completa.

En las teorias con modelos finitos, categoricidad y completud son propiedades
que se dan (o dejan de darse) simultdneamente.

sPasa lo mismo con la k-categoricidad en las teorias en las que todos sus
modelos son infinitos?

No, veremos que hay teorfas completas que no son x—categdricas para ningtin
k infinito. Por consiguiente, hemos de desarrollar otras técnicas para caracteri-
zar a las teorfas completas que escapan a la k—categoricidad.

2.6. Otras propiedades

Las teorias completas son interesantes por varios motivos. Veamos uno: Su-
pongamos que A y B son dos modelos de una teoria completa T. Si B
es una sentencia verdadera en A, también lo serd en B. Por consiguiente, las
propiedades conocidas, y expresables en primer orden, de un sistema que nos
sea familiar A pueden también aplicarse a otro menos familiar, siempre que
ambos sean modelo de la misma teoria completa.

Por otra parte, toda teoria axiomatizable y completa es decidible; es decir,
existe un procedimiento efectivo que, dada una sentencia nos dice si estd en la
teorfa o no.

Para ver como podemos demostrar decidibilidad utilizando axiomatizabili-
dad y completud, obsérvese que los teoremas de una teoria axiomatizable forman
un conjunto recursivamente enumerable, al igual que las sentencias refutables
en la teorfa (negacién de los teoremas). Pero, si una teorfa es completa, cada
sentencia es: o un teorema, o una sentencia refutable. Por consiguiente, tanto el



70 CAPITULO 2. TEORIA DE MODELOS

conjunto de los teoremas, como su complementario son ambos recursivamente
enumerables. Por tanto, la teorfa es decidible. (ver figura: 2.10)
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Figura 2.10: Relacidn entre propiedades

Comentario 110 Este y otros resultados relacionados con la teorfa de modelos,
como el teorema de indecidibilidad de Church y el de incompletud de Gédel,
requieren mds teorfa de la recursién de la que se puede ofrecer en un curso
introductorio de teoria de modelos, por lo que no los demostraremos. Lo que
hago es ofrecer un curso optativo dedicado a recursion, cuyo objetivo principal
sea el teorema de incompletud. En este texto le dedico el capftulo siguiente.

Aplicando algunos de los teoremas ya comentados de teorfa de modelos junto
a los de Gddel y Church se puede demostrar lo siguiente:

1. La teorfa de los mimeros naturales Th(N) no es axiomatizable ni decidi-
ble. Por supuesto, la aritmética de Peano de primer orden —CON(AP)—,
es un subconjunto propio de Th(A). Pero no es éste un problema del con-
Jjunto de axiomas AP, no existe ningin otro conjunto I' de sentencias
de primer orden tal que CON(I') = Th(N). Ademds, por el teorema de
Lowenheim-Skolem, sabemos que Th(N) tiene modelos no isomorfos, y
por compacidad podemos construir uno de esos modelos. Asf que Th(N)
no es categérica, y menos ain CON(AP).

2. La teorfa de los numeros reales Th(R) por el contrario, es axiomatizable
y decidible, aunque no categdrica.
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El analizar estos resultados, en cierto modelo sorprendentes, es también mi-
sién de la teorfa de modelos.

éPor qué Th(R) es decidible y finitamente aziomatizable y Th(N) no es
ninguna de estas cosas?

Después de todo, los nimeros naturales estdn incluidos entre los reales. In-
cluso en el dlgebra elemental podemos construir nombres para cada ndmero
natural. Aunque esto es evidentemente cierto, en el dlgebra elemental no pode-
mos referirnos de manera alguna al conjunto de todos los nimeros naturales. No
hay ninguna férmula B con una variable libre —en el lenguaje de R— que sea
satisfecha por un nimero real si y sélo si es un natural; es decir, los naturales
no son definibles en R. Este hecho bloquea la transferencia de los resultados
de Godel y Church, sobre los naturales, a los reales.

Se puede describir a la matemética moderna como a la ciencia de los objetos
abstractos, sean numeros reales, estructuras algebraicas, o lo que sea. La légica
matematica le anade a esta ciencia la preocupacion acerca del lenguaje en el que
puede ser formulada, su capacidad de caracterizar a dichos objetos, la posibilidad
de definir objetos nuevos, etc.
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Capitulo 3

Teoria de la
Computabilidad

Comentario 112 La materia condensada en estas ocho secciones constituye
un curso tranquilo de sequndo ciclo. Los alumnos deben saber ya légica de pri-
mer orden, haber demostrado los teoremas de completud y correccion del cilculo
y es mejor que posean nociones muy elementales de Teoria de Modelos. Si esto
no fuera ast, podria empezarse por ello, introduciendo los conceptos de teoria,
teoria de un sistema o de una clase de sistemas, y su simétrico, el de
modelo de un conjunto de sentencias. También introduciremos las propie-
dades de completud de teorias y la de axiomatizabilidad. Se usard también
el concepto de relacion definible en un sistema.

El objetivo fundamental no es tanto el de introducir el concepto bésico de
recursividad, sino el de trazar la interconexiéon profunda que con la légica, en
el sentido restrictivo de Ciencia de la Consecuencia, existe. Este curso yo lo
titularia Recursion para la Metaldgica. Se demostrard el teorema més famoso
de nuestra disciplina, el de incompletud de Gédel, por lo que conviene situarse
histéricamente. Es de sumo interés que se destaque el vinculo con la Teoria de
Modelos.

3.1. Concepto intuitivo: algoritmo

¢ Cudndo decimos que una funcidn es recursiva, qué significa ser recursiva?

Hay varias definiciones precisas, equivalentes entre si, de este concepto. La
nocion intuitiva correspondiente a ser recursiva es la de ser efectivamente com-
putable. Fijémonos en las funciones parciales n-arias sobre los naturales.

¢ Cudndo decimos que una funcion parcial n-aria f sobre los naturales es
efectivamente computable?

Sencillamente, cuando hay un procedimiento efectivo —esto es, un algoritmo—
que la computa. Un procedimiento efectivo debe cumplir los siguientes requisi-

(0]
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tos:

1. Instrucciones precisas, de longitud finita. Estas instrucciones no deben
requerir astucia ninguna por parte de la persona o maquina que las siga
y no deben incluir el azar —lanzar una moneda al aire y actuar segin el
resultado, por ejemplo—

2. Sise le da un argumento Z en el dominio de la funcién, debe producir
f(Z) en un nimero finito de pasos de cédlculo

3. Siseledaun Z que no esté en el dominio de la funcién, debe seguir
indefinidamente o parar, pero en ningin caso producir un valor f(z)

Como ejemplos de funciones efectivamente computables podemos citar la
suma y la multiplicacién. Los procedimientos efectivos de cédlculo son los que
aprendimos en el cole. Por otra parte, toda funcién con dominio finito es efecti-
vamente computable: las instrucciones pueden ser, sencillamente, la lista de los
valores. Hay, por supuesto, funciones efectivamente computables mds interesan-
tes que las de estos ejemplos.

Cuando tenemos un algoritmo que determina si se cumple o no una pro-
piedad, el conjunto o relaciéon definido por ella se llama decidible. Asi pues,
el concepto intuitivo de computabilidad efectiva para funciones se generaliza
para conjuntos. Hay algunos que son decidibles s6lo a medias y los llamamos
efectivamente enumerables: sus elementos pueden ser listados.

Nosotros no imponemos restricciones de naturaleza préctica a los procedi-
mientos efectivos. Cuando se trata de funciones sobre los naturales, los argu-
mentos de las funciones han de ser nimeros naturales, pero no se restringe
su tamano. Por otra parte, aunque el nimero de pasos ha de ser finito, tam-
poco ponemos un tope. Ademds, no se prefija la cantidad de papel —o espacio
de memoria— que haya de precisarse para realizar el cédlculo. Estas considera-
ciones son importantes cuando comparamos la computabilidad efectiva con la
préctica: la clase de las funciones efectivamente computables la obtenemos en
una situacién ideal en donde no importa el tiempo ni la memoria requerida.

Aunque la descripcién intuitiva del concepto de funcién efectivamente com-
putable que hemos dado no puede considerarse una definicién, cuando se trate
de mostrar que una funcién es efectivamente computable serd suficiente con esta
presentacién informal. Otra cosa muy distinta es cuando se quiera demostrar que
no lo es'.

Las funciones recursivas son las efectivamente computables, pero reservamos
el vocablo “recursiva” para el concepto matematico; es decir, el definido con
precisién.

Comentario 113 Nosotros definiremos en un principio el concepto de recur-
sividad como ser representable en una teoria consistente y finitamente axioma-

1Veremos en la pagina 311 del capitulo 11, que fue justamente el deseo de resolver problemas
de indecidibilidad lo que movié a un significativo grupo de légicos a definir la computabilidad
efectiva, a introducir matematicamente el concepto de recursividad.
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tizable. En esto sequiremos fielmente el libro de Enderton [9] ya que se adapta
bien al nivel de nuestra licenciatura.

Légica y recursién

¢Por qué es la teoria de las funciones recursivas una parte de la l6gica?

Claramente, si no se hubiera inventado la teorfa de las funciones recursivas
en légica, se habria hecho, méds tarde, en informdtica. Sin embargo, no fue una
casualidad histérica: hay aspectos fundamentales de la légica que requieren el
concepto de procedimiento efectivo. De hecho, donde por vez primera se define
con precisién fue en el articulo de Godel de la incompletud de la légica superior.

Pero incluso a un nivel mucho més bésico la légica emplea algoritmos; noso-
tros hemos establecido con claridad requisitos de efectividad del lenguaje y del
célculo l6gico:

1. Al especificar los signos primitivos —dado un signo hay que poder deter-
minar si es 0 no un signo primitivo—

2. Al definir férmulas —dada una sucesién de signos hay que poder determi-
nar si es 0 no una férmula—

3. Al especificar los axiomas —dada una férmula hay que poder determinar
sl es 0 no un axioma—

4. Al definir las reglas de inferencia —cuando se propone una férmula como
conclusién de una inferencia inmediata se debe poder determinar si es
correcta, conforme a las reglas—

Como hemos visto, en la 16gica se construyen célculos para probar teoremas.
Los cédlculos han de ser tales que cualquiera pueda comprobar la correccién de
la prueba mediante un procedimiento efectivo. El conjunto de las pruebas ha
de ser decidible y el de los teoremas del calculo efectivamente enumerable. Por
consiguiente, si ya sabemos que un conjunto de férmulas no es recursivamente
enumerable —y para ello tendremos que haber definido mateméticamente este
concepto—, también conocemos que no hay célculo capaz de generarlas y no
tendremos que hacer esfuerzos imitiles para encontrarlo.

& Qué se entiende por conjunto efectivamente enumerable?

No hay que confundir enumerable con numerable. Un conjunto es numera-
ble cuando se puede poner en correspondencia con el conjunto de los nimeros
naturales; cuando hay una funcién inyectiva del conjunto en el de los naturales,
distinguiéndose entre finito-numerable e infinito-numerable. La enumerabilidad
supone un procedimiento efectivo que liste en un cierto orden los elementos del
conjunto. La idea es que, al menos idealmente, se pueda programar un com-
putador que anote exactamente los elementos del conjunto en una lista. No
importa que la méquina tenga que dar un nimero infinito de pasos, lo real-
mente importante es que el procedimiento pueda ser seguido mecdnicamente y
sin que se cuele el azar; debe ser lo que denominamos un procedimiento efectivo
o algoritmo.
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El concepto de enumerabilidad es m&s débil que el de decidibilidad. Un
conjunto A es decidible cuando existe un procedimiento efectivo que, dada
una expresién nos diga si pertenece o no al conjunto. Aqui resulta pertinente
el ejemplo de la légica proposicional y el de la de primer orden. En la primera,
que es decidible, hay procedimientos para determinar si una férmula cualquiera
es 0 no es una tautologfa; las tablas de verdad, por ejemplo. En la segunda, si
una deduccién no sale, no sabemos si es falta de pericia o imposibilidad real. Es
verdad que siempre puedo hacer una prueba de independencia seméntica, pero
las pruebas de independencia no son efectivas.

& Cudl es la diferencia entre enumerable y decidible?

No todos los conjuntos enumerables son decidibles porque siguiendo el pro-
cedimiento efectivo del listado de A podemos encontrar las férmulas C' tales
que C € A; pero, squé pasa si C ¢ A? Por regla general, no hay respuesta,
ya que el que la férmula no haya aparecido atn en el listado no nos garantiza
que no vaya a aparecer, nada nos asegura que no esté. Es por esto por lo que
para que A sea decidible hace falta no solamente que A sea enumerable, sino
que también su complementario lo sea. Mds tarde veremos que el conjunto de
las formulas l6gicamente vélidas de primer orden no es decidible.

Por otra parte, una teoria axiomatizable —mediante un conjunto decidible
de axiomas, claro— tiene un conjunto efectivamente enumerable de teoremas.
Si ademds de ser axiomatizable es completa, entonces sus teoremas formaran un
conjunto decidible.

Estos son sélo unos cuantos ejemplos para subrayar que la teoria de la re-
cursién es de la l6gica una parte fundamental.

3.2. Concepto matemadtico: Tesis de Church

La Teorfa de la recursién clédsica abarca el estudio de las funciones definidas
sobre los naturales, pero la teorfa de la recursién actual, al ir desarrollando su
potencial propio y sus métodos especificos, ha alcanzado un notable desarrollo
abstracto y aplicaciones insospechadas. Los origenes de la teorfa cldsica pue-
den hallarse en Dedekind, cuando en 1888 introduce el estudio de las funciones
definibles sobre el conjunto de los nimeros naturales usando ecuaciones y, recu-
rrentemente, la induccién sobre los naturales que él habia formulado y precisado.
De ahi viene, justamente, el que se adoptara el nombre de Teoria de la recursién.

Por lo que respecta a su estadio presente, cuyo radio de accién cubre la
totalidad de las funciones efectivamente computables, los origenes hay que bus-
carlos en el grupo de Princeton; empezé con Church, pero si hay que atribuirle
un padre, éste es Kleene. El fue quien la impulsé, definié y acotd. Suyos son los
teoremas de la forma normal y el de la recursion.

Hay varias maneras equivalentes de matematizar el concepto intuitivo de
algoritmo, algunas aparecieron en los afios 30 para captar nociones que en un
principio parecian diferentes: la primera era la caracterizacion de Godel de las
funciones definidas mediante recursiéon, la segunda era la nocién de funcién
definible con el operador A, que Church y Kleene introdujeron, y la tercera,
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era la de funcién computable mediante una méaquina abstracta, las maquinas de
Turing?. Pronto se demostré que las tres nociones definfan las mismas funciones.

Si bien estaba claro que todas las funciones definidas mediante cualquiera de
los procesos anteriores era efectivamente computable, este resultado seguia sin
servir para demostrar que un conjunto es indecidible; necesitamos la conversa.
Por su propia naturaleza esta afirmacién no puede ser demostrada, y si no se
considera adecuado que sea una definicién, hay que proporcionarle otro estatus.

Tesis de Church

Por esas mismas fechas Church se pregunté si el concepto de recursividad de
Turing se correspondia con la nocién intuitiva de computabilidad efectiva. Su
respuesta, conocida como tesis de Church, es que si. Church y Kleene definieron
también el concepto de A-definibilidad, que se corresponde —segtin demostré
Turing— con el de recursividad®.

Shoenfield [20] dice que la tesis de Church surgié de manera casual, yo dirfa
algo muy parecido, que surgié de forma natural?.

Aunque por tratarse de una tesis no se puede demostrar matemé&ticamente,
hay razones poderosas para aceptarla:

1. La primera es una razon basada en la experiencia acumulada: todos los
algoritmos conocidos son recursivos.

2. La segunda estd basada en la equivalencia entre los tres conceptos intro-
ducidos para establecer la nocién de algoritmo: resulta tranquilizador que
desde planteamientos tan distintos se lleguen a definir exactamente las
mismas funciones.

3. Latercera, que fue la que sin duda convencié a Godel, esta relacionada con
el andlisis que Turing hizo del concepto de computabilidad; no se interesa
tanto por la naturaleza de las funciones computables como por el propio
proceso de computacién. Las funciones se construyen a partir de funcio-
nes elementalisimas de las que no cabe duda de su cardcter algoritmico
mediante procesos que tampoco plantean dudas al respecto.

4. De hecho, el argumento anterior es muy similar al dado por Church al que
nos referiremos en 11.6.

5. Finalmente, la razén que convencié a Kleene: la del fracaso del argumento
diagonal®.

2La versién mediante maquinas imaginarias fue concebida por Turing en 1936. Su trabajo
es anterior a las computadoras e influy6 poderosamente en la creacién de éstas.

3La seccién 11.6 estd enteramente dedicada a dilucidar cémo actué el cdlculo lambda en
la destilacién de estos conceptos. Yo confio en su alquimia, llegando incluso a pensar que el
célculo lambda fue la piedra filosofal de Church.

4Lo veremos con detalle en la pagina 312, cuando hayamos introducido el cédlculo lambda.

5La extrafieza ante semejante aserto, nos movié a Enrique Alonso y a mi a escribir el
articulo Diagonalization and Church’s Thesis: Kleene’s Homework .
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Ahora se podia demostrar que un conjunto no era decidible pues bastaba con
mostrar que no era recursiva la funcién que cifraba la pertenencia a él. Esto lo
hizo Church en 1936 para un problema en el cdlculo lambda. En el mismo ano,
apoydndose en los resultados de Godel, Church demostré que si fuera decidible
la l6gica de primer orden, también lo seria el del problema anterior, que habia
sido resuelto negativamente.

3.3. Enumerabilidad

Comentario 114 El objetivo fundamental de esta seccion seria probar el teo-
rema de enumerabilidad para la légica de primer orden; es decir, demostrar que
el conjunto de las formulas ldgicamente vdlidas de esta ldgica es efectivamente
enumerable. Ademdas de eso se veria la relacion existente entre enumerabilidad,
axiomatizabilidad y decidibilidad en el caso de teorias de primer orden.

El teorema de enumerabilidad es una consecuencia del de completud para la
l6gica de primer orden. Dicho teorema afirma que el conjunto de las férmulas
l6gicamente véalidas de primer orden es efectivamente enumerable.

La demostracion del teorema de enumerabilidad es facil. Dado que tenemos
un cdlculo deductivo que nos permite obtener como teoremas todas las férmulas
véalidas y sélo ellas —teoremas de correccién y completud del cdlculo—, sélo hay
que hacer un programa que produzca sisteméticamente todas las deducciones.

Aqui pueden demostrarse las implicaciones precisas para completar el es-
quema del capitulo precedente, el de la relacién entre distintas propiedades de
una teorfa (ver figura: 2.10) :

Nociones fundamentales

Una vez introducidos los conceptos de procedimiento efectivo, conjunto efec-
tivamente enumerable y conjunto decidible, se vera:

Proposiciéon 115 FExiste un procedimiento efectivo que, dada una fila de signos,
nos dice si es una formula o no.

Teorema 116 Un conjunto de expresiones es decidible si y sdlo si tanto él
como su complementario —respecto del conjunto de todas las expresiones— son
efectivamente enumerables.

Se introducird también el concepto de lenguaje razonable; es decir, cuando
sus constantes forman un conjunto efectivamente enumerable y los relatores y
functores n-arios constituyen conjuntos decidibles.

Teorema 117 (Enumerabilidad) VAL es efectivamente enumerable

Lo esencial en la demostracién del teorema de enumerabilidad es que tanto
los axiomas del cdlculo —en su defecto, reglas sin premisas— como el de las
deducciones en ¢l son decidibles. Basdndonos en este hecho se prueba que los
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teoremas del célculo forman un conjunto efectivamente enumerable. Utilizando
completud y correccién se prueba que también las férmulas vélidas forman un
conjunto efectivamente enumerable. Como corolario de este teorema demostra-
mos que siempre que tengamos un conjunto decidible de férmulas I' el conjunto
de sus teoremas

{C|TFC}

o, de forma equivalente, el de sus consecuencias
CONI) ={C|TEC}

es efectivamente enumerable.

Otro corolario del teorema de enumerabilidad es que si T' es decidible, el
lenguaje es razonable y para cada sentencia C o bien I'F C o bien I'F —C,
entonces el conjunto de las sentencias que se siguen de I' es decidible.

Teorias

Utilizamos los conceptos de teoria, teoria de un sistema, teoria de una clase
de sistemas y modelo de un conjunto de sentencias definidos en el capitulo
precedente junto a los de axiomatizabilidad y axiomatizabilidad finita, y también
el de completud de teorfas. Se demuestra lo siguiente:

Teorema 118 Si CON(X) es finitamente satisfacible, entonces hay un sub-
conjunto finito suyo Yo C X tal que CON(XZ) = CON(X). —Haciendo uso
del teorema de compacidad—

Hecho eso, los corolarios mencionados anteriormente pueden reescribirse:

Corolario 119 Una teoria axiomatizable en un lenguaje razonable es efectiva-
mente enumerable.

Corolario 120 Una teoria completa y axiomatizable en un lenguaje razonable
es decidible.

3.4. El sistema N,

En esta seccién estudiamos el sistema
Ns = (N, 0, s)

formado por los nimeros naturales, el cero y la funcién del siguiente. La teoria de
este sistema Th(N) resulta ser axiomatizable —los axiomas los recogemos en
Nats—, siendo dicha axiomatizacién completa y decidible, pero no categérica.

Recordaremos no sélo el concepto de completud de teorfas, sino también
las definiciones equivalentes de dicho concepto que vamos a manejar y algunos
de los procedimientos comunes para demostrarlo; distinguiremos completud de
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categoricidad e introduciremos el concepto de A—categoricidad®. En especial, en
este tema para demostrar que  CON(Nat,) es completa vamos a utilizar el
denominado test de Vaught'.

La teorfa del sistema N, es decir, las sentencias verdaderas en N,— es
axiomatizable y la axiomatizacion es completa. Los axiomas son las sentencias
del conjunto infinito Nats formado por:

1. El cero no es el siguiente de ningin nimero

Cy:=Vxox#c

2. La funcién del siguiente es inyectiva

Cy:=Vay (cx =ocy — x =1y)

3. Todo nimero distinto del cero es el siguiente de otro

Cs =Yy (y#c— 3z y=ox)

4. No hay ciclos de longitud 1

Cy1:=Vrox#z

5. No hay ciclos de longitud 2

Cup:=Vroox #x

en general, para cada nimero natural n,

6. mno hay ciclos de longitud n

Cyn=Vr o . ox *x

Evidentemente, N es modelo de Nat, puesen N; el cero no es el siguiente
de ninguin numero, la funcién del siguiente es inyectiva, todo nimero distinto
de cero es el siguiente de otro y no hay ciclos en M. Por consiguiente

CON(Nats) C Th(Ns)
Para demostrar que Nats axiomatiza Th(N;) lo que hacemos es ver que

Th(N,) = CON (Nat,)

6Es decir, daremos un breve repaso a los primeros apartados del capitulo 7 de mi libro de
Teoria de Modelos.

THarfa falta recordar la prueba de dicho teorema, que estd basada en el de Lowenheim-
Skolem
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Para demostrar que vale la igualdad lo que hacemos es ver que CON (Nat;) es
una teorfa completa. La razén es que una vez demostrado que CON (Nat;) es
completa, es inmediato ver que

Th(N5) € CON (Naty)

pues si hubiera una sentencia C' de Th(Ns) que no estuvieraen CON (Nat),
por ser ésta completa —C' € CON (Nat,). Pero, puesto que

CON (Nats) C T(Ny)

también —C € Th(N;). Esto ultimo es imposible, un mismo sistema no puede
ser simultdneamente modelo de una sentencia y de su negacién.

¢Coémo demostrar que CON (Naty) es completa?

De hecho, hay dos formas sencillas de hacerlo: Una es aplicando el test de
Vaught —es decir, demostrando que la teoria no tiene modelos finitos y que
los de la misma cardinalidad son isomorfos—; la otra es demostrar que admite
eliminacién de cuantificadores —es decir, que dada una férmula C' cualquiera,
es posible encontrar una férmula D sin cuantificadores tal que

Nats -C — D

Para poder aplicar el test de Vaught, necesitaremos demostrar que CON (Naty)
no tiene modelos finitos y que los de la misma cardinalidad son isomorfos. Esto
no es dificil de probar utilizando la nocién de Z-cadena. Veamos qué son las
denominadas Z-cadenas.

sComo ha de ser un sistema A = (A,CA,UA) para ser modelo de Natg?

1. En primer lugar, 0* tiene que ser una funcién biyectiva de A en

A— {cA}. Esto se sigue de los tres primeros axiomas de Nats.

2. Por el axioma Cy, sabemos que no hay ciclos de longitud n. En A
tiene que haber una parte estdndar,

A = oA () = oA (0 () =

de puntos distintos. En A podria haber también otros puntos —por
ejemplo a—; caso de haberlos, tienen que tener sus siguientes. Pero, puesto
que por C3 todo nidmero que no sea el cero tiene un predecesor, y por
C5 sabemos que es Unico, a estara situado en

.k — % —a—ot(a) - ot (0“4 (a)) — ...

a las que llamamos Z-cadenas por su semejanza con los enteros.

En un modelo de Nats puede haber cualquier nimero de Z-cadenas, siendo
todas disjuntas y también disjuntas de la parte estdndar.
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Por otra parte, todo sistema formado de una parte estdndar y de cualquier
nimero de Z-cadenas es un modelo de Natg.

La nocién de Z-cadena nos permite demostrar con facilidad que dos modelos
cualesquiera de Natg con el mismo nimero de Z-cadenas son isomorfos; a partir
de ahi demostramos que dos modelos supernumerables de Nats; de la misma
cardinalidad son isomorfos. Ahora podemos aplicar el test de Vaught y concluir
que CON (Nats) es una teorfa completa.

Sabiendo que Th(N;) es axiomatizable y su axiomatizacién es completa,
aplicando los resultados del tema anterior, es ficil ver que es decidible. Esta
prueba de la decidibilidad no es constructiva y habré casos en los que estemos
interesados no sélo en saber que es decidible, sino en conocer el método para
poder aplicarlo en casos concretos.

Eliminacién de cuantificadores

Hemos dicho que Th(N;) es decidible.

& Cudl es el procedimiento de decision?.

Para esto es para lo que es interesante demostrar que la teoria admite eli-
minacién de cuantificadores®; es decir, que toda férmula de su lenguaje es equi-
valente en el marco de la teoria a una sin cuantificadores. El procedimiento de
eliminacion de cuantificadores es en si mismo un procedimiento de decision.

También se demostrard que, como consecuencia de admitir eliminacién de
cuantificadores, las relaciones definibles en N, lo son mediante férmulas sin
ellos y por lo tanto es sencillo comprobar que los 1inicos subconjuntos de N
definibles en A son los finitos y los cofinitos.

3.5. Relaciones y funciones representables

La Subteoria CON(Natg)

En este tema introduzco las nociones de relacién y funcién representable
en una teorfa y pruebo algunos resultados para el caso particular de la teorfa
CON (Natg), una subteorfa finitamente axiomatizable de Th(\). Aunque, de
hecho, las nociones las introduzco para demostrar en la seccién 3.7 los teore-
mas de incompletud de Godel y de indecidibiilidad de Church, creo que son lo
suficientemente interesantes como para merecer un tratamiento detallado.

Considero el sistema estdndar de los naturales con las operaciones de suma,
producto, exponenciacién, asi como el cero, la funcién del siguiente y la relacién
de orden. Sabemos que Th(N') no es ni decidible ni axiomatizable, pero hay una
subteoria suya CON (Natg) que siendo finitamente axiomatizable, permite
representar, en un sentido que precisaré, hechos sobre conjuntos decidibles.

Las nociones de representabilidad y definibilidad describen ambas relaciones
sobre los naturales mediante férmulas; la diferencia es que en la representabili-
dad lo que interesa es que la férmula sea deducible a partir de los axiomas de

8La demostracién detallada estd en mi libro de Teoria de Modelos, en la pégina 264 de la
edicién espanola.
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Natg y en la definibilidad que sea verdadera en A . Veremos que representabili-
dad en CON (Natg) implica definibilidad en A. El interés que tiene la nocién
de representabilidad es que también implica la de decidibilidad. Concretamente,
se demuestra que toda relacién representable en una teoria consistente y axio-
matizable es decidible. Como caso particular, cuando la teoria sea finitamente
axiomatizable, la relacién representable en ella seguird siendo decidible.

¢ Vale el reciproco?

Es decir, ses equivalente el ser decidible al ser representable en una teoria
consistente y finitamente axiomatizable?

Se trata de una versién de la tesis de Church, que aceptamos. Dicha tesis
no es una sentencia matematica, ni tan siquiera metamatemética que pueda ser
demostrada, es méds bien el criterio de que la nocién intuitiva de decidibilidad
puede formularse correctamente si la identificamos con la de representabilidad
en una teorfa consistente y finitamente axiomatizable.

Pues bien, si a todo esto lo llamamos ser recursiva —es decir, identifi-
camos ser recursiva con ser representable en teoria consistente y finitamente
axiomatizable— podemos expresar la tesis de Church asi: una relacién es deci-
dible si y sélo si es recursiva. Ahora la recursividad se convierte en la precision
de la nocién intuitiva de decidibilidad.

Hay que insistir aqui en la diferencia entre la computabilidad tedrica y la
practica. Y senalar que para que el algoritmo se pueda implementar en un or-
denador real, con una memoria limitada, que produzca resultados en un tiempo
razonable, no basta con saber que es decidible, sino también cémo crece la com-
plejidad del procedimiento con la complejidad de la férmula.

Presentacion de Natg

El sistema en estudio es N = (N,0,s,+,, F, <). En realidad bastarfa con
tener suma y producto’ pues el resto de las operaciones pueden definirse en
funcién de ellas; no obstante, se simplifican las pruebas teniéndolos.

Los axiomas de Natg son los siguientes:

1. C1 y Csde Natg
By =Vay(zr <oy z<y)

By =V x<c¢

-~ W N

By :=Vaylr<yVa=yVy<z)

junto con las definiciones habituales de suma, producto y exponenciacion.

Puesto que N es modelo de Natg tenemos que CON(Natg) C Th(N).
Demostraremos algunos teoremas de esta teorfa y veremos que todas las senten-
cias sin cuantificadores que son verdaderas en A son deducibles en Natg. Por
supuesto, no se puede demostrar que admita eliminacién de cuantificadores.

9De hecho, en el apéndice 3.10 demuestro el teorema de indecidibilidad de Church apo-
yandome en la propiedad homénima de la llamada Aritmética de Robinson, que no contiene
exponenciacién ni orden.
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Relaciones representables

Recordaremos el concepto de relacién definible en un sistema del capitulo
anterior e introduciremos el de relacién representable en una teorfa y el de
relaciéon numeralmente determinada por Natg.

Definicién 121 Sea R wuna relacidn n—aria sobre N —esto es, R C N"*—,
Decimos que R es representable en Natg syss hay una formula C del
lenguage de la aritmética con a lo sumo x1,...,x, libres, tal que:

X1 Xn
Si (x1,...,X,) € R entonces C’(ic ,...,Jx >ECON(NatE)
1 n
. o*1 oXn
Si (xX1,...X,) ¢ R entonces _‘C<x oo — )ECON(NatE)
1 n

Definicién 122 Una férmula C del lenguaje de la aritmética con a lo sumo
Z1,..., Ty libres, estd numeralmente determinada por Natg syss para cada
n-tupla (X1,...,X,) € N se cumple una de estas dos cosas:

Natg + C(c™¢,...,0%"c)
Natg F -C(c%¢,...,0%"¢)

Fécilmente se demuestra que una férmula C' representa una relacion R
en CON (Natg) siy sélo si:

1. C esta numeralmente determinada por Natg .

2. C definea R en N.

Asi mismo se demuestra el teorema, principal, que establece que las relaciones
representables en una teoria consistente y axiomatizables son decidibles. De este
teorema se sigue lo siguiente

Corolario 123 Toda relacion representable en una teoria consistente y finita-
mente axiomatizable es decidible.

3.6. Aritmetizacion de la sintaxis

El objetivo de esta seccién es introducir el instrumental necesario para de-
mostrar en la préxima el teorema de incompletud de Godel; es decir, introduci-
remos la denominada godelizacién del lenguaje.

En especial, veremos:

Primero : Ciertas afirmaciones sobre férmulas pueden convertirse en afirma-
ciones sobre nimeros.
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Segundo : Algunas de estas afirmaciones sobre ntmeros (hechas en meta-
lenguaje) pueden retrotraducirse al lenguaje formal. Ademads, la teoria
CON (Natpg) es suficientemente potente como para demostrar en ella las
traducciones obtenidas.

Esto nos permitird construir férmulas que aunque aparentemente expresan
proposiciones sobre nimeros, indirectamente hablan de férmulas, incluso de si
mismas. En la seccién siguiente explotaremos esta capacidad autorreflexiva al
demostrar resultados fundamentales sobre indefinibilidad e indecidibilidad.

Para dar cuenta del apartado Primero lo que haremos es asignar niimeros
a los signos del lenguaje y, sobre ellos, niimeros de Godel a cada expresion, cada
conjunto de expresiones e incluso a cada sucesién de expresiones —como por
ejemplo, una deduccién—. Lo més interesante de esta asignacién de nimeros es
que es biunivoca; no sélo sabemos asignar un nimero de Godel a cada expresion,
sino también, dado un nimero de Godel, sabemos exactamente a qué formula
corresponde. Esta iltima propiedad se debe a que los nimeros de Godel son
productos de potencias de primos y la descomposicién de un nimero en factores
primos es unica.

Para desarrollar el apartado Segundo lo que hacemos es demostrar que
algunas relaciones y funciones definidas sobre nimeros naturales, que tienen que
ver con nimeros de Godel, son representables en CON (Natg). En especial,
veremos que el conjunto de los nimeros de Godel de las deducciones a partir de
un conjunto finito de axiomas es representable en CON (Natg).

Funciones representable: Catalogo

Utilizando el concepto de funcién representable en CON (Natg), establece-
remos los resultados siguientes:

1. La funcién del siguiente es representable
2. Toda funcién constante es representable
3. La funcién proyeccion es representable

4. Adicién, multiplicacién y exponenciacién son representables

Ademss de esto demostramos que la clase de las funciones representables esté
cerrada bajo composicién y que es posible encontrar una férmula que represente
al denominado operador minimo-cero.

Numeros de Gdédel

En primer lugar, se asignan ntimeros distintos a todos los signos del len-
guaje aritmético; es decir, a los signos légicos, a las variables y a los functores
y relatores especificos que representan al: cero, siguiente, suma, producto, ex-
ponenciacién, menor que. Sea h dicha asignacién de niimeros a los signos del
lenguaje.
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Ademsds de eso, dada una expresién cualquiera

€ 1= 00010

definimos su correspondiente nimero de Goédel #e asi:

h
#e = <h(gg)...h(0,)> = po(‘)‘J)H...lzﬂ’l(@nyr1

Por otra parte, a un conjunto de expresiones le asignamos el conjunto de
sus nimeros de Godel y a una sucesién de expresiones le asignamos también un
nimero de Godel; a saber,

G((ay...an)) = <#ay.. #a,>

Hecho esto, se debe probar que son representables en  CON (Natg) una
gran cantidad de funciones, relacionadas con nimeros de Godel, que necesitare-
mos en la demostracion del teorema de incompletud. Entre otras, las funciones
codificadoras y descodificadoras, los conjuntos de los nimeros de los axiomas y
de las deducciones, etc.

Teoremas

Utilizando la maquinaria de la aritmetizacién se puede demostrar que toda
relacién recursiva es representable en CON (Natg). Como se recordard, noso-
tros habiamos definido el ser recursiva diciendo que tenia que ser representable
en alguna teorfa consistente y finitamente axiomatizable. Lo que aqui se de-
muestra es que nos podemos limitar siempre a CON (Natg), pues del hecho
de que lo sea en cualquier teorfa de las caracteristicas antes dichas, se sigue que
lo es en la prepotente teorfa CON (Natg).

Teorema 124 Una relacion es recursiva syss es representable en CON (Natg)
Corolario 125 Toda relacion recursiva es definible en N

Del teorema anterior se sigue facilmente la equivalencia entre recursividad
—ser representable en una teoria consistente y finitamente axiomatizable— y
ser representable en CON (Natg), ya que  CON (Natg) es consistente y
finitamente axiomatizable.

Ademss, usando resultados anteriores, se verd que toda relacién recursiva es
definible en N

Para finalizar demostraremos que si el conjunto de los nimeros de Godel de
un conjunto de axiomas es recursivo, y sus consecuencias seménticas constituyen
una teorfa completa, entonces el conjunto de sus nimeros de Godel es también
recursivo.

Teorema 126 Si #I' es recursivoy CON(T') es completo, entonces #CON(T")

es recursivo.
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3.7. Teorema de incompletud de Gdédel

Ahora veremos cémo la maquinaria introducida en el tema de Aritmetizacién
de la sintaxis funciona para producir los teoremas limitativos méas famosos de
toda la ldgica: el de incompletud de Gdodel, el de indefinibilidad de Tarski y el
de indecidibilidad de Church. Para demostrarlos se usa el lema del punto fijo o
de la autorreferencia, que afirma lo siguiente:

Lema 127 (punto fijo) Dada una férmula B con una variable libre es siempre
posible encontrar una férmula D tal que

Natg - D < B(67Pc) (3.1)

Dicha férmula D aunque al igual que B no sea mds que una fila de
signos del lenguaje de la aritmética, que al ser interpretadas en A hablan
sencillamente de ntimeros, podemos pensar que habla acerca de s{ misma y que
indirectamente dice: “B es una afirmacion verdadera sobre mi”. El motivo
que nos permite pensar en la autorreferencia es que nosotros hemos asignado
numeros a las férmulas y por lo tanto D, al hablar de su nimero, habla de si
misma.

Procederé como indica el siguiente organigrama:

— LEMA {Lema del punto fijo
EOREMA {Teorema de indefinibilidad de Tarski
Corolario {#Th(N') no es recursivo
TEOREMA  Primer teorema de incompletud de Gadel.

LEMA { #CON (X) es recursivo

— #CON (£,C) loes
EOREMA V teorfa T TUNatg es conmsten‘Fe
= #71 no es recursivo

#3 recursivo, % U Natg consistente

Corolario { = CON (%) incompleto

EOREMA  Teorema de indecidibilidad de Church


Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea

Administrador
Línea
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Teorema de Tarski, Gédel y Church

Demostraremos en primer lugar el teorema del punto fijo. A partir de él es
facil demostrar el teorema de indefinibilidad de Tarski.

Teorema 128 (indefinibilidad de Tarski) El conjunto #Th(N) no es definible
en N.

Demostracion. Para demostrar este teorema supondremos que el conjunto
#Th(N) fuera definible mediante una férmula B. Aplicando el teorema del
punto fijo a B encontramos una formula D equivalente a —B (a #Dc) . En

particular
NIk D — =B(6#P¢) (3.2)

s Qué dice esta férmula?
Si B define #Th(N), entonces D dice indirectamente “yo soy falsa’.
Entonces, D es verdadera en N si y solo si B(c#Pc) es falsa en N

NIFD syss N ¥ B(o#Pc)

De donde facilmente se obtiene una contradiccion tanto cuando D sea verda-
dera en N como en el caso en que sea falsa. Por consiguiente, B no puede

definir a #Th(N). m

Corolario 129 #Th(N) no es recursivo.
Demostracion. Porque los conjuntos recursivos son definibles en N m

Aqui se podra utilizar el teorema de indefinibilidad de Tarski para demostrar
el teorema de incompletud de Godel, que expresaremos asi:

Teorema 130 (Incompletud de Godel) Si T' C Th(N) y #I' es recursivo,
entonces CON (T') no es una teoria completa. —FEsto es, no hay una azioma-
tizacion completa de Th(N')

Demostracion. Si ' C Th(N) también CON(T) C Th(N). Si fuera una
teoria completa, valdria la igualdad. Pero, si fuera completa, #CON(T) seria
recursivo y sabemos que #Th(N') no es recursivo. m

De hecho, el enunciado original del Teorema de Godel no es éste y en su
demostracién no se utiliza el teorema de Tarski. El en vez de definir a las funcio-
nes recursivas en la forma en que lo hacemos nosotros, las definié directamente,
como aquellas que se obtienen por composicién y recursién a partir de unas muy
simples, las denominadas recursivas primitivas.

Esta demostracion tiene la ventaja de ser més simple y, desde el punto de
vista docente, se puede abordar directamente después de un curso de légica de
primer orden.

Para finalizar este apartado se demuestra el teorema de la indecidibilidad de
CON (Natg) vy el teorema de Church (1936) que afirma que el conjunto de las
sentencias vélidas en el lenguaje de N no es recursivo, puesto que el de sus
nimeros de Godel no lo es. La idea es probar:
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Lema 131 S
#CON(Natg)

es recursivo, entonces
#CON(Natg U{D})

también lo es

Teorema 132 (indecidibilidad fuerte de #CON(Natg)). Sea T una teoria
—esto es, cerrada bajo consecuencia—.
Si TU#CON(Natg) es consistente, entonces #I' no es recursivo.

Corolario 133 Si #I' es recursivo y ' U Natgp es consistente, entonces
CON(I") no es una teoria completa.

Este corolario es una versién del teorema de Godel en donde las sentencias
en vez de ser verdaderas en N son consistentes con Natg.

Teorema 134 (indecidibilidad de Church'®) El conjunto de los nimeros de
Gadel de las formulas vdlidas (en el lenguaje de la aritmética) no es recursivo.
Demostracion. En el teorema de la indecidibilidad fuerte de #CON(Natg)
tomamos como conjunto I al de las férmulas vilidas. m

En cualquier caso, haremos que se perciba el clima emocional en el que el
teorema de Godel vino a caer'!'. Desde la publicacién de los trabajos de Frege,
y sobre todo de Russell y Whitehead, los 16gicos pensaban que toda demostra-
cién intuitivamente correcta podia reconstruirse en el célculo 16gico. También se
pensaba que anadiendo axiomas adecuados al calculo podfan construirse teorfas
—en el sentido 16gico— en las que toda sentencia matemadtica intuitivamente co-
rrecta podria deducirse. Como ya comenté en la seccién 1.1.2, la idea de Hilbert
era explotar al maximo la naturaleza finita de las pruebas para proporcionar
una fundamentacion de la matematica. El proceso consistia en axiomatizarla y
demostrar que la teoria es: Consistente, Completa y Decidible.

No es de extranar que en este clima el teorema de Godel fuera considerado
como la prueba del fracaso del programa de Hilbert.

3.8. MaAquinas de Turing

Hay varios caminos distintos para llegar a la nocién de recursividad. Una
versiéon mediante maquinas computadoras imaginarias fue concebido por Turing
en 1936.

Intuitivamente una méquina de Turing consiste en una maquina abstracta
(una caja negra), una cabeza lectora, un mecanismo de escritura y una cinta
infinita en ambas direcciones. La madaquina puede estar en cualquiera de los

10Una prueba mis detallada de este teorema aparece en el apéndice 3.10.
1A este respecto el articulo de Gandy [12] es fantdstico.
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estados internos, que constituyen un conjunto finito. La cinta estd dividida en
cuadros, llamados cuadros de la cinta.

- OJOOODOOOOOOoOOdooddooooddooodoooooooond - - -
/D\ (cabeza {ect.ora) (derecha) R
(magquina)
La méquina funciona paso a paso. En un paso dado realiza una accién que
depende del estado en el que estd y de la inscripcién que encuentra en el cuadro
en el que estd la cabeza lectora. Sélo se pueden escribir dos signos: 0 y 1. Todos
los cuadros, excepto un nimero finito de ellos, tienen ceros. Estas son las acciones
que la maquina puede hacer:

L (izquierda)

1. Escribir 0 en el cuadro (borrar primero lo que hay alli)

2. Escribir 1 en el cuadro (borrar primero lo que hay alli)

3. Ir al cuador inmediato de la derecha, R.
4. Ir al cuador inmediato de la izquierda, L.
5. Pararse, S.

Para expresar esto rigurosamente:

Definicién 135 Una mdquina de Turing es una matriz de la forma:

C1 0 U1 Cl1
C1 1 V2 dg
C2 0 V3 d3
C2 1 V4 d4
Cn 0 V2n—1 d2n—1
Cn 0 V2n, d2n
Cm 0 V2m—1 dam—1
Cm 1 Vam, d2m
Estados de la Estimulos que Pasos que Estados en
mdquina recibe realiza que queda

Cly, ...y Cp, €E W, V1,...,V2m € {071,2,3,4}, di,...,domy, € {Cl, ...,Cm}.

Una fila
C; 9 Vj dj
de la matriz proporciona la siguiente informacién: cuando la médquina estd en

el estado ¢; y encuentra e en la cinta, realiza la accién v; y pasa al estado
d;. Las acciones que realiza son:
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v; =0 escribir 0 en el recuadro

v; = escribir 1 en el recuadro

v; =2 mover la cinta un cuadro hacia la derecha
v; =3 mover la cinta un cuadro hacia la izquierda
v; =4 parar

Es facil construir algunas maquinas sencillas, tales como la méquina de ir
hacia la izquierda —se va un cuadro hacia la izquierda y se para—, la de ir hacia
la derecha, la de sumar, la de restar, etc.

Cuando se introduce el concepto de funcién recursiva primitiva se demuestra
que todas ellas son computables mediante méquinas de Turing; es decir:

Primero : Todas las funciones iniciales son Turing-computables

Segundo : Los procedimientos de recursién primitva y composicién aplicados
sobre funciones Turing-computables producen funciones Turing-computables.

3.9. La Jerarquia Aritmética

En matemdticas es bastante comun la introduccién de mediciones. Asi, en
teoria de conjuntos vemos que entre los conjuntos infinitos los hay que son
“mds infinitos que otros”. Para precisar la, por asi llamar, medida de infinitud,
se define la nocién de cardinalidad. Normalmente el concepto métrico permite
establecer un orden en el &mbito de estudio, tal vez s6lo un orden parcial.

Ahora nos ocuparemos de los mimeros naturales. Este caso no es tan par-
ticular y restringido como pudiera parecer, pues vimos en temas anteriores que
gracias a la aritmetizaciéon podemos hablar de niimeros y conjuntos de niimeros
refiriéndonos a férmulas y conjuntos de férmulas. En principio estamos en dispo-
sicién de extrapolar los resultados a cualquier entorno que pueda ser codificado
mediante nimeros. En especial, los resultados que obtengamos se aplicardn no
s6lo a conjuntos de niimeros, sino también a conjuntos de férmulas.

En el 4mbito de los nimeros naturales hemos establecido ya una particién:
un conjunto puede ser recursivo o no serlo.

Ejemplos de conjuntos recursivos tenemos muchos: el conjunto de los nime-
ros pares, el conjunto de los nimeros de Godel de los términos, de las férmulas,
ete.

Ejemplos de conjuntos no recursivos tenemos el de la teoria de los naturales
#Th(N) —es decir, el de los mimeros de Godel de las sentencias verdaderas
en N—, el de las férmulas vélidas en el lenguaje de los naturales —es decir, el
conjunto de los nimeros de Godel de las sentencias légicamente vélidas—, etc.
Puesto que el conjunto de los conjuntos recursivos es numerable, en p(N) que
es supernumerable, casi todos los conjuntos no son recursivos.

Otra medicién que se puede establecer en el &mbito de los conjuntos de
naturales es la de los grados de irresolubilidad, que indican lo lejos que estd un
conjunto de ser recursivo.
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También se puede usar como escala de medida la definibilidad, y aplicarla a
conjuntos que sean definibles en A" =(N, 0, s, +,-) mediante férmulas de primer
orden —no nos ocuparemos de los conjuntos definibles mediante férmulas de
segundo orden—. Recordemos que un conjunto R C N es definible en N si
y s6lo si hay una férmula C| con a lo sumo una variable libre tal que:

R={neN|N [n/z]FC}

Esto es,
R={neN| NI-C(c"%)}

Por consiguiente, R contiene justamente a los elementos de N que hacen
verdadera a C en N. Para relaciones n-arias usaremos férmulas con a lo sumo
n variables libres. Naturalmente, puesto que la clase de las férmulas del lenguaje
de N es numerable, el conjunto de los subconjuntos de N que son definibles
es s6lo numerables. No obstante y pese a que, como ocurrfa con la recursion, la
mayoria de los elementos de p(N) no son definibles, los m4s interesantes suelen
ser definibles. La razén es que si estamos interesados en una cierta relacién R
es porque sabemos qué es Ry este conocimiento normalmente nos permite
definira R en WN.

Como ejemplos de relaciones definibles en A’ podemos citar: la relacién de
orden, el conjunto de los nimeros primos, el de los nimeros pares, la relacién
de divisibilidad y la de exponenciacién. En efecto, el orden se define mediante:

C=(x=yVIzax+toz=y)

mientras que los nimeros primos se definen mediante:
D:=(zx#o0cAVyz(xr =y.z—y=o0cVz=oc))

Como ejemplos de relacién no definible!? podemos citar el de los niimeros
de Godel de las sentencias verdaderas en N.

Si un conjunto es definible en N/, entonces nosotros queremos saber en qué
grado o medida lo es.

s Coémo se mide esto?

Para empezar, llamamos aritméticas a las relaciones definible en N me-
diante férmulas de primer orden y analiticas a las definibles con férmulas de
segundo orden. En la clase de los conjuntos aritméticos podemos intentar esta-
blecer una medicién —no binaria— de la definibilidad. Puesto que la definibli-
didad se establece mediante férmulas, es natural fijarse en ellas para establecer
dicha medicién. Puede pensarse que una relacién definible mediante una férmula
cortita o sin cuantificadores es méds definible que otra que precise una férmula
complicadisima. La idea va un poco por ahi, pero es mas sutil.

Por supuesto, las relaciones o funciones destacadas en el sistema son las mas
definibles, jtienen incluso nombre propio!; por ejemplo, la suma y el producto.
Nosotros hemos escogido un sistema A en el que la exponenciacién no era una

12En el capitulo 2 aparece un ejemplo muy sencillo (el 78) de conjunto no definible.
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operacion destacada, pero esta eleccién fue bastante arbitraria; podriamos haber
escogido un sistema en el que la exponenciacién fuera también una operacién
destacada y no hubiera cambiado casi nada. Sin embargo, la férmula que define
a la exponenciacién en un sistema que no la tenga como funcién destacada es
bastante larga y por lo tanto tendriamos a la suma y al producto en distinto lugar
en la ordenacién por definibilidad que a la exponenciacién. Como digo, esto no
parece satisfactorio y nos gustaria que la suma, el producto y la exponenciacién
estuvieran en el mismo paquete; queremos que la medida de la definibilidad esté
exenta de estas arbitrariedades. Es por ello por lo que mediremos la definibilidad
maédulo recursividad.
El siguiente teorema, demostrado por Godel, puede ser aplicado.

Teorema 136 Toda relacion recursiva sobre N es aritmética.

Las relaciones aritméticas son las definibles en un sistema con universo N
v que tuviera destacada a todas las relaciones recursivas; esta es la forma natu-
ral de medir definibilidad mdédulo recursividad. Toda relacién definible en este
sistema lo es, en particular, mediante una férmula en forma normal prenexa. Lo
que se hace es utilizar la alternancia de cuantificadores en dicha férmula prenexa
como criterio métrico.

La jerarquia aritmética que se construye sobre esta base es asi:

A1 : relaciones recursivas

Y1 : recursivamente enumerables

II; : relaciones cuyo complementario estd en ¥,

En general, por recursién se define,

Las relaciones de ¥, son dominios de relaciones de II,_; y las relaciones
de II, son relaciones cuyo complemento estd en X,,.

A, =3, NIL,

Sy ={a |3 {
I, = {3 | Vb (
Sy ={@ | evb (
M, = {@ | VeIb (

,by e R} R es recursiva
,b) € R} R es recursiva

,¢) € R} R es recursiva

N
a
—
a
—

a b
—
a

b
,b,c) € R} R es recursiva

Gréficamente la situacion es asi (ver figura: 3.1)

3.10. Apéndice: Indecidibilidad de FOL.

La indecidibilidad de la légica de primer orden no se demuestra directamente,
se suele utilizar algin sistema finitamente axiomatizable del que ya sabemos
que es indecidible. Church en su demostracién de indecidibilidad hace uso de
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Figura 3.1: Elementos de p(N)

los resultados de otro articulo suyo, normalmente ahora solemos usar el sistema
Q —denominada la aritmética de Robinson—, una subteorfa de la aritmética
que tiene sélo siete axiomas; a saber:

1. Qi :=Vayloz=0y—>z=1)
Q2 :=Vz(c # ox)

Qs :=Vz(z # ¢ — Fy(z = 0y)
Qi i=Va(z+c=2z)

Qs :=Vzy(z + oy =o(z +y))
Qs:=Vz(z-c=¢)

Noe ;o e N

Q7 :=Vay(z oy = (z-y) + )

El aparato conceptual introducido por Gédel nos permite decir que un con-
junto de férmulas es decidible, si el conjunto de los nimeros de Godel de sus
elementos es recursivo. Asf, una teorfa es decidible si y sélo si el conjunto de los
mimeros de Gédel de sus teoremas es recursivo o, de forma equivalente, es recur-
siva su funcién caracterfstica. Dada una teorfa decidible hay un método efectivo
para decidir si una sentencia es un teorema: se halla su nimero de Goédel y
se usa ese nimero como argumento en la funcién caracterfstica. La sentencia
serd un teorema si y sélo si el valor es 1. Por el contrario, si una teorfa no es
decidible, y si aceptamos la tesis de Church, no habrd un método efectivo para



3.10. APENDICE: INDECIDIBILIDAD DE FOL. 97

decidir si una sentencia es un teorema. Si lo hubiera, la funcién caracteristica
de los nimeros de Godel de sus teoremas seria efectivamente computable y, por
lo tanto, recursiva, usando la tesis de Church.

La prueba de que Q no es decidible ™ usa los recursos de Godel —es decir,
godelizacién y diagonalizacién— y ciertas propiedades de Q —en particular,
que todas las funciones recursivas son representables en Q—.

El argumento de Church se puede presentar como sigue:

1. Sea
0 = N<i<7Q;

la conjuncién de los axiomas de Q
2. Por el teorema de la deduccién tenemos que:
QFC syss F0—C

(Haciendo uso de los teoremas ya disponibles de completud y correccién,
podemos parafrasear este resultado diciendo que un test de validez equivale
a un test de pertenencia a la teoria Q: para decidir si C' es un teorema,
hagamos el test a 0 — C.)

3. Designemos mediante #A al nimero de Godel de la férmula A. Sea f
una funcién que a cada nimero natural n le asigna #(6 — D,,) —donde,
#D,, = n—. Esta funcién es claramente recursiva. Para cada férmula C,
de nimero de Gédel n,

f(n)=4#(0—C)
4. Sea
Py = {#G |- G}

es decir, el conjunto de los nimeros de Godel de los teoremas légicos de
la l6gica de primer orden

5. Sea
P={#C|QFC}

Por lo tanto,
P={#C|-0—C}={n| f(n) € R}

Pero P no es recursivo, puesto que es el conjunto de los niimeros de
Godel de los teoremas de Q, y sabemos que Q no es decidible

6. Por consiguiente, Py tampoco es recursivo

7. La conclusién es que la légica de primer orden no es decidible; no hay test
de validez.

13Una demostracién de este teorema puede leerse en Boolos [?], en la pagina 175, basada
en resultados demostrados en el libro. Desgraciadamente, este gran légico también murié
recientemente, este mismo ano de 1996.
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Capitulo 4

Teoria de la Demostracion

4.1. Introduccién

En légica construimos demostraciones en cdlculos deductivos: ellas y estos

constituyen el objeto de estudio en Teoria de la Demostracion.

No hemos dejado de estar interesados en la verdad —en sentido matemaético;
por ejemplo, la de un enunciado aritmético en el modelo de los naturales, o la
validez o verdad en todo modelo— pero ahora contamos con un mecanismo para

establecerla, el calculo.
s Por qué queremos un cdlculo?

Hay muchas razones para querer un cdlculo y no contentarnos con el mero
concepto de consecuencia que proporciona la seméntica, que es poco operativo.

Se me ocurren las siguientes:

1. “Implementar” es mas sencillo, y esto es algo dificil de concebir sin el
soporte de un calculo. (Estoy pensando en un demostrador de teoremas.)

2. Un célculo es un modelo mejor del proceso mental que seguimos para ex-
traer conclusiones de ciertas hipotesis que su correspondiente formulacién
semdntica. (No vamos al universo matemsdtico a verificar que cada modelo
de las hipétesis lo es también de la conclusién, sino que, sin levantarnos

de la silla, transformamos las hipétesis para obtener la conclusién.)

3. Se usan menos recursos matemdticos para demostrar en un célculo que

para hacerlo semédnticamente.

4.  Convencer es mas sencillo

y en especial,

5. No tendrds que demostrar que tu prueba lo es en efecto. (Hay incluso un
algoritmo que comprueba si una deduccién lo es conforme a las reglas del

célculo.)

101



102 CAPITULO 4. TEORIA DE LA DEMOSTRACION

Desde los griegos hasta nuestros dfas se han desarrollado muchos procedi-
mientos de prueba: la propia silogistica, los métodos axiomaéticos, los de deduc-
cién natural, los de secuentes, los tableaux seménticos y los de resolucién, entre
otros.

Presentaré varios para poder compararlos, acompanados de algin ejemplo
sencillo de deduccién en ellos. Por razones obvias de extensiéon me limitaré en
este capitulo a la légica cldsica de primer orden' sin igualdad, aunque muchas
de las caracteristicas que quisiera destacar ya aparecen en la proposicional, su
decidibilidad la singulariza en exceso.

& Qué resultados se establecen en Teoria de la Demostracion?

Por descontado, si un cdlculo se ha introducido como contrapartida sintdctica
a la nocién de verdad en todo modelo, lo primero que se plantea es si este
objetivo se ha alcanzado; esto es, si contamos con los teoremas de correccién y
completud. Puesto que estos teoremas ya han sido tratados en la seccién 2.4 del
capitulo 2 no serdn abordados aqui.

s BEziste alguna diferencia entre tener una demostracion de un teorema en un
cdleulo deductivo y saber que es verdadero?

No nos ocuparemos en este capitulo del teorema de incompletud de Godel,
que por cierto responde afirmativamente a la pregunta: hay una gran diferen-
cia entre verdad y demostrabilidad. En un modelo dado, por ejemplo el de la
aritmética

N =(N,0,s,+,-)

cada enunciado ha de ser verdadero o falso, pero hay verdades indemostrables.
El que haya de ser necesariamente verdadero o falso no significa que nosotros
sepamos siempre dilucidarlo: éste es el caso de la conjetura de Goldbach?. De los
resultados de incompletud nos ocupamos en capitulos aparte, los hay tanto de
incompletud de teorias de primer orden como de célculos deductivos de orden
superior. Este primer resultado establece que la teorfa de los niimeros naturales
no es completa, habiendo en Th(N) verdades sin prueba?.

Pero tanto de los resultados de Godel como de la capacidad expresiva de
la l6gica de segundo orden se desprende que ésta es incompleta en este otro
sentido: hay férmulas validas en SOL que no son demostrables®.

Los teoremas mencionados, son hasta cierto punto externos: establecen la
relacion entre demostrabilidad y verdad —o validez—. Hay otros teoremas in-
ternos, propios, caracteristicos de esta teoria: son los de Eliminacion del Corte
—el Hauptsatz de Gentzen—, teorema de Herbrand, teoremas de Robinson y
teorema de Craig. De todos ellos me ocupo en la tltima seccién de este capitulo;
aunque no los demuestro, los enuncio y comento brevemente.

LOtros sistemas 16gicos, para légicas no cldsicas aparecen en la Parte II y en la Parte III
de este volumen.

2En la novela El tio Petrus y la conjetura de Goldbach su protagonista, tras afios de
infructuosos intentos de demostrarla, se consuela pensando que la misma es una de esas
verdades indemostrables que Godel senalara.

3Lo vimos en 3.7

4Se demostratra en 10.5
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Otro aspecto que también estd directamente relacionado con las cuestiones
aqui planteadas es el siguiente, jcdmo programamos a una mdquina para que
use alguno de nuestros cdlculos? ;son implementables?

Estéd claro que si la légica no es decidible, y esto es lo que nos sucede en
primer orden, no hay ningun algoritmo que resuelva la pertenencia a V AL.
Pero de la misma manera que nosotros probamos teoremas “a mano”, usando el
célculo, podriamos ensenar a una maquina a hacerlo. De alguna forma deberia-
mos trasladarle nuestra experiencia y pericia. Los cdlculos que mejor se prestan
para ser implementados son los de resolucién y los de tableaux, razén por la que
los incluyo aqui. En el libro de Melving Fitting [6] se ha elegido Prolog como
lenguaje de programacién y también estd escrito en él el programa Winke®, que
implementa una modificacién del célculo de tableaux con corte, que lo convierte
en mas efectivo.

En teorfa automética de teoremas se persiguen dos objetivos: (1) demostrar
teoremas —no triviales— y (2) hacerlo automdticamente. La experiencia nos
ensena que desgraciadamente estos objetivos son bastante incompatibles; desde
los anos sesenta se han ido desarrollando demostradores y se observa que cuanto
méas complejo es el teorema, més tarda el demostrador y el crecimiento tiende
a ser exponencial. Asi que lo interesante reside en proporcionar al programa
procedimientos heuristicos, trasmitirle nuestras estrategias, intuiciones y cono-
cimiento. Sucede con frecuencia que éstas dependen del tema tratado, por lo que
lo natural serfa disenar sistemas expertos: de teoria de grupos o de geometria
descriptiva, pongamos por caso.

Gran parte del trabajo hecho en demostracién automética se basa en Reso-
lucion, un método desarrollado por Robinson en los anos 60, que estd basado
en los teoremas de Herbrand.

4.2. Silogistica

Empecemos por Aristételes, que fue el primero que de manera sistematica,
traté con una cierta profundidad la relacién que se establece entre las senten-
cias que forman parte de una razonamiento, observando que para estudiar la
naturaleza de la deduccién hace falta analizar primero la estructura de las que
constituyen sus hipétesis y su conclusion. En la 16gica tradicional, de Aristételes
a Leibniz, incluso en Boole, ésta se toma de la gramética de las lenguas natu-
rales’; es decir, una sentencia se analiza en términos de sujeto Sy predicado
P.

Formas

Se distinguen cuatro formas tipicas de proposiciones: A, F, I y O
A : Todo S es P (universal afirmativa)

5Este programa lo utilizo en clases précticas, consultad
http://www.dcs.kel.ac.uk/staff/endriss/ WinKE/
6Nosotros ahora utlilizamos un andlisis més rico, basado en la concepcién de Frege.
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E : Ningtn S es P (universal negativa)
I: Algin S es P (particular afirmativa)
O : Algin S no es P (particular negativa)

Estas cuatro formas aparecen relacionadas en el denominado cuadro de Boe-
cio (ver figura: 4.1), asf:

%
Wh&llorne —

Ll

{—‘%‘Jémjﬁzm‘% —;A

Figura 4.1: Cuadro de Boecio

Silogismo

El silogismo categérico es una estructura de proposiciones, propia de la légica
tradicional aristotélica, que se caracteriza:

1. Por tener dos premisas (mayor y menor) y una conclusién

2. Por tener sélo tres términos: Mayor P, medio M y menor S

Figuras

Se llaman figuras del silogismo a las distintas posiciones que ocupa el término
medio —que desaparece de la conclusién— y que se expresan asf:

Primera Segunda Tercera Cuarta
figura figura figura figura
M P P M M P P M
S M S M M S M S

S P S P g B S P
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Modos

El modo de un silogismo resulta de la combinacién de las formas que contiene.
Para cada figura hay sesenta y cuatro modos posibles. Una forma de construirlos
es la que sigue:

A E 1 0 A E I 0
A A A A E E E E
A A A A A A A A
A E 1 ) A E 1 0
1 1 1 1 0] 0] O O
A A A A A A A A

Como puede verse, todos los casos que hemos construido concluyen en A; de
igual modo en la siguiente vuelta se construyen los que concluyen en FE, luego
en [ y finalmente en O, obteniéndose los sesenta y cuatro modos. Como hay
cuatro figuras, el resultado final es de 256 silogismos posibles. Por supuesto, no
todos son vélidos. La légica tradicional selecciona de entre ellos a 24, a los que
considera silogismos vélidos, a muchos de los cuales se les atribuyeron nombres
nemotécnicos en el medioevo. Son los siguientes:

Primera Segunda Tercera Cuarta
figura figura figura figura
BARBARA CESARE DARAPTI BAMALIP
CELARENT CAMESTRES FELAPTON CAMENES
DARITI FESTINO DATISI DIMATIS
FERIO BAROCO DISAMIS FESAPO
AAI AEO BOCARDO FRESISON
FAO FAO FERISON AEO

Comentario 137 Un ejercicio interesante es el de comprobar, uno a uno los
silogismos, para enmendar, en lo posible la plana a los cldsicos. Efectivamente,
no todos los seleccionados son razonamientos vdlidos con los estandares actuales.

Ejemplo 138 Como ejemplo de razonamiento siguiendo este esquema, ponga-
mos éste:

Hipdtesis 1. Los misdginos son impresentables
Hipétesis 2. Los que guardan silencio ahora son misdginos

Conclusién Los que guardan silencio ahora son impresentables
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1. Las tres proposiciones que contiene son, respectivamente, de la forma
E A E. Es decir, su modo es
E
A
E

2. Este silogismos es del tipo CELARFENT. Por tratarse de un silogismo

de la primera figura, tiene la forma
M P

S M
S P
3. FEste es su esquema
M E P
S AM
S EP

4. En la légica actual se expresa asi:
{Ve(Mz — —Pz),V(Sz — Mz)} F Va(Sx — —~Px)

Donde:

Mzx =1z es un misdgino

Sx :=x guarda silencio ahora
Px := x es presentable

5. Para demostrarlo podemos usar el cilculo deductivo de primer orden,
o el visual de los diagramas de Venn

Llevemos a un diagrama de Venn las hipdtesis y la negacion de la conclusion

(ver figura: 4.2)
Por consiguiente (ver figura: 4.3)

4.3. Calculos axiomaticos

El célculo de Frege-Hilbert, mds cominmente denominado de Hilbert, o axio-
matico, se caracteriza por poseer un cierto nimero de axiomas —en realidad,
esquemas axiomdticos— y de reglas. Los axiomas son férmulas y las reglas son
transformaciones de las férmulas en férmulas. Una prueba en éste —o en cual-
quier otro axiomatico— se caracteriza como sucesién finita de férmulas, cada
una de las cuales es un axioma o se ha obtenido de las lfneas anteriores me-
diante la aplicacién de reglas. Una prueba de una férmula A es una prueba en
el sentido anterior, cuya tltima férmula es A. Escribimos g A para denotarlo.

Los axiomas del cdlculo proposicional son los siguientes:

Axioma 1 A— (B — A)
Axioma 2 (A — (A— B)) —» (A— B)
Axioma 3 (A—B)— (B—=C)— (A—())
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W v y Fle
]
a T
v
4}
S 5| of
o) |n P ream
2

Figura 4.2: Diagrama de hipétesis y negacién conclusion

Axioma 4 (AANB)— A

Axioma 5 (AAB) — B

Axioma 6 (A—=B)— ((A—-C)—(A— (BAC))
Axioma 7 A — (AV B)

Axioma 8 B — (AV B)

Axioma 9 (A—C)— ((B—C)— ((AVB)—-(0))
Axioma 10 (((A — B) A (A — =B)) — -A)
Axioma 11 -A — (A — B)

Axioma 12 -AV A

A los que para la légica de primer orden se suman

Axioma 13 Vz(C — C (1))

Axioma 14 C (Z) — JzCzx

107

Habiéndose definido previamente la sustitucién recursivamente y de tal ma-

nera que sélo se sustituyan variables libres.
La unica regla del cdlculo proposicional es Modus Ponens:
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N
TN TERTE

Figura 4.3: Diagrama inconsistente, razonamineto vdlido

Reglal Si gy A v ty A— B entonces Fy B
Para el de primer orden sin igualdad afiadimos estas dos reglas

Regla 2 Si +y B — C (%) entonces tgy B — VaC

Regla 3 Si Fy A— B entonces +y 3v(A — B)
—en la segunda regla la variable x no estd libre en Bj; en la tercera,
v no estd libre en B—

Este es un célculo axiomdtico para la légica clésica, suprimiendo el Axioma
12 obtenemos la légica intuicionista, suprimiendo también el Axioma 11 ob-
tenemos la l6gica minimal.

Ejemplo 139 Una demostracion de p — p es ast:
1. p—>(p—p) Azxioma 1
2. p—=@—p)—@P—p)  Avioma?
3. p—op MP 1y2
Ejemplo 140 Una demostracidn de Rb— (Rb — Vz (RbV Qz)) es:

1. Rb— RbVQz Azioma 7
2. Rb—Vz(RbV Qxz) Regla 2
3. (Rb—Vz(RbVQz)) — (Rb— (Rb— Yz (RbV Qz)))
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/. Rb— (Rb—Vz(RbVQz)) MP2y3

Este célculo estd tomado de Gentzen, tal y como lo reproducen Bibel y
Ender [2]. Sin embargo, hay presentaciones mucho més escuetas, Godel redujo
considerablemente el nimero de axiomas y en el libro de Church [4] los axiomas
proposicionales se reducen a estos tres:

Axm1 A— (B— A)
Axm 2 (A—-B)— ((B—-C)— (A—(0))
Axm 3 (A—-1)—-1)— A

El primero se denomina ley de afirmacion del consecuente, el segundo ley
distributiva del condicional material y el tercero ley de la doble negacidn.

Hemos usado los signos |y T para lo falso y lo verdadero. Cuando no
se tengan como primitivos, se introducen por definicién asi:

L:=pr(pA-p) y T:=ps-L

Con el célculo axiomadtico se da un método para generar el conjunto VAL de
las férmulas validas a partir del de los axiomas. Pero un célculo deductivo,
ademds de mecanizar el concepto de validez, debe ofrecer una réplica del de
consecuencia; esto es, debemos indicar cémo obtener conclusiones a partir de
un conjunto I' de hipétesis. Una forma sencilla de hacerlo es incorporar a los
axiomas de H las férmulas de I' de manera que se defina la deduccién a partir
de hipdtesis basada en la deduccién de teoremas l6gicos :

I }_H A Syss FHUp A

Sin embargo, definiéndolo asf, sin mas cuidado, pueden fallar los teoremas
de correccién y monotonia para férmulas con variables libres. Lo que se debe
hacer es modificar levemente las reglas de manera que las restricciones sobre
variables libres afecten también a las férmulas de T

Por ejemplo, no queremos que se pueda demostrar esto

{Pz} by VzPx

El primer metateorema que se demuestra’ tanto para éste como para otros
célculos es el de la deduccién, que dice lo siguiente:

Teorema 141 (de la deduccion) Si T U{A} g B entonces 'ty A — B

Los célculos axiomédticos son buenos para demostrar metateoremas sobre
ellos —el teorema de correccién es casi inmediato— y como hemos visto, permite
visualizar a los subcédlculos tales como el intuicionista o el minimal de forma

"Con detalle puede verse en Marraud [12].
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evidente. otra de sus ventajas es que se extienden facilmente a légicas no cldsicas,
como la modal o la dindmica®, afiadiendo axiomas y reglas sobre un lenguaje
asimismo extendido, pero conservando el chasis.

Los cédlculos axiomaéticos son desastrosos para efectuar deducciones en ellos:
La razén principal es que puesto que la tdnica regla de inferencia es Modus
Ponens, para demostrar B debemos encontrar formulas A y A — B de
las que deducirla, y la bisqueda de A se efectuard en un conjunto potencial-
mente infinito, siendo asi que no tiene que estar directamente relacionada con
B. Por estas mismas razones son inadecuados para la deduccién automética y
pedagdgicamente ingratos.

Muchos de los cdlculos que se introducen en este capitulo permitirdn una
bisqueda sistemdtica de una prueba de B. Se trata de sistemas que tienen la
propiedad de la subférmula; esto es, cada férmula que aparece en la prueba es
muy similar a una subférmula de B. Modus Ponens, que es la regla que hemos
apuntado como origen de la dificultad para automatizar el proceso de bisqueda
de pruebas, es un caso particular de la regla que en las cdlculos de Gentzen se
denominan Reglas de Corte y que adopta formas diversas.

En Andrews [1] es

SiFBVA y F-AvC entonces FBVC

Otra regla de inferencia, primitiva o derivada, que puede originar circularidad
es la de doble negacién
FA syss F--4

Pues bien, usando estas reglas y sin usarlas probamos los mismos teoremas.
Este es el denominado Teorema de eliminacion del Corte, el famoso Hauptsatz
de Gentzen —Hauptsatz significa enunciado principal—

Comentario 142 El que todavia se ensenen estos cdlculos en el primer arno
de carrera y se les haga a los alumnos deducir teoremas en ellos me resulta
incomprensible, habiendo, como veremos, otras posibilidades. Sin embargo, tanto
por razones historicas como porque hay algunas ldgicas que sdlo cuentan con
cdlculos axiomdticos, no son completamente prescindibles.

4.4. Deduccién natural

Pese a sus ventajas en el plano metatedrico, los axiométicos no son de ma-
nejo intuitivamente facil, ni reflejan el proceso que sigue alguien que quiera in-
formalmente demostrar un enunciado matemético, donde se utilizan supuestos
auxiliares que se puedan luego eliminar; por ejemplo, para demostrar A — B se
supone A y se demuestra B y de esta forma, eliminando el supuesto A se
concluye que A — B.

En 1934 se publica Untersuchungen tiber das Logische Schliessen de Gentzen,
cuya traduccién al francés fue realizada y comentada por Feys y Ladriére. En

8Véase 8.5.1y 9.6.



4.4. DEDUCCION NATURAL 111

el prefacio la presentan como una alternativa al estilo Hilbert, al que tachan
de artificioso —desde un punto de vista intuitivo— al reducir las deducciones
a la transformacién de un minimo conjunto de axiomas. Por el contrario el
enfoque de Gentzen es caracterizado por ellos como revelador del uso frecuente
y natural de razonar en matematicas. Ahora se permite introducir la expresién,
tal cosa es verdadera bajo tal suposicion, como elemento formalizado de sus dos
sistemas deductivos, tanto en el de Deduccion Natural como en el de Secuentes
—implicitamente en los sistemas primeros y explicitamente en los segundos —.
La siguiente afirmacién de Gentzen fundamenta lo dicho por Feys:

Nous voulons édifier un formalisme qui refléte le plus exactement
possible les raisonnements logiques qui son réellement utilisés dans
les démostrations mathématiques.

Actualmente se acepta que la presentacién de Gentzen es la que mejor refleja
los aspectos inferenciales de los sistemas 16gicos y por lo tanto es comin consi-
derar al célculo de deduccién natural como el més apropiado para una versiéon
inferencial de la légica.

El primero de los sistemas de Gentzen; se caracteriza por lo siguiente’: (1) las
reglas de inferencia son més bien reglas de derivacién que reglas de demostracion
—en el sentido de que fueron pensadas para mostrar la validez de inferencias
mds que para establecer que determinadas férmulas son teoremas; (2) no hay
axiomas sino dos clases generales de supuestos, las premisas o supuestos iniciales
y los supuestos adicionales; (3) hay reglas que obligan a la introduccién de
supuestos adicionales que luego es obligatorio descargar, mientras que no es
obligatorio descargar los supuestos iniciales o premisas; (4) los teoremas 16gicos
se definen como deducciones a partir del conjunto vacio de los supuestos; (5)
el significado de las constantes 16gicas —al menos en los sistemas de deduccién
natural estrictos— se fija por medio de reglas de Introduccion y de Eliminacion
del signo 16gico en la conclusién; y (6) una prueba es una sucesién finita de
férmulas donde cada una es o un supuesto inicial, o un supuesto adicional o el
resultado de la aplicacién de una de las I-reglas o E-reglas a férmulas anteriores.

En este célculo natural la deduccién parte de supuestos que se transforman
mediante reglas de inferencia para conseguir nuevas férmulas; no hay axiomas.
Algunas reglas nos garantizan la independencia de una férmula respecto a los
supuestos usados para conseguirla, elimindndose adecuadamente. Son estas las
reglas de descarga de hipdtesis. Para que una férmula sea un teorema, todas las
hipétesis han tenido que ser convenientemente suprimidas.

El formato de las reglas es siempre el mismo, dividiéndose entre reglas de
introduccién y de eliminacién de la conectiva, o del cuantificador.

Reglas

Estas son sus reglas proposicionales:

9Esto que sigue lo dice Sundholm en [19], y yo lo comparto.
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Introduccién y eliminacién del condicional

[A]
B A A B
A8 " B E—

Introduccién y eliminacion de la conjuncién

A B n ANB ELA ANB

AND A E21

Introduccién de la disyuncién

A 133 vy 133 v
Eliminacién de la disyuncién
[A] [B]
AVEB G G
c Ev
Introduccién y eliminacién de la negacién
[A]
T

Regla intuicionista de lo absurdo

1
— _ intuicionista
A

Doble negacién
(A—-1)—1)

1 DN

Para el cédlculo de primer orden sin igualdad incluimos ademés:
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8. Reglas de generalizacion

Vgil) v Z:fz)

9. Reglas de particularizacién

i} Iz A ;
A(5) I3 ¢ E3
JzA C

La légica clésica incluye todas estas reglas, la intuicionista elimina la de la
doble negacién y la minimal ésta y la del absurdo.

En el campo de la deduccién automética de teoremas se han implementado
célculos de deduccién natural; por ejemplo, AUTOMATH y NuPRL.

Ejemplo 143 En la légica minimal demostramos lo siguiente:

4] I—
B—-A 7,
A— (B—A)

Ejemplo 144 Este es un teorema de la minimal de primer orden:

1
[~3zA)? CS
HLEA Eﬁ
1 A I1—|
— I
Vz—-A v J2R
—JdzA — Vz—-A

Ejemplo 145 Este es un teorema de la clasica de primer orden:

-4
T Jx—=A E-
1
[~VzA]® A e v
VA E-
L 2
L
dz—A ‘ 3 =
—VzA — Jz-A

[~3z-A]?

Se demuestra con facilidad que los teoremas del cdlculo minimal estdn con-
tenidos en el intuicionista y éstos en el cldsico. Por supuesto, no vale la inclusién
contraria.

MINIMAL C INTUICIONISTA c CLASICA
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Al demostrar teoremas en este cdlculo se producen pruebas redundantes en
las que se introducen férmulas que luego son eliminadas; sucede especialmente al
utilizar la regla del condicional, que es una versién de la de corte. Esto plantea
la pregunta de si hay siempre una prueba alternativa, sin corte. La verdad
es que si y su demostracién la hizo Gentzen. Para un cédlculo similar al que
aqui proponemos la demostraciéon de la eliminacién del corte, o teorema de
normalizacién se puede consultar en Marraud [12].

El formato de presentacién de los cdlculos de deduccién natural es muy va-
riado, hay quienes utilizan cajas o corchetes anidados, o marcas e interrogantes
para indicar en qué estado se encuentra la férmula; esto es, si ha sido ya des-
cargada. Este cdlculo goza de mucho predicamento entre los que confian en
el valor propedettico de las demostraciones formales, como introduccién a las
informales.

En la seccién 11.3.2 se encuentra una reflexién muy interesante —acompanada
de reformulacién— de la naturaleza de la deduccion natural. Esta se lleva a cabo
en el cdlculo lambda y se origina en 1924, alld por los inicios de la légica com-
binatoria, cuando Schonfinkel'® observé que las inferencias bésicas de la légica
son de naturaleza funcional; es decir, que son funciones de férmulas en férmulas.
Semejantes funciones entre férmulas lo serdn del cdlculo lambda: las férmulas
del cdlculo de deduccién natural son los tipos bésicos del cdlculo lambda —esta
analogia es conocida bajo este epigrafe: “proposiciones como tipos”—, las reglas
del cédlculo de deduccién natural son o bien A—términos u otras expresiones del
A—célculo.

4.5. Calculo de secuentes

Una aproximacién esencialmente distinta a la nocién de consecuencia légica
y de sistema deductivo es la que Gentzen [9] ofrece en su Cédlculo de Secuentes.
Segun sus propias palabras, éste es un cdlculo logistico al estilo Hilbert, ya que
tiene como objetivo fundamental la demostracién de teoremas lé6gicos —contiene
axiomas expresados en términos del cdlculo de secuentes— y servird para de-
terminar qué secuencias son teoremas. La gran diferencia es que sus teoremas
l6gicos son en el fondo expresiones del metalenguaje: las nuevas férmulas no son
férmulas sino secuentes. En realidad se asemeja al enfoque antes mencionado de
conversién de las inferencias en férmulas. Se diferencia del de deduccién natural
porque: (1) introduce el nuevo concepto de secuente; (2) no parte de supuestos,
sino de un secuente bdsico o arioma y un conjunto de reglas de inferencia que
son fundamentalmente reglas estructurales y que hacen referencia precisamente
a la estructura de los secuentes; (3) introduce un nuevo signo en su lenguaje
-1 para denotar una determinada relacién entre antecedente y consecuente del
secuente; y por tltimo, (4) precisamente el signo - permite reflejar en su propio
lenguaje objeto la nocién de consecuencia légica.

10La elaboré Curry en el 1958 y fue redescubierta por Howard en 1980.
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Definicién 146 Un secuente es una expresion de la forma:
r4Q
donde T', Q son conjuntos de férmulas cualesquiera.

Hay dos tipos de reglas de inferencia: las estructurales propiamente dichas
y las de operaciones; tanto unas como otras tienen un esquema similar. Acep-
tando que la secuencia I' 4 Q refleja en el lenguaje de secuentes la nocién
de inferencia, las reglas, tanto las estructurales como las de operaciones, toman
inferencias como premisas y devuelven inferencias como conclusién. Gentzen las
llama figuras de deduccion —segin el caso estructurales u operatorias—. Sin
embargo, existen diferencias fundamentales entre las reglas de los calculos de
deduccién natural y las reglas de los de secuentes, a saber'!:

1. pese a que los esquemas operatorios se refieren a cada signo légico, no
hay reglas de eliminacién; en su lugar aparecen reglas de introduccion
en el prosecuente y las reglas de introduccién de NK —el de deduccién
natural— son ahora las de introduccidn en el postsecuente

2. las reglas estructurales, en tanto que permiten la permutacién, repeticién
y agregado de férmulas en el prosecuente y en el postsecuente, generalizan
propiedades de la nocién de deduccién para cualquier tipo de deduccién
representada en una secuencia, prescindiendo totalmente de los signos 16gi-
cos que ocurren en las férmulas que componen los secuentes; y

3. a diferencia de NK, las reglas de LK permiten mds de una férmula en el
postsecuente. Ademds, andlogamente a cémo las reglas operatorias fijan el
significado de los signos légicos, las reglas estructurales fijan el significado
del signo - asignédndole propiedades similares al signo metalingiifstico de
deducibilidad +

Axiomas

r4r 4T 14

Reglas estructurales (o figuras de deduccién estructurales)

a la derecha —o en el postsecuente (o consecuente)—
a la izquierda —o en el prosecuente (o antecedente)—

1. Atenuacién

r-0 INEEY)
T1Q, A 44 ATHQ

" Tomado de Palau [14]

A
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2. Contraccién

r—40,4,A A, A+HQ

r1Q,A 4e rA-HQ ¢
3. Permutacién
Fesan P
4. Corte (Eliminacion)
r1e,4 AQHD
ra-4e,e
Reglas de operaciones (en el postsecuente -z en el prosecuente

x )

1. Condicional

AT HQ, B ri{Q,A B, o406
_— 14— —
r{Q,A— =B A—-BT,¢4Q,0
2. Conjuncién
r€i1Q,A r4Q,B A AT HQ B,THQ A
r€1Q, AAB ANB,T4Q AAB,THQ
3. Disyuncién
r41Q,A ny r€1Q,B ny ATHQ B,THQ v 4
r{1Q,AvB r1Q,AvB AV B, T A4Q
4. Negacion
AT HQ 4 r41Q,A 4
r40,-4 —ATAHQ

Para el cédlculo de primer orden se anaden las siguientes, con las restric-

ciones sobre variables habituales

5. Reglas de generalizacién

IVzAHQ r41Q,vzA
6. Reglas de particularizacién
T A(Z2)H4Q

T 1Q, 324 T, 324 10
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La regla — 4 es el Principio de no Contradiccion; la de 4 — representa al
Principio del Tercio Excluso, mientras que —-1 es el Modus Ponens.

En este célculo, si exceptuamos la regla de corte, las demds presentan la
siguiente caracteristica, llamada propiedad de subférmula:

“toda formula que aparece en la prueba de un teorema guarda
cierta semejanza con la conclusion, al menos con una subférmula”

De esto surge que toda demostracién I' 4 A que no use corte, tiene la pro-
piedad de la subférmula; no se cumple para el caso de corte, en donde aparece
en el proceso una férmula que no tiene conexién con la que se quiere probar.
En particular, corte elimina lo que silogisticamente Aristételes llamé el término
medio, el que desaparece en la conclusién. Ahora bien, si los axiomas y reglas
estructurales —sin Corte— son suficientes para generar todas las afirmaciones
que contienen - y ademds las reglas de operaciones bastan para determinar
el significado de los conectores 16gicos, entonces se podria esperar a priori, que
semejante regla fuera redundante. Y esto es precisamente lo que afirma el lla-
mado Teorema fundamental (Hauptsatz), tanto para la intuicionista como para
la cldsica. En principio, podria pensarse que corte es eliminable como regla
primitiva y que es posible derivarla de las restantes, no es asi.

El que sea eliminable no quiere decir que no tenga utilidad, siendo apli-
cada por el propio Gentzen para importantes resultados metatedricos: (1) en la
demostracién de la correccién de la légica de primer orden tanto cldsica como in-
tuicionista, (2) para demostrar la consistencia de la aritmética sin necesidad de
acudir al principio de induccién completa, (3) para dar una solucién al problema
de la decisién de la 16gica intuicionista, (4) para realizar la transformacion de
un sistema de deduccién natural para la légica intuicionista en uno de secuentes
para la misma légica, y por tltimo, (5) para demostrar la equivalencia entre
los sistemas estilo-Hilbert y de secuentes tanto para la légica intuicionista como
para la légica clésica.

Pero es obvio que de su aplicabilidad no se infiere la necesidad de incluirla
entre las reglas estructurales. Lo que en realidad sucede es que de la regla de
corte se deriva la de Modus Ponens como caso particular, y es ésta la que nos
permite caracterizar la deducibilidad.

Demostrar la correccién de este cdlculo es muy sencillo; cada secuente expresa
consecuencia —cuando I' 4 A también I' F A— y las reglas transforman
secuentes correctos en secuentes correctos. Las demostraciones en ellos tienen
la misma dificultad que las del de deduccién natural, yo no los ensenaria en

primero, pero si en otros cursos'Z.

4.6. Tableaux semadanticos

Los “Tableaux semdnticos” son:

12Tanto en mi libro de Teoria de Modelos como en el de Extensions of First Order Logic
los célculos que he elegido son de esta clase.
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(1) Procedimiento sintéctico de prueba de teoremas y (2) Procedimiento
seméntico de biusqueda de un modelo que cumpla ciertos requisitos. Aunque
ambas caracterizaciones son acertadas, la segunda permite un tratamiento més
intuitivo, sin olvidar que lo importante es que se trata de un cédlculo.

Como tal existe en varios formatos y para légicas diversas': clasica, tempo-
rales, modales, intuicionista, subestructurales, no monoténica, etc. El procedi-
miento de prueba usado es refutativo; esto es, para demostrar que A es valida
partimos de su negacién y vamos desmembrando la férmula sintacticamente,
normalmente produciendo una serie de alternativas. Esta parte del proceso de
construccién del tableau es de expansidn y se caracteriza por entender las férmu-
las como disyuncién de conjunciones —que asi lo son, de acuerdo con el teorema
de la forma normal— para ir situdndolos en las ramas de un arbol. Frecuente-
mente, aunque no siempre, las nuevas férmulas son subférmulas de las anteriores.
Hay finalmente reglas de cierre que se establecen al producirse incompatibilida-
des sintdcticas dentro de una misma rama. Si todas las ramas estdn cerradas,
decimos que el tableau estd cerrado. Un tableau cerrado que parte de la nega-
cién de A —o de una expresién que diga que A no es valida, ' A— es una
prueba mediante tableaux de A.

Hay otra forma semaéntica de entender los tableaux, como bisqueda de un
modelo que cumpla ciertos requisitos; cada rama puede considerarse como una
descripcién parcial de un modelo, produciéndose al final del proceso éste o un
contraejemplo, al menos en las 16gicas decidibles. Este recurso es implementado
en demostracion automdtica de teoremas, estando tales sistemas normalmente
inspirados en tableaux o en el sistema deductivo complementario, el de resolu-
cion que serd tratado mds adelante, en la seccion 4.7.

Hay otra forma de entenderlos, que desde el punto de vista de la inteligencia
artificial es impagable, y que no he visto documentado, y es como procedimiento
de bisqueda de solucién a un problema, pudiéndose establecer ciertos filtros.
Esto lo vimos en la seccién 1.6.3.

Estas son sus ventajas como calculo deductivo: (1) Son ‘automdticos’ para
la légica proposicional —esto es, proporcionan un procedimiento de decisién
que en un nimero finito de pasos nos dice si la férmula es vilida o no lo es—,
(2) Pueden ser facilmente implementados en el ordenador —aunque, a menudo,
la eficiencia es pobre en comparacién con otros sistemas de prueba—, (3) Son
facilmente generalizables a la 16gica de primer orden y a otras légicas —modal,
temporal, etc—, (4) Su aprendizaje es extremadamente sencillo.

s Quién da mds?

4.6.1. Tableaux proposicionales

Las definiciones son las ya introducidas en la seccién 1.6.1: Vimos que hay
reglas para cada conectiva y su negacién y una regla especial para cerrar una
rama contradictoria. Como puede verse en el cuadro, las férmulas « son las de
naturaleza conjuntiva.

13Vease el manual, elaborado por varios autores, en el que se desarrollan calculos de esta
indole para l6gicas varias [5].
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o a-reglas (o = ag A az):

(6% a1 (65
ANB A B
-(AV B) -A -B
-(A — B) A -B
A~ B A— B B— A

119

Mientras que las (8 son disyuntivas.

e (B-reglas (8 = B, V B5):

B By By
AV B A B
-(AAB) -A -B
A— B -A B
—(A < B) -(A — B) —(B — A)

Regla de cierre:
Cerrar una rama que tenga A y —A —para cualquier A— 0 —-T,0 L.

El teorema de correccién-completud

Resulta que con este procedimiento podemos probar exactamente las férmu-
las validas:

Teorema 147 Sea A wuna férmula proposicional. Entonces
EA syss FA

—A eswvdlida syss A es un teorema ldgico—

.Por qué el teorema 147 es verdadero?

Correccién: Ya hemos dicho que las ramas de un tableau para A exploran
todas las maneras en que A puede ser verdad en un modelo. Por lo tanto,
si F A, entonces hay un tableau cerrado para —A. Por consiguiente, todas
las posibilidades han sido indagadas y todas se han cerrado; ninguna nos ha
permitido encontrar un modelo de —A ya que todas ellas son contradictorias;
es decir, =A no puede ser verdad nunca. Por lo tanto A debe ser siempre
verdadera; es decir, es una férmula vilida.

Completud: Si I/ A, hagamos un tableau ‘completo’ para —A aplicando
todas las reglas posibles. Como 1/ A, el tableau de =A debe tener al menos una
rama abierta. Esta rama es una descripciéon completa de un modo en el que —A
puede ser verdadero. Podemos usarla para construir un modelo de —A. Por lo
tanto A no es vilida.

Comentario 148 Por supuesto, lo anterior no constituye una demostracion de
los teoremas de completud y correccion.
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Decidibilidad algoritmica

Debido a que hay sélo una regla aplicable a cada linea dada de un tableau
—Ila exigida por la forma légica de la férmula que estd en la linea—, y a que
siempre las férmulas “output” de cualquier regla son més simples que las férmu-
las “input”, se puede programar un ordenador para construir un tableau para
cada férmula dada —A. El programa terminard en un tiempo finito, o bien
porque el tableau se cierra, o porque se ha completado; esto es, no se pueden
aplicar mds reglas.

= Si el tableau se cierra, sabemos que + A

= Si no, podemos extraer un modelo de —A a partir de una rama abierta,
por lo tanto ¥ A

Consecuentemente, se puede programar un ordenador para decidir en un
tiempo finito si se da - A o no, para cualquier férmula proposicional A.
Veremos que éste no es el caso en la 16gica de primer orden.

4.6.2. Tableaux de primer orden

Extenderemos este trabajo a la 16gica de primer orden, para lo que sélo se
precisa aniadir algunas reglas para cuantificadores y para la identidad. De todos
modos, la construccién de un tableau, caso de haberlo, ya no serd “automdtica”.

Sea L un lenguaje con un nimero infinito de constantes individulae, y sea
A una férmula. Hacemos un tableau para A empezando con A y aplicando
las reglas de los tableauzr. Se conservan las reglas de la légica proposicional.
Anadimos las siguientes:

e v-reglas:

v 7 (1)

Vz A A é)

-3zA | A (%)
—3Si t es un término cerrado y x una variable—
e j-reglas:

) d(c)

Jx A A (%)

-VzA | A (%)

—Siendo x es una variable, para cualquier constante ¢ € L que no haya
sido usada aun en la rama—
Las férmulas ~ actian de manera universal y las § existencial.

Ejemplo 149 FEste es un tableau para Yx3yPxy.

1. Vz3dyPxy
2. JyPcy 71
8. Pcd 02
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Ejemplo 150 Otro tableau para Yx3yPxy Podriamos haber sequido aplicando
las reglas:

1. Va3yPuxy

2. JyPcy 71
3. Pecd 02
4. JyPdy 71
5. JyPf(c,a,d),y 1
6. Pde 04
7. Pf(c,a,d),b 05

es también un tableau para Vx3yPzy, y asi sucesivamente.

Definiciéon 151 Sea A wna sentencia. Escribimos + A si existe un tableau
cerrado para —A.

Ejemplo 152 Probamos \ JxPx — —Vz—-Px.
1. =(FxPz — —Vax—-Px)

2. dxPx al
8. ——Vae—-Px al
4. Pc 02
5. Ve—-Px a3
6. —Pc v5

cerrado(4,6)

¢ Como sabemos cudndo tenemos que parar?

Como en la l6gica proposicional intentamos cerrar el tableau. Paramos cuando
todas las ramas estdn cerradas; esto es, contienen una contradiccién explicita.
Desde luego, puede ocurrir que no seamos lo suficientemente listos como para
conseguir cerrarlo.

Las reglas de los tableux no son deterministas, nos dicen qué podemos hacer
pero el orden de aplicaciéon de las mismas hace la diferencia entre un tableau
eficiente y otro ineficaz. Sin embargo, a diferencia de lo que sucedia en proposi-
cional que el tableau acaba por “agotamiento”, en primer orden pueden aparecer
ramas infinitas, de manera que nunca se cierre la rama incluso cuando exista
un tableau cerrado. La fuente de conflicto es la regla . No cabria esperar algo
distinto: la 16gica de primer orden no es decidible, no podriamos esperar que
fueran recursivamente enumerables VAL y su complementario.

4.7. Resolucién

Introduccién

¢ Qué es Resolucion?

Procedimiento de prueba alternativo al de tableaux semdnticos, extraordi-
nariamente similar al mismo.

Las demostraciones mediante tableaux semadnticos se visualizan en drboles:
cada rama representa una conjuncién iterada y el arbol mismo la disyuncién de
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sus ramas. Por consiguiente, los drboles explicitan una disyuncién generalizada
de conjunciones generalizadas. El método de resolucién se ocupa de su nocién
dual: conjunciones generalizadas de disyunciones generalizadas. La representa-
cién en este caso no se hard mediante drboles; la disyuncién se hara listando los
términos en corchetes —esto es, [A1, ..., A,,] representa (...(A; V A3)V...)V A,).
Una conjuncién de disyunciones se representa mediante una lista que contiene
una disyuncién por linea

[Alla ...7A1n]
[Aa1, ..., Agy]
[Ap1, ooy Apnl

Tenemos reglas para anadir nuevas lineas a una secuencia, denominadas
reglas de expansion, y un principto de resolucion. Las reglas de expansion son las
mismas que usdbamos en los tableaux, que para la légica proposicional podemos

ver asf:

(%
o
(65} B

By | B o1
o 1 | 2
Estas reglas especifican tanto cémo se anaden nuevas lineas como la forma

de derivar nuevas disyunciones de las existentes. Imaginad que tenemos una
disyuncién

D :=[Dy,..D,)]

que contiene una férmula no literal A —recordad que literal aqui significa
atémica o disyuncién de atémica.

= Si A :=--C; entonces se sigue una nueva disyuncién que es exacta a D
excepto en lo que respecta a la ocurrencia de A; que ahora es reemplazada
por C

= Si A esdetipo [, entonces se sigue una disyuncién que coincide con
D en todo excepto en que en vez de [ tiene dos férmulas; 5, y B4

s Si A esdetipo «, entonces se siguen dos disyunciones: una es como D
en todo excepto en que en vez de « tiene ;7 y en la otra se sustituye
o por «Qs.

En cada caso diremos que la nueva disyuncién (o disyunciones) se sigue de
D mediante la aplicaciéon de una regla de expansién.
Antes de precisar estos conceptos vedmoslo con un ejemplo muy simple:

F(p — (¢ —p))]

[
[
[
[
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4.7.1. Resolucion para la légica proposicional

Sea A una férmula proposicional. Hacemos una expansion mediante resolu-
cion de A empezando con A y aplicando las reglas de expansion y el principio
de resolucién. La descomposicién se termina cuando o bien se obtiene la cldusula
vacia, [], o no se pueden aplicar mds reglas.

Si las reglas nos llevan a la cldusula vacia, entonces A es contradictoria y
concluimos que —A es valida. De lo contrario, podemos extraer un modelo de
A siguiendo los valores de las formulas que aparecen en el desarrollo.

Las reglas de expansién

Hay reglas para cada conectiva y su negacién, y una regla especial para
cerrar una rama contradictoria. De hecho, son las mismas que en el calculo de
tableaux.

e a-reglas (a = a3 A ag):

« a1 (6)
AANB A B
-(AV B) -A -B
-(A— B) A -B
A~ B A— B B— A

o [-reglas (8 =51V By):

B B By
AV B A B
-(AAB) -A -B
A— B -A B
-(A < B) -(A — B) -(B — A)

e o—regla (0 = ——0):

g g1
-—A| A

Principio de Resolucién

Definicién 153 Decimos que D es el resolvente de Dy y Do sobre A si: Dy

y Do son dos disyunciones tales que A es un miembro de Dy

de Dy y D se obtiene asi:
1.- De Dy se borra A
2.- De Dy se borra —A

8.- Se combina el resto en una nueva disyuncion

Es decir,

y —A loes
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st Dl = [Cla"'7Ci—17AaCi+1;"'aCn}
Yy DQ = I:El,...’Ejfl,_‘A,EjJrl,...,Em]

entonces D =[(D, — {A}) U (Dy — {—A})]

e Cuando D1 =[A] y Do =[-A4] se obtiene la cldusula vacia, [|. (Se entiende
como contradiccion)

Definicién 154 Sea {Ci,...,C,} wun conjunto finito de férmulas proposicio-
nales, entonces:

[C1]

[C2]

[Cr]
es una expansion mediante resolucion de {Ci,...,C,}

Definicién 155 Si S es una expansion mediante resolucion de {C1,...,Cp} y
D se obtiene de alguna linea o lineas de S mediante una regla de expansion
o mediante el principio de resolucion, entonces el resultado de anadir D a
S como linea es también una expansion mediante resolucion de {Chy,...,Cp}

Definicién 156 Una expansion mediante resolucion que contiene la cldusula
vacia se llama cerrada

Definicién 157 Una demostracion mediante resolucion de C es una
expansion mediante resolucion de —C' que estd cerrada.

C es un teorema del sistema de resolucion —escribimos bres C— si hay una
demostracion mediante resolucion de C

Definicién 158 Una expansion mediante resolucion S es satisfacible, si hay

una interpretacion § tal que cada linea de S es verdadera.

Ejemplo 159 Para demostrar que la formula —((—p A =—¢q) es un teorema
hacemos el siguiente desarrollo de ((—p A ——q) A —q)

((=p A —==q) A =q)]

Ejemplo 160 Para demostrar que la formula ((p — q¢) — p) — p es un
teorema hacemos el siguiente desarrollo de —(((p — q) — p) — p)
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-(((p — @) = p) — )]
(p — q) — p)]

Ejemplo 161 Para demostrar que la formula (r < s) — ((rAs)V (-r A-s))
es una tautologia partimos de su negacion —((r < s) — ((r As) V (=r A —s)))

r — s
s — 7]
-8, 7]
—\5]
-, S]
ﬁ’l"]

Para la resolucién de primer orden introducimos las reglas v y §

Y 7 (1) 5 5 ()
VaA | A(L) 524 | A(D)
—JzA | ~A (L) —Vzd | ~A (L)

Correccién y completud

Queremos usar resolucion, como antes usdbamos tableauzx, para probar como
teoremas ldgicos todas las formulas vdlidas (todas ellas, pero sdlo ellas) y para
determinar otras propiedades semdnticas como satisfacibilidad, consecuencia e
independencia.

Puesto que la cldusula vacia, [], no es satisfacible, una expansién mediante
resolucion cerrada, de una férmula A muestra que —A debe ser valida.

En el ejemplo 159 se demostré que

}_res _‘((_‘p A _'_‘q) A _‘q)-
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Mostramos en el ejemplo 160 que

Fres (P — q) — p) — p.

Resulta que con este procedimiento podemos probar F,.s exactamente las
férmulas vélidas:

Teorema 162 Sea A wuna férmula proposicional. Entonces
EA syss Fpes A

—A es vdlida syss A es un teorema légico del sistema de resolucion—

Modelos

De manera paralela a como lo haciamos con tableaux, podemos extraer un
modelo a partir de una expansién mediante resolucién: vedmoslo con un ejemplo

A= (pV—q)Nq

[(pV—q)Ad|
[pV —q]

[q]

[p, —dq|

[p]

Esta expansién estd ‘completa’; es decir, no se pueden aplicar més reglas.
Podemos extraer un modelo & de A a partir de los literales que aparecen en
las distintas lineas de la expansién; en este caso tenemos p y g, por lo tanto
hacemos que (p) = I(q) = V. Como se puede comprobar facilmente & = A.

Demostraciones a partir de hipétesis

Por un procedimiento similar al usado con los tableaux, se pueden considerar
conjuntos de hipdtesis:

Definicién 163 Sean A,B  formulas. Escribimos A bFres B si hay una
expansion mediante resolucion cerrada de {A, —B}.

Ejemplo 164 Demostramos que p A (p — q) Fres q

[pA(p— q)]
[q]
[p]

[p — q]
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4.8. Forma normal conjuntiva

Hay célculos de resolucién que actian sobre férmulas escritas previamente
en la denominada forma normal conjuntiva; esto es como una conjuncién de
disyunciones. A continuacién introduzco un algoritmo que puede ser usado para
efectuar la reduccién.

Definicién 165 Un literal es una férmula atdmica o una férmula atomica
negada.

Definicién 166 Una férmula estd en forma normal conjuntiva syss es de
la forma

AT NAs N NA,

conmn > 1 donde cada A; —para cada i € {1,...,n}— es una disyuncion de
literales.

Algoritmo 167 Cualquier féormula de Ly se puede expresar en forma normal
conjuntiva realizando, sistemdticamente las transformaciones siguientes:

1. Fase primera: Eliminar los conectores — y <« utilizando las equivalencias
siguientes:

a) (A-B)=(A—=B)A(B—A)
b)) (A— B)=-AVB
2. Segunda fase: Reducir al méximo el alcance del conector monario de ne-

gacién, utilizando las equivalencias siguientes tantas veces como sea nece-
sario:

a) —A=A
b) —(AAB)=(-AV-B)
¢) —(AvV B)=(=AA-B)

3. Tercera fase: Obtener la forma normal conjuntiva usando las equivalencias
siguientes, tantas veces como sea necesario:

a) (AV(BAC)) = ((AVB)A(AVO))
b) (AAB)=(BAA)
¢) (AVvB)=(BVA)
d) (AAB)vC)=((AVC)A(BVCO))
e) (AvVBYAC)=((ANC)V (BACQ))
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4.9. Seleccién de Meta-Teoremas

En esta seccién se concentran los resultados més interesantes de Teoria de la
Demostracion, desde el teorema de Herbrand hasta el de definibilidad de Beth.
El teorema de la existencia de modelo juega un papel central y permite obtener
otros muchos resultados, el inconveniente es que para demostrarlo se utilizan
otros teoremas cuya prueba no es constructiva.

Teorema 168 Sea A wuna férmula atomica, B y C formulas cualesquiera
tales que en C haya ocurrencias de A. FEscribimos C (%) para denotar la
formula que resulta de borrar en C  las ocurrencias de A y poner en su lugar
B. Para abreviar escribimos también C (A) y C(B) —respectivamente, para
la original C y para C (%) —

Teorema 169 (de reemplazo de férmulas equivalentes). Sea A una estructura
de primer orden. Si C (D) es una formula cualquiera — donde D, que es
atomica ocurre— y A, B son formulas

AlF A< B entonces AlFC(A)« C(B)
Corolario 170 Si £ A« B entonces F C (A) < C(B)

Cuando demostramos férmulas en un cédlculo, por ejemplo en el de tableaux,
se introducen constantes nuevas o pardmetros al usar la regla §, pero se pueden
preprocesar las sentencias de manera que § sea innecesaria; esto se consigue
mediante la skolemizacion.

Teorema 171 (Skolemizacion). Sea C(x) wuna férmula tal que sus variables
libres estan entre x,y1,....yn Y sea D (A) wuna férmula tal que D (3zC (z))
es una sentencia y f es un functor n—ario que no estd en D (FzC (z)).

1. Sitodas las estancias de A en D (A) son positivas,entonces

D (%@) es satisfacible syss lo es D(%)

2. Si todas las estancias de A en D (A) son negativas, entonces

O ( Ly
D (%) es satisfacible syss lo es D(¥)

Dada una férmula es posible encontrar otra que es equivalente a la anterior,
pero que tiene todos los cuantificadores al principio a las que llamamos férmulas
en formas prenezxa. Si les aplicamos skolemizacion su estructura serd muy simple.

Proposiciéon 172 Hay un algoritmo que convierte cada sentencia A en otra
A* en forma prenexa y que contiene sélo cuantificadores universales, tal que A
es satisfacible syss A* lo es.
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Teorema de Herbrand

En 1930 Herbrand demostré un teorema, que puede entenderse como una
versién constructiva del de completud de Godel, y que constituye la base teérica
de los demostradores autométicos de teoremas. Para demostrarlo se introducen
las extensiones de Herbrand; esto es, para una férmula cualquiera B se define
recursivamente ¢ (B, D) asf:

1. Si L esunliteral ¢(L,D)=1L

2. e(—A,D)=¢(A,D)

3. e(a,D)=¢(a1,D)Ne(ag,D)

4. €(B,D)=¢(B1,D) Ne(By, D)

5 e(yv,D)=e(y({t1),D)N ... Ne(v(tn), D)
6. ¢(0,D)=¢(6(t1),D)V..Ve(d(tn),D)

—donde D = {ti,...,t,} es un conjunto de términos cerrados—

Por otra parte se definen modelos a partir de constantes, como hicimos en
la prueba de completud de Henkin 2.4. Lo que hay que remarcar aqui es que
finalmente se puede demostrar que la validez de primer orden se reduce a pro-
posicional.

Teorema 173 (Herbrand) Una sentencia A es vdlida syss una extension de
Herbrand de A es una tautologia.

La parte dificil de la demostracién es la de ver que si A es vilida entonces
tiene una extensiéon de Herbrand que es una tautologia, lo que él hizo fue con-
vertir la validez en deducibilidad en una célculo y establecer cémo a partir de la
prueba de A se puede extraer una extensién de Herbrand que sea tautologia;
es decir, hay una versién constructiva de su teoremal?.

Teorema 174 Hay una algoritmo que extrae de cada demostracion mediante
tableaur de una sentencia A wuna expansion de Herbrand tautoldgica.

El teorema de Corte de Herbrand se prueba de manera fécil y constructiva,
usando tableaux, ;Puede hacerse algo parecido con otros cdlculos deductivos?
Esté claro que usando la correccién y completud de los cdlculos podemos tomar
una férmula valida, por completud de tableaux sabemos que es demostrable en
el célculo de tableaux y con independencia de si la prueba original que establecia
los validez de A fuera en un cdlculo de esta clase o axiomadtico o de secuentes,
hacer la conversién en tautologia usando el tableau. De tal forma que se usa el
célculo de Hilbert o el de secuentes sélo para saber que hay una prueba, pero no
utilizamos la prueba misma. Pese a todo, nos gustarfa tener un procedimiento
que tradujera las pruebas hechas en el axiomético a tableaux.

14La demostracién para el cdlculo de tableaux puede consultarse en [6]
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Como era de esperar no hay problema con los axiomas de Hilbert, que tienen
pruebas de tableaux sencillos, pero el escollo se sitia en la regla de Modus

Ponens
A A— B

B

Sin embargo, partiendo de la formulacién simplificada de corte ya dada, a

saber:
I'4A AQ-B

T,Q1B

no es dificil ver que el siguiente esquemas:

I +A ATAHB
T 1B

es un caso particular. Si ademds la secuencia I' es vacia, se obtiene la de Modus

Ponens:
—4A A-B

1B

Luego, la nocién de consecuencia caracterizada por la légica de secuentes, a
través de la regla de corte, valida Modus Ponens como regla de la légica clésica.
La versién simple de corte que para tableaux introduce Smullyan es

I

pudiéndose demostrar lo siguiente:

Proposiciéon 175 Si se permite la regla de Corte, una prueba mediante tableaux
de A y una prueba mediante tableaux de A — B se convierte en una prueba
mediante tableaur de B.

La cuestién ahora estd en ver si se podria prescindir de esta regla sin renun-
ciar a la traducibilidad.

El algoritmo ideado por Gentzen para eliminar la aplicacién de corte, junto
con la demostracién de que tal algoritmo funciona es uno de los pilares de
la Teoria de la Demostracion. El hecho de que se puede eliminar de forma
constructiva el uso de la regla de corte tiene también consecuencias en la teorfa
de la prueba automaética de teoremas.

Teorema 176 (del Corte de corte) Todo tableau cerrado en el que se ha usado
Corte puede convertirse en un tableau cerrado en donde no se ha aplicado
Corte.

Teorema 177 (de interpolacion de Craig). Si A — B es una sentencia vdlida,
entonces tiene un interpolante; esto es, una sentencia C cuyos signos peculiares
son comunes a A y B tal que A— C y C — B son ambas tautologias.
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De nuevo este teorema tienen una demostracién no constructiva —usando el
teorema de la existencia de un modelo— y una constructiva; tiene una versién
més potente, demostrada por Lyndon.

Teorema 178 (Lyndon). Si A — B es una sentencia wvdlida, entonces tiene
un interpolante C' tal que cada relator que ocurre positivamente en C también
lo hace en A y B —y lo mismo cuando ocurre negativamente—.

Para terminar, unas palabras sobre el teorema de definibilidad de Beth.

En ocasiones la informacién que tenemos es explicita:

“Maria Manzano disfruté de una Fulbright en Berkeley en el curso 1977-78”

y en otras implicita:

“La maravillosa profesora de ldgica, que pasea una pastora belga llamada
Mawi, disfruté de una Fulbright en Berkeley en el curso 1977-78”

Con frecuencia los acertijos se resuelven convirtiendo una caracterizacion
implicita en explicita: Lo que dice el teorema de definibilidad de Beth es que en
la 16gica clasica de primer orden tales cuestiones siempre tienen solucién.

Definicién 179 Sean R un relator n—ario y A (xi..x,) una férmula cuyas
variables libres estan en {xi,...,x,} en donde R mno ocurre. Decimos que A
define explicitamente a R respecto a un conjunto T' de sentencias si

I'EVey..x, (A —— Rxy..x,)

Definicién 180 Sea R wun relator n—ario. Decimos que R es definido im-
plicitamente en I' syss lo determina univocamente en este sentido. Sea R*
es un relator n-ario que no es R mni estd en T' 1y sea T'* el resultado de
sustituir R por R* en TI'. Decimos que T' determina univocamente a R si

Tur* EVe_z, (Rxy..xn < R'2y..2p)

Teorema 181 (de Beth). Si R es definido implicitamente en T entonces R
tiene una definicion explicita respecto de T.

En cierto modo lo que el teorema de Beth establece es la completud de la
légica de primer orden por lo que respecta a la definibilidad de sus relatores.
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Capitulo 5

Teoria de Conjuntos

En las secciones que siguen se presenta primero la teorfa intuitiva de con-
juntos, basada en la original de Cantor, para seguir con sus problemas de in-
consistencia y terminar con la solucién axiomédtica de Zermelo-Fraenkel.

5.1. Teoria intuitiva de conjuntos

5.1.1. La selva de Cantor

La definicién inicial de Cantor es informal

“Un congunto es cualquier coleccion C de objetos determinados y
bien distintos = de nuestra percepcion o nuestro pensamiento (que
se denominan elementos de C), reunidos en un todo”.

Su concepcién de la naturaleza de los conjuntos coincide con la de Frege,
identificandola con la extensién de un predicado —esto es, con la coleccién de
objetos que satisface el predicado—. Esta idea tan sencilla e intuitiva resulta ser
también ingenua porque produce enormes contradicciones de inmediato, como
por ejemplo la denominada paradoja de Russell. Para poder mostrarla es ne-
cesario empezar por formalizar esta teorfa que, aparte de los signos para los
conjuntos y sus elementos —C, z, etc.—, tendra los signos de pertenencia €
e igualdad =.

= Que x es un elemento del conjunto C se expresa “z pertenece a C' 7
(v se formaliza, z € C).

= Que z no es un elemento de C se expresa “x no pertenece a C” (y se
formaliza, -z € C' o z ¢ C).

Tendremos en cuenta que no es necesario denotar siempre con letras ma-
yusculas a los conjuntos y con mindsculas a sus elementos, ya que un conjunto

135
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puede ser a su vez un elemento de otro conjunto e incluso podemos considerar
que en nuestra teorfa no hay objetos que no sean conjuntos.

sComo se determina una coleccion?

Hay dos modos:

= Listar los objetos. De acuerdo con la definicién de Cantor un conjunto
queda determinado si es posible describir completamente cuales son sus
elementos. El procedimiento més sencillo es nombrar a cada uno de ellos,
y se llama definicion por extension; es conocida la notaciéon de encerrar
entre llaves a los elementos del conjunto.

El inconveniente de este método de listado o enumeracioén de los elementos
del conjunto es que éste debe tener sélo un nimero finito de ellos y, en la
préctica, uno muy pequeno

& Qué hacer cuando la coleccion es infinita, o cuando es finita pero nume-
rosa?

» Describir los objetos. Cuando el conjunto tiene infinitos elementos —como,
por ejemplo, el de los nimero impares— o son demasiado numerosos —
como el de todas las palabras que pueden formarse con el alfabeto latino—
se utiliza el método de definicion por intension, que consiste en la descrip-
cién de un conjunto como la extension de un predicado, esto es, mediante
una o varias propiedades (el predicado) que caracterizan a los elementos
de ese conjunto.

En principio podria tomarse cualquier lengua natural para describir los ob-
jetos (espanol, inglés, italiano, vasco, cataldn, etc), sin embargo es preferible
utilizar un lenguaje formal que ofrezca rigor y precisién. Dicho lenguaje debe
ser adecuado y lo bastante rico; esto es, lo suficientemente expresivo como para
poder describir todas las colecciones matemédticas. Pero también su teoria ha de
ser lo suficientemente restrictiva como para limitarse sdélo a las colecciones de
objetos matematicos. Para expresar predicados utilizaremos el lenguaje L€ de
la la 16gica de primer orden —que contiene como signos légicos las conectivas
-, V, A\, —, < mas los cuantificadores universal V y existencial 3— al que se
anaden variables, igualdad y el relator binario de pertenencia. Puede ser am-
pliado mediante definicién con los simbolos propios de las operaciones, relaciones
o funciones del lenguaje especifico de teoria de conjuntos.

5.1.2. La paradoja de Russell

Pero la definicién de conjunto como “coleccion de objetos ‘describible’ por
un predicado”, conduce inevitablemente a ciertas contradicciones que se llaman
paradojas, siendo la mds célebre la conocida como paradoja de Russell:

En la teoria cantoriana de conjuntos todas las propiedades permiten definir
conjuntos, pero si tomamos como propiedad la de no pertenecerse a si mismo,
llegamos a una contradiccién al analizar la clase

U={z|z¢ux}
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Evidentemente, para cualquier A se cumple
AeU—A¢A

Pero, ;squé sucede con el propio U?, sEs U un elemento de U?

Si U fuera un elemento de U, deberia verificar la propiedad que lo define;
i.e., deberia no pertenecerse a si mismo, U ¢ U. Por otra parte, si U no fuera
un elemento de U deberia no verificar la propiedad que define a esta clase; i.e.,
U ¢ U; es decir, U € U. Naturalmente, la expresién resultante,

UeU—U¢U

es una contradiccién.

Se ha visto claramente que el concepto de conjunto no es tan sencillo y que
identificarlo sin mayor cautela con el de coleccién resulta problematico. Para
evitar la paradoja de Russell y otras de esta naturaleza, es necesario restringir
la formacién de conjuntos, lo veremos en lo que sigue. Otras paradojas, de
hecho las primeras en descubrirse, afectaban a colecciones muy grandes, como
por ejemplo la de los ordinales, o la de todos los conjuntos; estas colecciones no
podran pertenecer a la categoria de conjunto en la teoria axiomética de Zermelo.

5.1.3. Solucién de las paradojas

Una solucién radical al problema de las paradojas es la propuesta en 1903
por Russell, su Teoria de Tipos. Observa que en todas las paradojas conocidas
hay una componente de reflexividad, de circularidad. Técnicamente se evitan las
paradojas al eliminar del lenguaje las formaciones autorreflexivas'. Se reconoce
que nuestro universo matematico no es plano, sino jerarquizado, por niveles, y
que el lenguaje mds adecuado para hablar de un universo asf debe tener diversos
tipos de variables que correspondan a cada nivel; en particular, la relacién de
pertenencia se da entre objetos de distinto nivel.

En 1908 Zermelo propone como solucién la  Teoria Axiomdtica de Conjun-
tos, refinada mds tarde por Fraenkel, Skolem y otros. En ella se evita que las
colecciones que producian las paradojas puedan ser conjuntos. Una coleccién de
objetos sera un conjunto si los axiomas la respaldan; esto es, justifican que lo
sea. Dichos axiomas permiten formar conjuntos a partir de conjuntos previa-
mente construidos y postulan la existencia del () y de al menos un conjunto
infinito. Sin embargo, en la teorfa de von Neumann se admiten colecciones que
no son conjuntos, las denominadas clases tltimas. En ella se definen las cla-
ses mediante propiedades, sin restriccién alguna, pero habra que mostrar que se
trata de conjuntos viendo que pertenecen a alguna clase, en los casos oportunos.
Las clases ultimas, como la clase universal o la de los ordinales, no pertenecen
a ninguna otra clase.

1La paradoja antes mencionada no puede producirse en la teoria de tipos simple porque la
sucesion de signos X ¢ X no es una férmula y el axioma de definicién de clases no se aplica
para ella. El signo de € se aplica entre objetos de distinto tipo, X € X(0,@)
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5.1.4. El Universo matematico

La idea intuitivamente mds fructifera y también la mds extendida es que
nuestro universo matemdtico, —esto es, el que contiene todas las colecciones de
objetos matemaéticos, pero solamente los objetos matema&ticos— constituye una
jerarquia de conjuntos, la denominada Jerarquia de Zermelo.

En la construccion de los conjuntos que la formarén se parte de una coleccién
inicial M de objetos dados y a continuacién se construye una coleccion My
de conjuntos de elementos de My, después una coleccién My de conjuntos de
objetos de My y Mji, etc.

El supuesto fundamental es que los conjuntos se construyen por niveles y
que por lo tanto no nos vienen dados en bloque desde un principio. En cada uno
de ellos formamos nuevos conjuntos a partir de los que disponemos hasta ese
nivel; es decir, los ya formados®. Entre ellos se forma una cadena de inclusiones

Mo CM; ST My C ..

y se considera que nuestros conjuntos son todos los que aparecen en sus eslabo-
nes. Asi, el universo de conjuntos resultante es una jerarquia.

Para proporcionar mayor precisién debemos responder a las preguntas si-
guientes:

1. sCudl serd nuestra coleccion de partida, Mg ?

2. sQué conjuntos de objetos de niveles inferiores se toman para formar nue-
vos niveles en la jerarquia?

3. ;Hasta dénde se extiende esta jerarquia?

Para responder a la primera pregunta debemos considerar si nos interesa
tomar objetos que no sean conjuntos o si nos basta con partir de un primer
nivel que sea sencillamente el conjunto {). Estd claro que asi se toman sdlo
objetos matemaéticos, pero habrd que ver también que ello es suficiente y que
podremos finalmente contar en el Universo con todos los objetos matemaéticos.

Una respuesta a la segunda pregunta que parece razonable es que los nuevos
conjuntos que vayan siendo admitidos, se puedan describir con nuestro lenguaje
formal. Al tomar esta opcién formamos la jerarquia de conjuntos constructibles.
Otra posibilidad es tomar como objetos de un nuevo nivel a todos los posibles.
Veremos que esta fue la opcién de Zermelo.

Finalmente, la tercera de las preguntas es hasta donde se extiende la je-
rarquia. La respuesta es que no tiene fin, siempre se pueden construir nuevos
niveles.

Comentario 182 Para precisar un poco mds esta representacidon mental de
nuestro Universo matemdtico es conveniente contar con algunas mociones de
teoria de conjuntos bdsica y con el concepto de ordinal. Por ello sélo volvemos
sobre este asunto cuando tengamos el equipamiento mecesario.

2Necesitaremos, no obstante, a los ntimeros ordinales —§ = Ord— para disponer los
infinitos niveles, pero esto no es un problema grave porque lo que estamos haciendo ahora es
proporcionar una imagen intuitiva; no estamos definiéndolos en un sentido técnico o fuerte.
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5.2. Algunas definiciones pertinentes

Definiciones de igualdad, inclusién y vacio

1. Igualdad (Azioma de extensionalidad): Vx(x € A~z € B) - A=DB
2. Inclusidn, subconjunto: AC B < psVr(z € A— x € B)
3. Inclusidn estricta: A C B <py (AC B)A(A# B)

4. Congunto vacio: O se define Vx(x & 0)

Definiciones de operaciones algebraicas

1. Union:Ve(zx € AUB « (x € A)V (z € B))
por extensionalidad, este conjunto es inico, AUB = {z/ (x € A) V (x € B))}

2. Interseccion: Vx(x € ANB « (x € A) A (x € B))
por extensionalidad, este conjunto es unico, ANB = {z/ (x € A) A (x € B)}

3. Diferencia: Vx(x € A— B « (z € A) A—(z € B))
por extensionalidad, este conjunto es tinico, A—B = {z/ (x € A) A (x ¢ B)}

Definiciones de clases unitarias, pares, diadas y conjunto potencia o
de las partes de un conjunto

1. Par desordenado: {z,y} ={z/ (z=2)V (z =v)}
2. Clase unitaria: {z} = {z, z}
3. Par ordenado: {z,y) = {{z},{z,y}}

4. Partes de un conjunto: p(A) ={C/ C C A}

Definiciones de gran unién, gran interseccién y producto cartesiano

1. Gran unidn: UA: {z|FJA(Ae ANz € A)}

2. Gran interseccion: ﬂA ={z|VA(Ac A—zec A}
Convencion: ﬂ D=0

3. Producto cartesiano de dos conjuntos:

Ax B={z]3Juv(z=(u,v) Nu€A AN veEB)}
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Definiciones de relaciones binarias

1. Relacion binaria: YR(R es una relacion <py Ve(r € R — Jyz (z =

{y,2)))

Una relacion binaria es una clase de pares ordenados.
2. Dominio: Dom R ={z | Jy (x,y) € R}
3. Rango: Rang R ={z | Jy (y,z) € R}
4. Campo: Camp R = Rang R U Dom R

Definicién de relacién inversa, producto relativo y restriccién
1. Relacion inversa: R~ = {{(z,y) | (y,z) € R}
2. Producto relativo: R/S = {{z,y) | 3z ({x,2) € R A (z,y) € S}
3. Restriccion de una relacion a un conjunto:

R[A:{<$,y>|<$,y>€R A $€A}

Definiciones de propiedades de ciertas relaciones
1. R es reflexiva si y sdlo si: Vz (x € Camp R) — (z,z) € R)
2. R es simétrica si y solo si: Vay ((z,y) € R — (y,x) € R)
3. R es transitiva st y sdlo si:
Vryz ((z,y) € RA{y,z) € R — (z,2) € R)
4. R es irreflexiva si y sélo si: Vo (x € Camp R — (x,z) ¢ R)
5. R es asimétrica si y sdlo si: Vay ((z,y) € R — (y,z) ¢ R)
6. R es intransitiva st y sdlo si:
Veyz ((z,y) € RA(y,z) € R) — (x,2) ¢ R)
7. R es antisimétrica si y sdlo si: Vey ({(x,y) € RA{y,z) € R -z =1y)
8. R estd conectada syss:
Vay (z,y € Camp RAx #y — (z,y) € RV (y,z) € R)
9. R estd fuertemente conectada syss:
Vay(x,y € Camp R — (z,y) € RV (y,z) € R)
10. R es euclidea syss: Voyz ((z,y) € RA(z,z2) € R — (y,2) € R)
11. R es incestuosa syss:

Veyz ((x,y) € RA(x,2) € R— Ju ((y,u) € RA{(z,u) € R))
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Definiciones de relaciones de orden

1.

R es una relacion de orden (parcial) si y sdlo si R es una relacion
y R es reflexiva, antisimétrica y transitiva

R es un orden (parcial) sobre A siy sdlosi CampR=A y R es
una relacidn de orden

R es un orden lineal si y sélo si R es una relacion de orden y R esta
conectada

R es un orden lineal sobre A siy sdlo si CampR=A y R es una
relacion de orden lineal

Un conjunto parcialmente ordenado es un par (A, R) formado por
un conjunto A y un orden parcial sobre A.

Un conjunto linealmente ordenado es un par (A, R) formado por un
conjunto A y un orden lineal sobre A

Sea (A, R) un conjunto parcialmente ordenado y sea Y C A.
Un elemento a €Y es un elemento minimal de Y siy sdlo s

—Jz(z €Y A(z,a) € R)

Un elemento a € Y es primer elemento de Y (minimo de Y) siy
s6lo st
Ve(z €Y — (a,z) € R)

Un conjunto parcialmente ordenado (A, R) estd bien fundado si cada
subconjunto no vacio de A posee elemento minimal.

Cuando (A, R) estd linealmente ordenado y bien fundado decimos que
estd bien ordenado.

Definicién de funciones, composicién y propiedades

1.

Funcion: f es una funcion si y sélo si f es una relacion y
Vayz((z,y) € fA(x,2) € f =y =2)

Composicion: fog=g/f

f esuna funcion de A en B siysdlo si [ esuna funcion y Dom f =
Ay Rang f C B

f es una funcién parcial de A en B siy solo si f es una funcion
y Dom f C A y Rang f C B
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5. f es una funcién inyectiva si y sélo si f es una funcion y
Vayz ((z,y) € fA(zy) € f —x=2)

6. f:A— B es exhaustiva si y sélo si Rang f = A

7. f:A— B es biyectiva si y sélo si f es inyectiva y erhaustiva

5.3. Buenos 6rdenes e inducciéon

En un conjunto bien ordenado todos los subconjuntos no vacios tienen un
primer elemento. El principio de induccién es una consecuencia de esta impor-
tante propiedad.

De entre los subconjuntos de nimeros naturales destacan por su interés
los que poseen la siguiente propiedad: si tomamos un nidmero cualquiera del
conjunto y le sumamos uno, el resultado también estd en el conjunto.

Llamemos inductivos a los subconjuntos de los naturales que exhiban seme-
jante comportamiento y formulemos el principio de induccién asi:

St un conjunto G de nimeros naturales es tal que: 0 es elemento
de G y G esinductivo, entonces G =N

Podemos expresarlo de esta manera
P(0)&Vn(P(n) = P(n+1)) = VnP(n)

No voy a entrar en la aplicabilidad de este principio, sino en su justificacion.

sPor qué es verdad?

En la aritmética de Peano se toma como axioma y por lo tanto no tiene
sentido preguntérselo. Pero estamos en un contexto mucho mdas amplio, tanto
que tendria que servir de fundamento, incluso de teorias tan potentes como la
misma aritmética; aqui deberia no ser un principio, sino derivarse de otros més
generales. Para contestar a la pregunta resulta 1til plantearse esta primero:

spor qué funciona el principio de induccion?

Si queremos demostrar que todos los nimeros tienen una determinada pro-
piedad P es obvio que, al tratarse de un conjunto infinito, no podemos com-
probar uno a uno que todos los naturales cumplen P; sin embargo, basta con
ver que

P(0)&VYn(P(n) = P(n+1))

sPor qué?
Esta es la razon:
Supongamos que no todos los naturales tuvieran la propiedad P; es decir,

{n|-P(n)} #0.
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Habria un primer elemento de este conjunto; esto es, habria un m para el que
valdria —P(m) pero también, por ser m el primer elemento, valdria P(m—1).

Esto es justamente lo que queda excluido en una prueba por induccién;
porque demostramos

Vn(P(n) = P(n+1))

Retrocedamos un poco, spor qué tiene que haber un primer elemento en el
conjunto?

Lo que hace que funcione el principio de induccién matemética es el buen
orden de los naturales que nos garantiza que todo subconjunto tiene primer
elemento. Esto es, la seguridad de que ¥nP(n) se verifica en cuanto somos
capaces de probar que vale para el cero y para el siguiente de todos los que
tienen la propiedad, se apoya en el principio del buen orden.

sSe puede extender este método para que sirva no sélo con los conjuntos
numerables, sino también con los transfinitos (supernumerables)?

La respuesta es afirmativa, lo hacemos introduciendo a los ordinales.

Teorema 183 Sea (X, <) un conjunto bien ordenado. Y sea E C X tal que:
(1) el primer elemento de X es elemento de E

(2) para cada xz € X, si Yyly <z —y € E), entonces v € E

entonces E =X

La induccién para los naturales es una consecuencia directa de la induccién
para conjuntos bien ordenados cualesquiera.

Comparacion de conjuntos bien ordenados. Isomorfismos.

Definicién 184 Sean (X,<) y (X*,<*) dos conjuntos bien ordenados.
f: X — X* es un isomorfismo de ordenes si y sdlo si

(i) f es biyectiva

(ii) x <y = f(x) <* f(y), para todo x,y € X

Teorema 185 Sea (X, <) wun conjunto bien ordenado, Y C X y
f: X 2Y. Entonces = < f(x), para todo z € X.

Teorema 186 Sean (X,<) y (X*, <*) buenos drdenes. Si (X, <) 2 (X', <),
entonces el isomorfismo es dnico.

Comentario 187 EI que se trate de un buen orden es esencial en este teorema,
no bastaria que el orden fuera lineal.

5.3.1. Segmento

Definicién 188 Sea (X, <) wun conjunto bien ordenado y a € X. Llamamos
segmento de X determinado por a al conjunto

Xo={reX|xz<a}
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Proposicién 189 Sea (X, <) wun conjunto bien ordenado. No hay ningin
isomorfismo de X en un segmento de X

Proposicién 190 Sea (X, <) un conjunto bien ordenado y sea
A={X,|a€ X}

Entonces (X, <) =2 (A,Q)

5.3.2. Ordinal

Definicién 191 Un ordinal es un conjunto bien ordenado (X,<) tal que
X, =a, para todo a € X

Teorema 192 Sea (X, <) wun conjunto bien ordenado. Entonces las tres con-
diciones son equivalentes

(Vz,y € X)(z <y« X, C Xy xCy)
Teorema 193 Sea X wun ordinal. Si a € X, entonces X, es un ordinal.

Teorema 194 Sea X wun ordinal. Sea Y C X. Si Y es un ordinal, entonces
Y = X,, para algin a € X.

Teorema 195 Si X e Y son ordinales, entonces X NY es un ordinal.

Teorema 196 Sean X e Y ordinales. Si X # Y, entonces uno es un
segmento del otro.

Teorema 197 Si X e Y son ordinales isomorfos, entonces X =Y

Teorema 198 Sea (X, <) un conjunto bien ordenado tal que para cada a € X,
X, esisomorfo a un ordinal. Entonces X es isomorfo a un ordinal.

Cada conjunto bien ordenado es isomorfo a un tnico ordinal.

Comentario 199 Observaciones acerca de los ordinales:

Los Ordinales miden la longitud de los conjuntos bien ordenados

Si (X, <) es un conjunto bien ordenado, Ord(X) es el inico ordinal isomorfo
a X.

Por otra parte, si X e Y son conjuntos bien ordenados,

X2Y syss Ord(X)=0rd(Y)

Esta unicidad nos permite usar a los ordinales como “vara de medir” conjuntos
bien ordenados; es decir, Ord(X) es la longitud de X.
Inclusion (y pertenencia) bien-ordena a los ordinales
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5.4. Teoria axiomatica de conjuntos

Recordemos los componentes de una teorfa axiomética:
1. El lenguaje o signos formales de la teorfa.

2. Los axiomas, que son proposiciones acerca de los objetos de la teoria y
que imponen el funcionamiento de dichos objetos.

3. Los teoremas, que son todas las proposiciones demostrables con herra-
mientas légicas a partir de los axiomas.

En la teorfa de conjuntos axiomadtica de Zermelo-Fraenkel se usard el len-
guaje de la légica de primer orden. Las variables de dicho lenguaje se referirdn
a conjuntos; es decir, en la interpretacién usual todos los objetos serdn conjun-
tos. Es decir, existir serd sinénimo de ser un conjunto. El lenguaje bésico sélo
tiene el relator binario de pertenencia, pero se extiende, mediante definiciones
pertinentes, para dar cabida a operaciones, como vimos anteriormente.

Los conceptos primitivos de esta teoria son el de conjunto y el de pertenencia.
En realidad la mayorfa de los axiomas sirven para garantizar la existencia de
los conjuntos que nos interesa tener. Por ello la idea de construccion es esencial
en la teorfa axiomdtica de Zermelo-Fraenkel (que notaremos ZF).

En la versién axiomdtica de la teoria de conjuntos se respeta la idea fun-
damental de aceptar que una coleccién de objetos pueda ser un conjunto, pero
se impone la condicién extra de que todos los objetos de una coleccién deben
haberse formado antes de definir dicha coleccién, y de esta manera se evitardn
los problemas que conducian a las paradojas. Uno de los axiomas de la teorfa
—se verd con detalle mds adelante— impondrd esta restriccién:

“Si X es un conjunto ya construido, existe un conjunto Y
formado por los elementos de X que satisfacen un predicado P
que los describe —o lo que es lo mismo, una férmula con al menos
una variable libre—".

Asi un predicado describird un conjunto sélo si los objetos han sido ya cons-
truidos —son de otro conjunto X— y ademads satisfacen el predicado.

Anadiendo esta restriccién a la definicién de conjunto de Cantor desaparece
la paradoja de Russell ya que para que

U={z|z¢az}

sea un conjunto se deberia tener previamente el conjunto X a partir del cual
se construyese; es decir,
U={zeX|x¢x}

s Como se resuelve la paradoja?
Como se requiere partir de un conjunto ya admitido desaparece la contra-
diccién. Ahora, para cualquier B se verifica:

BeU« (BEXAB¢B)
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En realidad, puesto que la condicion B ¢ B la cumplen todos, U sera el
propio X. No estamos asi definiendo a la clase universal, es imposible que
exista el conjunto de todos los conjuntos; esa coleccién no tiene cabida aqui.
Los teoremas de ZF se derivan de los axiomas, pero para que tengan un cierto
interés deben mediar definiciones de conceptos y operaciones nuevas. Aunque
en principio podria usarse un célculo deductivo de primer orden, en la prictica
resulta desaconsejable pues en él cualquier demostracién se alargarfa en exceso.
Los axiomas de la teoria ZF' son propiedades indemostrables. que se aceptan
como verdaderas y que tienen por objeto garantizar que en la Jerarquia de
Conjuntos ZF todo lo construido sean conjuntos y asf evitar las paradojas.

5.4.1. Axiomas de Extensionalidad y de Separacién

Axioma 200 (de Extensionalidad):

VAB (A=B < Vz(r € A~z € B))

Este azioma asegura que el signo légico = para la igualdad de objetos de la
teoria coincide con la intuicidn de que dos conjuntos son iguales si tienen los
mismos elementos®.

Axioma 201 (de Separacion): VAIB Va(x € B — x € AN C(x))
Ezxpresa que si C(x) es una formula del lenguaje de la teoria de conjuntos, con
a lo sumo la variable x libre y A es un conjunto, entonces la clase (coleccion)

{z]xe ANC(z)}

es un conjunto. Fl axioma de separacion —llamado también de los subconjuntos—
obliga a que los conjuntos estén formados de elementos de conjuntos ya construi-
dos. Hay que observar que mds que un sélo axioma es un esquema de axiomas,
pues tenemos uno para cada predicado.

5.4.2. Axiomas del Par, de la Unién y de las Partes
Axioma 202 (del Par)

VAVB3C Vz(zr € C -z =AVx = B)

Ezpresa que si A y B son conjuntos entonces la clase {A, B} es un conjunto.
En particular, si A es un conjunto entonces la clase {A} es un conjunto
(por extensionalidad). Este axioma asegura que las colecciones de conjuntos son
conjuntos.

3En realidad sélo un sentido de la flecha tiene significado conjuntista: la flecha hacia la
derecha es una propiedad de la igualdad, que nada tiene de especial en teoria de conjuntos,
comparten todas sus propiedades los objetos iguales; la flecha hacia la izquierda indica algo
peculiar de la teoria de conjuntos, que sélo es relevante los individuos que pertenezcan a un
determinado conjunto, no las propiedaes que les hacen pertenecer a ellos.
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Axioma 203 (de la Union): VAIBVz(x € B« Jy(y € ANz €y))
Ezxpresa que st A es un conjunto la gran unién de A, LJA7 es un conjunto.

Axioma 204 (de las Partes): VAABVz(x € B <~ z C A)
Si A es un conjunto, entonces las partes de A, o (A), es un conjunto.

Teoremas

A partir de los cinco primeros axiomas se obtienen los resultados siguientes
que nos garantizan que las clases definidas con anterioridad son conjuntos.

Proposicién 205 Si A y B son conjuntos entonces AUB, ANB, A— B,
{A,B}, p(4), UA, ﬂA son conjuntos.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de los axiomas. ®

Proposicién 206 Si A y B son conjuntos entonces A X B es un conjunto.
Demostracion. Es consecuencia de que

Ax B C p(p(AUB))
y de los axiomas de la unidn y de las partes. m

Como consecuencia de la proposicién precedente las relaciones obtenidas a
partir de productos cartesianos también serdn conjuntos.

Lo que no se puede deducir a partir de los axiomas anteriores es que la
imagen por una funcién de un conjunto sea un conjunto. Necesitamos un nuevo
axioma para ello.

5.4.3. Axioma de Reemplazamiento

Axioma 207 Axioma de Reemplazamiento:
VaIlyC(z,y) — YAIBVy(y € B « Jz(z € AN C(z,y))

Ezxpresa que la imagen de un conjunto por una funcion es un conjunto.

5.5. La Jerarquia de Zermelo

5.5.1. Construccién de la Jerarquia

Ahora podemos presentar con rigor la jerarquia de conjuntos de Zermelo
Fraenkel, y responder a las preguntas que nos hicimos cuando habldbamos del
universo matemdtico y se proponfa la construccién de los conjuntos de la teoria
partiendo de una coleccién inicial Mg de objetos dados y formando a continua-
cién una coleccion My de objetos de My, después My de objetos de My
y de M vy asi sucesivamente. Una posibilidad seria la siguiente: reunir en el
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conjunto A a todos los objetos que sin ser conjuntos queremos que formen
parte de ellos, les llamaremos dtomos. Y procedemos a construir la jerarquia

Mo CM; ST My C ..

poniendo Mgy = A; en el nuevo nivel M; ponemos ademds a los conjuntos
que se pueden formar con los dtomos

My = MoU p(Mo) = AUp(A)

El tercer nivel incluye lo anterior y todos los conjuntos de objetos del nivel
precedente

Mo = My U p(My)

En general

Mn+1 =M,U W(Mn)

Sin embargo, aun siendo infinita, esta jerarquia no contiene suficientes con-
juntos; por ejemplo, aunque @ € My, {&} € Ms, {{&}} € M3, no hay ningtin
conjunto que los reina a todos,

{9, {g}, {{a}}, .}

por lo que anadimos un nuevo nivel w
Mw :MOUMl UMQU...

La construccién no termina aqui, pues seguimos anadiendo niveles.

Esta es la descripcion habitual de la jerarquia de Zermelo, que se representa
normalmente como un cono en cuyo eje se sitian los ordinales (ver figura: 5.1).
A mi me gusta representarlos como una escalera interminable en cuya superficie
se hallan los ordinales (ver figura: 5.2).

No obstante, podemos simplificar la jerarquia haciendo que el conjunto A sea
&. Perdemos asi la posibilidad de formar conjuntos de sillas, o de calcetines,
pero en realidad sélo nos interesan los objetos mateméticos y éstos estdn, como
veremos.

1. ;Cudl serd nuestra coleccion de partida, Mg?
Nuestro origen es My = 0; en el nivel inicial sélo ponemos el conjunto
vacio, que denotaremos Vjp.

Vo=10

2. sQué conjuntos de objetos de niveles inferiores se toman para formar nue-
v0s niveles en la jerarquia?
Supdngase que hemos definido ya V.
& Qué conjuntos de miembros de V, tomaremos para formar Vei1?.
Simplemente consideraremos (V,) el conjunto potencia o de las partes



5.5. LA JERARQUIA DE ZERMELO 149

1 L

Y MA
X

\

N\

et
”pﬂ z 7

Figura 5.1: Jerarquia con dtomos

de V,, cuyos elementos son los subconjuntos de V,. Por tanto, dado el
nivel V,, formamos

Var1 = P(Vc:)
Y cuindo A es un ordinal lfmite y hemos definido V, para cada a < A,

definimos
W= Va
<A
Es decir, en estos momentos recopilamos todos los niveles anteriores.
Esta definicién por casos —cero, ordinal sucesor y limite— puede compri-
mirse, para cualquier o

Vo= | 0(Vs)

f<a

3. ; Hasta ddnde se ertiende esta jerarquia?
La jerarquia de conjuntos no tiene fin; siempre se pueden construir nuevos
conjuntos. Para cada ordinal o debe haber un nivel V,. Sus miembros
son conjuntos cuyos elementos estdn en los niveles previos; en

U vs
B<a

Finalmente, la jerarquia de Zermelo Fraenkel de todos los conjuntos es:

V= V,
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Figura 5.2: Fscalera de blogues

Como vemos, la construccién se efectia de manera muy similar a los M,;
mediante recursién sobre los ordinales formamos la cadena de los distintos
niveles

VoCWViCVaC ..

de la forma arriba indicada: Vy = 0, V1 = p(Vo) = {0}, Vo = p(V1) = {0,{0}},
etc.

De hecho, se simplifica algo para los ordinales sucesores, como los nime-
ros naturales, pues siempre que tengamos un nivel V, construiremos el nivel
siguiente

vﬂ+1 = P{Vn)

Y para construir el nivel V,, tomamos la unién infinita de los niveles previos,
como en M,

Vo=VoUViUVWs...

y continuamos,
Vo1 = S’J(Vw)

Comentario 208 Si comparamos esta jerarquia con la que admite dtomos ve-
mos que esta es mds estilizada y su construccidn mds simple (ver figura: 5.3).

Como se coment6 con anterioridad la jerarquia de Zermelo es una buena
representacién intuitiva de nuestro universo matemsdtico. Serfa conveniente que
respondiera a todas las expectativas planteadas en apartados precedentes y tam-
bién, lo cual es extremadamente importante, que el marco axiomético en el que
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Figura 5.3: Cono de conjuntos

nos movemos; a saber, la teorfa de Zermelo Fraenkel, garantizara su construc-
cién. De hecho, se puede ver al revés, se eligieron los axiomas justamente para
que nuestra construccién pudiera llevarse a término.

» Se observa en primer lugar que en toda la construccién hay una operacién
bdsica: formar el conjunto potencia o de las partes de un conjunto g (z)

= Otra de nuestras preocupaciones era que pudieran construirse sdlo co-
lecciones matemaéticas. Esto estd garantizado porque hemos optado por
empezar con el (), descartando a los 4tomos, y formamos el universo

v={J V.
aE0rd

mediante construcciones que no introducen objetos que no sean matemati-
cos. Sin embargo, V no es un conjunto.

= Finalmente, todas las colecciones mateméticas estdn, porque tenemos el
axioma de separacién.

5.5.2. Axiomas involucrados en la construccién de la je-
rarquia
Hemos ya formulado el axioma de separacién y dejaremos para un trata-

miento posterior los axiomas de eleccién y constructibilidad.
¢ Cuales son los principios usados en la construccion de la Jerarquia?
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Claramente

v=J Va

acOrd

no es una férmula del lenguaje de primer orden que estamos usando. En su
construccién usamos lo siguiente:

1. Tomamos como operacién bdsica la de partes, p(z). El axioma de las
partes de un conjunto

VAIB(Vz(x € B VYylyexz —y € A))

permite formar un nuevo conjunto con todos los subconjuntos de uno dado,
A. Este axioma nos permite pasar de V,, a V411, haciendo Va1 = p(V,)

¢ Qué sucede cuando « es un ordinal limite?

2. Debemos poder formar la unién de colecciones de conjuntos. El axioma de
la unién,
VAIB(Vz(z € B+ Jy(ly € Anz €vy))
dice que dado un conjunto A hay un conjunto cuyos elementos son los

elementos de los elementos de A. El axioma de la unién nos permite
formar V,, cuando « es un ordinal limite, haciendo

Vo=|J Vs

B<a

Es decir, V,, = U{V5 | B < a}.

Pero, ssabemos si {Vg | B < a} es un conjunto?.

En realidad, podriamos conseguirlo a partir de {8 | 8 < a} reemplazando
cada B por Vg. Para ello necesitarfamos contar en la jerarqufa de conjun-
tos con los ordinales y utilizar el axioma del reemplazamiento. Dejemos
de momento de lado a los ordinales, supongamos que ya los tenemos.

3. El axioma de reemplazamiento dice que si tenemos una férmula C(z,y)
tal que a cada conjunto a le asigna un unico conjunto b tal que C(a,b)
entonces, a partir de un conjunto A cualquiera podemos definir otro B
en el que los elementos a de A son reemplazados por los b que cumplen

C(a,b)
VaIlyC(z,y) — YAIBYy(y € B « Jz(xz € ANC(x,y)))

Retomemos la cuestién anterior,

¢ Qué necesitamos para poder construir los ordinales?

4. En primer lugar, necesitamos el conjunto vacio (). Para ello afiadimos el
axioma que dice que hay un conjunto que carece de elementos

dBVz(x ¢ B)
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También necesitamos el axioma de infinitud, que dice que hay un conjunto
que contiene al @) y que es inductivo —est4 cerrado bajo la operacién del
siguiente—

B € BAVy(ly € B— yU{y} € B))

Los dos tltimos axiomas, afirman la existencia de ciertos conjuntos. Esto
contrasta con el resto, que proporcionan reglas mediante las cuales se
forman conjuntos a partir de conjuntos existentes. (En realidad, el axioma
del conjunto vacio no es necesario, pues es demostrable a partir de infinitud
y de separacion.)

sFaltan mds axiomas?

El axioma de extensionalidad, que usdbamos desde el principio en la teoria
bésica, expresa el criterio fundamental de la teoria de conjuntos que dice
que identificamos los conjuntos que tienen los mismos elementos. No esta-
mos interesados en los predicados que definen a los conjuntos, sino en los
objetos que finalmente caen bajo ellos, los que los cumplen. Sobre todo,
el principio de extensionalidad nos permite demostrar la unicidad de los
conjuntos cuya existencia garantizan otros axiomas.

sHemos expresado ya que el universo de conjuntos estd formado exclusi-
vamente por los elementos de los distintos niveles?

En realidad, cuando se tiene el resto de los axiomas mencionados y el
axioma de separacién, se puede demostrar que el principio asi expresado
equivale al siguiente

Axioma de fundacion. Dicho principio dice que € es una relacién bien
fundada. Lo expresamos asi:

Ve(x £0 — Jyly ez AyNaz =0))

Anadamos, pues estos axiomas a la lista

Axioma 209 (conjunto vacio) (). ABVz(x ¢ B)

Axioma 210 (de infinitud) 3B(0 € BAYy(y € B — yU{y} € B))

Axioma 211 (de fundacién) Va(z #0 — Jy(y € z Ay Nz =0))

5.6.

Los Axiomas de Eleccién y Constructibili-
dad

Los axiomas presentados anteriormente permiten justificar que todos los

eleme

ntos utilizados en la construccién de la Jerarquia de Conjuntos de Zermelo
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Fraenkel son conjuntos. Esos axiomas y la teorfa de conjuntos que se deriva de
ellos se conoce como teorfa ZF.

Existen extensiones de ZF consistentes en anadirle uno o varios axiomas;
s6lo nos ocuparemos ahora de las que se obtienen con dos de ellos en particular:
el de eleccién y el de constructibilidad.

5.6.1. Axioma de eleccién
Su enunciado es muy sencillo. Sea
B={A;|iel}

una coleccién infinita de conjuntos no vacios y disjuntos dos a dos (ver figura:
5.4)

Figura 5.4: Funcidn de eleccion

El axioma establece la existencia de un conjunto que toma un elemento z; de
cada conjunto A; € B. Su formulacién podrfa hacerse asf:

Dado un conjunto B de conjuntos no vacios y disjuntos, hay
un conjunto que tiene un elemento de cada conjunto de ‘B

Russell pone el famoso ejemplo de los calcetines: Dada una coleccién infinita
de pares de calcetines, el axioma de eleccién nos permite elegir uno de cada
par. El problema se plantea con los calcetines, pero no con los zapatos, ya que
podemos elegir el izquierdo de cada par no necesitando axioma de eleccién para
ello.
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¢ Por qué un axioma tan sencillo ha originado tanta controversia?

Muy posiblemente se deba a la naturaleza no constructiva del mismo, a que
asegura la existencia de un conjunto, pero sin indicar cémo se construye.

La mayor parte de los axiomas hasta ahora introducidos nos indican el modo
de formar conjuntos a partir de otros previamente construidos, mediante ope-
raciones de diversa indole, o porque satisfacen ciertos predicados.

La formulacion explicita del axioma de eleccién se atribuye a Zermelo, aun-
que Peano ya aludié a él y Cantor lo usé, posiblemente sin advertirlo. En 1904
Zermelo demostré que todo conjunto puede ser bien ordenado usando la deno-
minada funcidn de eleccion que de cada subconjunto de un conjunto cualquiera
elige un elemento. Esta versién difiere levemente de la mencionada, pero es
equivalente. El principio del buen orden no es nada desdenable, es fundamental
para realizar pruebas por induccién sobre conjuntos de cualquier cardinalidad
y equivale o implica muchos principios mateméticos bdsicos, como veremos méds
adelante.

Tomemos como axioma la primera de las formulaciones y expresémosla en
l6gica de primer orden.

Axioma 212 (de eleccion): VA(D ¢ ANVzy(z € ANy € Ahz £y — zNy =)
— dBVz(z € A — 3lw(v € zN B)))

Asegura la existencia de un conjunto B obtenido a partir de una coleccién
cualquiera A de conjuntos no vacios y disjuntos dos a dos. De cada conjunto
de A elige un unico conjunto para poner en B.

Este enunciado no se puede derivar del resto en la teoria ZF, y si queremos
asegurar la existencia de las llamadas funciones de eleccién o de la buena orde-
nacién de cualquier conjunto, debe anadirse. La teoria de conjuntos axiomaética
resultante se conoce con las siglas ZFC (C del inglés Choice), y es la que en
realidad se toma como teorfa de Zermelo Fraenkel.

Si ZFC fuera consistente tendria un modelo? y todo lo que se demostrase
formalmente en esta teoria seria verdadero en el modelo. Sin embargo, como
consecuencia del teorema de Godel no hay esperanza de poder demostrar la
consistencia de la teorfa ZFC, ya que para hacerlo tendrfamos que efectuar la
prueba en una teoria mas potente que ZFC| cuya consistencia seria aiin més
dificil de establecer. Otro de los resultados de Gédel muestra que si ZFC' fuera
inconsistente también lo seria ZF. Por lo tanto sélo es necesario suponer que ZF
es consistente para asegurar también que ZFC lo es.

4Nos gustarfa que el universo de Zermelo, junto a la relacién habitual de pertenecia
U=,
fuera un modelo de la teoria ZF. Sin embargo, para evitar problemas graves de autorreferencia

habiamos convenido en exigir que los universoso de las estructuras fueran conjuntos y V no
lo es.
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Otras formulaciones del axioma de eleccién

De entre las numerosas formulaciones del axioma de eleccién, cabe destacar
las siguientes:

1. Para cada relacién R hay una funcién f tal que

f € R y Dom(f)=Dom(R)

Esta formulacién la usamos para demostrar el criterio de exhaustividad
para funciones. A saber, que una funcién f: A — B es exhaustiva si y
sélo si hay una funcién ¢ : B — A que compuesta con ella produce la
identidad sobre B. Puesto que la funcién f no tiene porqué ser inyectiva,
su reciproca normalmente no serd funcién. Para asegurarnos de que existe
g usamos eleccion.

2. El producto cartesiano de conjuntos no vacios es no vacio.

3. Para cada conjunto A hay una funcién f —llamada funcion de elec-
cion— tal que el dominio de f es el conjunto de los subconjuntos no
vacios de A y tal que f(B) € B paracada B C A.

La demostracién de la equivalencia entre estas formulaciones es ficil, y tam-
bién lo es que todas se derivan de la que hemos tomado, esto es, el axioma
nimero 212. Veamos, pues, que hay siempre una funcién de eleccién, usando
para ello el axioma.

Proposiciéon 213 La formulacion precedente se sigue del axioma de eleccion.
Demostracion. Sea B una familia de conjuntos no vacios

B={X|XeB

Para poder aplicar el axioma de eleccidn necesitariamos que fueran disjuntos
dos a dos, para lo que utilizamos el siguiente truco. Para cada X € B sea
Sx el conjunto de pares ordenados (X,a) tales que a € X

SX:{X}XX

Ahora la coleccion {Sx | X € B} estd formada por conjuntos mo vacios y
disjuntos. Utilizando el axioma elegimos un zx de cada Sx que serd de la
forma

(X,ax) con ax € X

y sucede para cada X € B. Hemos obtenido asi una funcién f que a cada
X e®B leasigna f(X)=ax =
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Importancia del Axioma de Eleccién

La importancia del axioma de eleccion es tal que la matemaética sin él cambia
radicalmente. Cito a continuacién tres principios que equivalen o se siguen del
de eleccién, para justificar lo que digo.

1. Equivale al principio del buen orden. VAIR(R bien ordena A).
El axioma asegura que es posible definir un buen orden en todo conjunto,
y como todo conjunto bien ordenado es isomorfo a un ordinal, serd posible
“medir” los conjuntos usando los ordinales.

2. Implica el Lema de Zorn: “Todo conjunto ordenado en el que cada cadena
posea cota superior, tiene elemento maximal”.

3. El Lema de Zorn implica el Principio de Hausdorff: “En todo conjunto
ordenado cada cadena puede extenderse a una cadena mazximal”

5.6.2. Axioma de Constructibilidad

Dentro de cualquier posible modelo de Zermelo-Fraenkel
U=V,

habria siempre un modelo que normalmente seria mas pequeno, formado por su
parte constructible. La parte constructible de un modelo de ZF es el menor
submodelo de ZF que contiene los nimeros ordinales y que contintda siendo
modelo de ZF.

Cuando se defini6 la jerarquia de conjuntos de Zermelo Fraenkel usamos
como nocién bdsica la del conjunto de las partes, o potencia de un conjunto

Va-i-l = p(Va)

Sin embargo la nocién de subconjunto es poco descriptiva y cuando nos hace-
mos preguntas tales como “qué es un subconjunto arbitrario del conjunto de los
numeros naturales” y cudntos de ellos hay, no es posible responder sin determi-
nar lo que se entiende por subconjunto. Podemos tomar como nocién de conjunto
la de una coleccién descriptible por una férmula expresada en el lenguaje formal
de la teorfa de conjuntos. De esta manera obtendremos los conjuntos necesarios
en matemadticas, excepto quizds los conjuntos “no-constructibles” provenientes
del axioma de eleccién.

Por analogfa con la jerarquia de Zermelo V,, donde « es un ordinal, dare-
mos una imagen intuitiva de la jerarquia constructible L,. Empezamos como
en V con el conjunto vacio y coincidiendo con los ordinales limite hacemos la
recopilacién de todo lo anterior tomando la gran unién de todos los niveles ya
construidos. La unica diferencia afecta al paso crucial « + 1 mientras que en
Vat+1 tomédbamos a todos los subconjuntos de V,, en L4417 tomamos a una
seleccién de ellos: sélo los subconjuntos definibles de L. Asi se puede redefi-
nir la jerarquia de conjuntos sustituyendo la nocién de conjunto de las partes
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de un conjunto por la de conjunto descriptible de las partes de un conjunto.
Indicaremos el nivel « € Ord de la jerarquia por la nueva notacién L.
Para 0, entonces
Lo=10
el primer nivel, como en la jerarqufa de Zermelo, sélo tiene el vacfo.
Para ordinales sucesores

L1 = PARAM.DEF(Lq, L)

donde L, = (L4, €Y N(L,)?)) yse usael lenguaje de la teorfa de conjuntos L€.
Asi pues, tomamos todas las colecciones de elementos de L, que son definibles
con férmulas del lenguaje de la teorfa de conjuntos, admitiéndose usar variables
como parametros.

Y cuando es un ordinal limite, A

L= Ls
B<A

Un conjunto X es constructible syss hay un « tal que X € L. La clase
de todos los conjuntos constructibles se denomina universo constructible y es
denotada por L.

Esto es, la jerarquia constructible de todos los conjuntos es:

L= J La

a€eOrd

Si comparamos a L con la jerarquia de Zermelo vemos que
Ly, CV, paratodo «

De hecho, puesto que los conjuntos finitos pueden definirse con facilidad, £, =
V. vy por lo tanto L, =V,.

Normalmente, sin embargo, L,11 # Vy+1 —porque en p(w) puede haber
una cantidad supernumerable de conjuntos y sélo una cantidad numerable de
ellos pueden definirse mediante férmulas de L‘—. También se ve facilmente que
L, € Lg cuando a < . Pero si comparamos el ritmo de crecimiento de esta
jerarquia con la de Zermelo, el de la constructible es bastante lento.

El azioma de constructibilidad equivale a la afirmacién de que todo conjunto
es constructible. Esto significa que s6lo aceptamos como conjuntos a los de esta
clase. De manera informal expresamos este axioma asi:

Axioma 214 (de Constructibilidad) L =V .

Se demuestra que la teorfa ZF més el axioma de Constructibilidad garantiza
la definicién de todos los niveles de la jerarquia constructible, pero no se sigue
de ZF.

La ventaja de anadirlo es que en ZF + (L = V) podemos definir qué es
un subconjunto y efectivamente construir la jerarquia, ademds en esta teoria el
axioma de eleccién se deriva como teorema.
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Teorema 215 En la teoria ZF + (L = V), cada conjunto puede ser bien
ordenado.

5.7. Clases y Conjuntos en (Godel-Bernays-Neumann

La tunica diferencia que representa esta jerarquia respecto de la jerarquia de
Zermelo es que GBN termina, ya que se anade un nivel superior en donde se
aceptan como clases todas las colecciones de conjuntos de V; incluso la clase
Q) = Ord de los ordinales o la propia V), formada por todos los conjuntos. Estas
son lo que se denominan clases tltimas en la presentacién habitual.

En GBN tenemos un axioma de definicién de clases sin restricciones. In-
tuitivamente el axioma dice que toda subcoleccién de V se anade a )V para
obtener V*. De esta forma

VE=Vvu{{z eV /p}/ ¢ € FORM(L)}

Comentario 216 La teoria usualmente tomada como basica es ZFC. Sin em-
bargo es posible obtener muchos resultados matemdticos sélo con ZF. Por otro
lado, la teoria de conjuntos constructible puede parecer mdas natural y algunos
matemdticos la adoptan, aunque la jerarquia de conjuntos mds aceptada es V
y el axioma de constructibidad es muy discutido, como lo sigue siendo el de
eleccion en muchos autores.
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Capitulo 6

Loégica de clausulas de Horn

6.1. Introduccion

La l6gica de las cldusulas de Horn es una parte de la 16gica de primer orden.
Fue definida por McKinsey [5] en 1943, cuando investigaba problemas de decidi-
bilidad. Entre 1956 y 1970 Mal’tsev demostré que constituye el formalismo ideal
para el dlgebra universal. En 1970 se demostré que la teoria de la prueba de la
l6gica de las cldusulas de Horn era especialmente potente. En 1979 Kowalski [4]
hizo notar que las sentencias de una teoria de cldusulas de Horn tienen una lec-
tura bastante natural como instrucciones de un computador. Siguiendo dichas
instrucciones el computador encuentra las pruebas de los teoremas de cualquier
teorfa asi expresada.

Esta idea se ha usado con enorme éxito en programacién légica, tanto en
Prolog como en Datalog.

6.2. Definicion de formulas de Horn

El lenguaje es el de primer orden y la formacién de férmulas es la misma.

Definicién 217 Se llaman hechos a las férmulas atémicas. Si son distintos de
L se llaman estrictas.

Definicién 218 Se llaman reglas a las férmulas de la forma
at A ... Na, —

donde todas las formulas ay,...,c, y B son atémicas (a [ se le llama la
cabeza y a las otras el cuerpo). Se puede decir que un hecho es un caso extremo
de regla; cuando su cuerpo es Q.

Definicién 219 El conjunto de las formulas bdsicas de Horn es la union
de los anteriores.

165
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Definicién 220 Una férmula bdsica de Horn es estricta si no contiene el signo
para lo falso, L

La férmula
ar A...Nay — L

no es estricta, equivale a
-1 V.. Voo,

Una regla de Horn estricta equivale a
—a1 V...V may V B
donde todas las férmulas aq, ..., a,, y B son estrictas.

Definicién 221 Decimos que v, A ... A7, es una formula de Horn sin
cuantificadores, si cada v; es una férmula bdsica de Horn.

Definicién 222 Decimos que Qo es una formula de Horn, si QQ es una
cadena de cuantificadores y « es una férmula de Horn sin cuantificadores.
Decimos que es estricta si no usa 1y que es una sentencia, si no contiene
variables libres.

Definicién 223 Una teoria de Horn es un conjunto de sentencias de Horn

Ejemplo 224 Para expresar “cada cadena de caracteres tiene una longitud, que
es un numero natural” podemos usar esta férmula

Vz(cadena(x) — Jy(longitud(xy) A n°natural(y)))
que, aunque no es una sentencia de Horn, se reescribe ast:
Va3y((cadena(z) — longitud(zy)) A (cadena(z) — n°natural(y)))
esta dltima es una sentencia de Horn estricta

Definiciéon 225 Una sentencia de Horn universal es una sentencia de
Horn que sélo contiene cuantificadores universales.

Puesto que la férmula

Va(a A B)

es equivalente a
Vea AVzf

cada sentencia de Horn universal puede escribirse como conjuncién de sentencias
de la forma
Vaq...xp0

siendo « una férmula bésica
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Definicién 226 Se llaman clédusulas de Horn a las formulas
V... x0
Dependiendo de si la formula o« es un hecho o una regla, la cléusula también

Definicién 227 Una teoria de cldusulas de Horn es un conjunto de sen-
tencias que tienen esta forma
lexkﬁ(xvl‘k)

Vay..xg(a (21...xp) A oo A ap(21...2) — B(z1...2%))

6.3. Importancia de estas férmulas

sHay alguna razon que explique porqué la légica de las cldusulas de Horn es
tan 4til y sus propiedades tan interesantes?
Hodges responde a esta pregunta asf:

Cldusulas de Horn e induccién
Las cldusulas de Horn permiten construir conjuntos inductivamente
Ejemplo 228 FEsta es una teoria de clausulas de Horn
par(0)
YV (par(x) — impar(siguiente(z)))
Va(impar(z) — par(siguiente(z)))
Esta teoria sirve para formar inductivamente dos conjuntos: el de los pares
y el de los impares. Este ejemplo es tipico: los hechos de Horn nos dicen qué
elementos debemos poner en el conjunto al empezar, las reglas de Horn nos dicen

que otros elementos debemos ir anadiendo, en funcién de los que ya tengamos
en ese momento.

Ejemplo 229 Imaginad una base de datos que almacena la informacion de la
red de autobuses: como llegar de una ciudad espanola a otra utilizando este
transporte

Va enlazada(x, x)

enlace directo(Salamanca, Madrid)

enlace directo(Barcelona, Salamanca)

Vay (enlazada(z,y) — enlazada(y,x))
Vryz (enlazada(z,y) A enlace directo(y, z) — enlazada(z, z))

De esta forma conseguimos los pares de ciudades que estdn enlazadas mediante
autobis, tanto si es directo, como con transbordo.
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Subteoria de hechos atémicos

Dada una teoria T cualquiera de cldusulas de Horn, existe un tnico con-
junto S (es el menor de los que existen) formado exclusivamente por hechos
atémicos, que deben ser verdaderos para que lo sean las féormulas de 7. Los
hechos atémicos de S son descripciones de los conjuntos y relaciones defini-
dos mediante T'. En el ejemplo de los autobuses, el conjunto S contiene estas
sentencias

enlace directo(Salamanca, Avila)

enlace directo(Zamora, Salamanca)

En el ejemplo de los pares y los impares el conjunto es infinito.

Esta propiedad de poseer una subteoria atémica con tan buenas prestaciones
no la tiene cualquier teorfa légica; basta pensar en cualquiera que contenga esta
férmula

pVyq

Elementos de S

El conjunto S (que define el modelo inicial de la teoria T') estd formado
por las férmulas atémicas que se deducen a partir de 7.

Debido a esta condicién y a la mencionada en el apartado anterior, las dife-
rencias entre verdad y demostrabilidad para cldusulas de Horn no es tan clara
como en el resto de la l6gica de primer orden. Ello permite una simplificacién
de la metateorfa y abre ciertos debates tales como si una Base de Tipos es una
teorfa (un conjunto de sentencias) o un dlgebra (un modelo)

Procedimiento de prueba

Se puede demostrar que una sentencia dada estd en S siguiendo el proce-
dimiento mediante el cual se definen los conjuntos en la teoria T.

6.4. Niveles de estudio

El conjunto S puede estudiarse a tres niveles diferentes. En el inferior, se
analiza su construccién; esto nos lleva a la semdntica del punto fijo del Prolog
(Emden-Kowalsky). En el segundo se observan los itinerarios de prueba; nos con-
duce a la definicién de un célculo especifico para cldusulas de Horn, directamente
emparentado con la metateorfa. Finalmente, se describe la coleccién completa
de todas las pruebas y se examina el modo de encontrar entre ellas una concreta,
la de un hecho preciso. Al traducir estas pruebas simples en pruebas mediante
resolucién nos encontramos cémodamente instalados en la programacion légica.
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6.5. Usos destacados

Como se sugiri6 en el apartado 6.3, las cldusulas de Horn aparecen cuando se
selecciona a los elementos de un conjunto mediante la aplicacién de reglas. Por
ejemplo, el conjunto de las oraciones de una gramética (de una lengua natural
cualquiera, pero que posea estructura de frases) se obtiene al aplicar las reglas
a un léxico bdsico. Se puede escribir el léxico bdsico como un conjunto de hechos
y las reglas como cldusulas de Horn. (No es una casualidad el hecho de que
el creador del Prolog, Alain Colmenauer, fuera un investigador de lingiifstica
computacional.)

Fl resultado apunta a otro mucho més general: todo conjunto recursivamente
enumerable puede ser definido mediante una teoria de cldusulas de Horn.

Puesto que el conjunto de los teoremas légicos de la 1égica de primer orden
es recursivamente enumerable, la l6gica de cldusulas de Horn puede servir para
simular toda la l6gica de primer orden. Siendo esto asi resulta que el problema
de la decisién para la légica de primer orden y para su subteoria de cldusulas
de Horn es de la misma complejidad computacional.

Sin embargo, hay ciertos conjuntos de sentencias de Horn que, desde el punto
de vista de la teorfa de la decidibilidad, se comportan mucho mejor que sus
sentencias asociadas de primer orden.

La légica ecuacional es un caso particular de cldusulas: las identidades son
hechos de Horn y los axiomas de sustitucién son leyes de Horn. Justamente
aqui es donde se establece el vinculo entre el dlgebra universal y nuestras clau-
sulas. Las reglas de reescritura son las que mayormente se utilizan en la légica
ecuacional; en nuestra légica se anaden a éstas las proposicionales.

6.6. Conversion

En el ejercicio 224 vimos que atin cuando las sentencias de primer orden no
sean de Horn, algunas de sus equivalentes podrian serlo.

s Como sabemos cuando se puede reescribir una sentencia de primer orden
dada en una de Horn y cuando no?

A veces la conversién no es tan inmediata, requiriendo un cambio de lenguaje.

Ejemplo 230 Aunque esta férmula no es de Horn
Va(p(z) — Jy(y = g(z) Ar(y)) V q(z))
es légicamente equivalente a esta otra

Va3y(((y # 9(z) A —q(2)) = =p(x)) A ((=r(y) A ~q(z)) = —p(2)))

que aunque tampoco lo es, se convierte al cambiar —p,—q y—r porp,q y r e
introducir D(z,y) por x #vy. El resultado es la férmula

Va3y(((D(y; 9(x)) A q(z)) — pz)) A ((F(y) A gle)) — ple)))



170 CAPITULO 6. LOGICA DE CLAUSULAS DE HORN

A este procedimiento se le denomina renombrado y a la funcién correspon-
diente funcion de renombrado.

No siempre se puede convertir un conjunto de sentencias en sentencias de
Horn mediante este procedimiento.

Va(p(z) V q(z) V r(z)),
Ejemplo 231 Este conjunto gigl—)'(]il;/\;‘ggg x ::g%%: no es converti-
Va(-p(z) V ~q(z) V r(z))

ble.

La respuesta a la pregunta planteada sobre si hay un procedimiento general
para determinar convertibilidad nos la proporciona el siguiente teorema.

Teorema 232 (Lewis 1978). Sea T un conjunto de clausulas vy, ...,7y,, donde
cada vy; es de la forma
Vf(av’h V..V akh,h)

Sea TTewis g teoria formada por todas las sentencias de la forma
Vf(ai,h V..V Oéj’h)

donde V. < h<m y V <1i < j < k. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1.  Existe una funcion de renombrado que convierte T en un conjunto de
clausulas de Horn

2. La Teoria TTews es consistente.

6.7. El cdlculo simple de Horn

Por supuesto, cualquier cédlculo de primer orden serviria, pero éste refleja
) )
mejor el comportamiento de las cldusulas de Horn.

Definicién 233 Una T-inferencia es un diagrama de sentencias de la forma

1 (7). (D)
5

stendo
VZ(a1(T) A ... A an(T) — B(T))

una sentencia de T y T una secuencia de términos cerrados. Cuando mn =0
tenemos

siendo

un hecho.
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Definicién 234 Una T—prueba de una sentencia atémica -~ a partir de
una teoria de cldusulas de Horn T se define como un drbol formado por
T—inferencias que cumple:

1. Las T—inferencias de inicio no tienen premisas (provienen de hechos)

2. ~ es la sentencia final

3. L no ocurre jamds en el drbol, excepto, tal vez, al final.

Vep(x)
Vi (p(z) — q(z))
Ejemplo 235 Sea T = Va(p(z) Aq(z) — r(x)) p la deduccion es ast:
vx(?"(f(ﬁ(b“))) -1

Notacién 236 FEn el caso anterior decimos que 1 es deducible de T en el
cdlculo simple de Horn y usamos esta notacion

T l_simple €

6.8. Modelo inicial

Cuando una teoria de cldusulas de Horn es sintdcticamente consistente, tiene
modelos muy simples; en particular tiene un modelo inicial, &

Definicién 237 Sea T wuna teoria de cldusulas de Horn y & un modelo.
Decimos que ¥ es un modelo inicial de T si se verifica lo siguiente:

. . X 393
1. Cada elemento del universo de I tiene esta forma p* (es la denotacion
de un término cerrado)

2.  Para cada sentencia atdmica se cumple:

SEa syss T Fgimple

3. & es un modelo de T



172 CAPITULO 6. LOGICA DE CLAUSULAS DE HORN

Usos de los modelos iniciales

Una de las aplicaciones de los modelos iniciales es de indole psicolégica. En
deduccién automética es importante subrayar la relacién légica entre férmulas.
De manera natural tratamos de usar el significado de la férmula. Es dificil
comprender c6mo se puede usar el significado de una férmula sin dar un modelo
de ella; una interpretacién seméantica. Este es justamente el problema: lo normal
es que las relaciones légicas entre férmulas no sean privativas de un modelo,
de una interpretaciéon particular, sino de todas en conjunto. I' F o significa
que todas las interpretaciones que son modelo de I' lo son también de «.
Toda teorfa de cldusulas de Horn sintdcticamente consistente tiene la siguiente
propiedad: ser deducible a partir de I' equivale a ser verdadera en el modelo
inicial: Por lo tanto podemos asociar la deducibilidad a partir de I' con la
verdad en su modelo inicial.

Con todos los reparos hacia el psicologicismo es interesante senalar las tesis
de Johnson-Laird y Byrne; segin ellos cuando las personas normales deducen
algo lo que hacen es representarse modelos esquematicos de las premisas y exa-
minarlos. La dificultad de una deduccién (medida en el tiempo que se tarda en
hacerla o en la cantidad de gente que se equivoca) est4 directamente relacionada
con la cantidad de modelos que deben ser examinados: Si ello es cierto, deducir
sentencias atémicas a partir de cldusulas de Horn es especialmente sencillo ya
que basta con examinar un modelo.

Estos autores analizan veintisiete silogismos y los ordenan por su dificultad
(estadistica de los que se equivocan al hacerlo). De entre ellos destacan seis,
que son bésicamente razonamientos con cldusulas de Horn, y que se encuentran
entre los nueve més féciles de todo el bloque.

6.9. Codificacién de la légica de primer orden

sCual es la relacion existente entre la légica de primer orden y la de las
cldusulas de Horn?

Hemos visto que no todas las teorfas son de Horn, ni convertibles en ellas
mediante alguna funcién de renombrado (teorema 232). Sin embargo, puesto
que todo conjunto recursivamente enumerable puede ser definido mediante una
teoria de cldusulas de Horn, parece que hay esperanzas de poder usar esta teoria
incluso para determinar validez. De hecho, hay dos casos en los que la suerte
nos acompana:

1. La pregunta de si una sentencia cualquiera de primer orden es l6gicamente
valida puede convertirse en la pregunta sobre la inconsistencia de una
cldusula de Horn asociada a ella.

' . . " . .
2. Para cada teoria de primer orden existe una teoria de cldusulas de Horn
que tiene los mismos modelos (o “casi”)
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Capitulo 7

Logica Multivariada

7.1.

Introducciéon

7.1.1. Ejemplos

En muchas de las ramas de la matemadtica, de la filosofia, de la I.A. y de

la informdtica formalizamos enunciados relativos a diversos tipos de objetos.
Por consiguiente, tanto los lenguajes l6gicos utilizados, como las estructuras
matemadticas que los interpretan son multivariadas o heterogéneas; esto es, el
conjunto de las variables del lenguaje toma valores sobre diversos universos o

dominios.
Son numerosos los ejemplos de materias que utilizan férmulas y estructuras
multivariadas:

1. En geometria, por tomar un ejemplo cldsico y sencillo, usamos distintos
universos para puntos, lineas, dngulos, tridngulos, etc

2. En la teoria de espacios vectoriales tenemos universos distintos para vecto-
res'y escalares. Ademas de eso, podemos incluir universos para subespacios,
métricas y aplicaciones lineales.

3. En teoria de grupos las estructuras poseen distintos universos para ele-
mentos del grupo, subgrupos, subgrupos normales, homomorfismos, etc.

4. En la logica de segundo orden SOL veremos que hay universos para indi-
viduos, para conjuntos de esos elementos bédsicos, para relaciones binarias
entre ellos, etc.

5. En teoria de tipos la jerarquia corresponde a toda la del universo mate-
mdatico finito que contiene en sus distintos niveles a: individuos, conjuntos
de individuos, conjuntos de conjuntos de individuos, etc.

6. En computacion utilizamos invariablemente estructuras multivariadas: lo

tipico es tener universos de datos, nimeros naturales y operadores boolea-
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nos. Podemos anadir otros para nimeros reales, cadenas de caracteres,
matrices, etc.

7. Cuando razonamos sobre programas los situamos en universos para ellos
y anadimos otros para estados y para tiempo.

& Qué lenguaje y qué ldgica es el adecuado en cada uno de estos casos?
La respuesta es que la légica multivariada es la que mejor les cuadra.

7.1.2. Comparacién con la légica de primer orden sin va-
riedades

La légica de primer orden FOL es sélida y equilibrada, con muchas propie-
dades interesantes: tiene un cdlculo deductivo correcto y completo, es compacta
y disfruta de las propiedades de Lowenheim-Skolen, entre otras.

Su lenguaje y sus modelos, tal y como se suelen presentar en la mayoria
de los libros de texto, son univariados: contienen sélo un universo de objetos
y el lenguaje formal s6lo usa variables individuales para referirse y cuantificar
sobre ellos. Por consiguiente podemos intentar, y asi se ha hecho con frecuencia,
reducir y codificar nuestras estructuras y lenguajes multivariados en estructuras
y lenguajes univariados. Ello es posible y es de hecho lo que propuso en 1952
Hao Wang [18], uno de los primeros estudiosos de esta légica.

Asi que la reduccién de la 16gica multivariada MSL a la univariada FOL es
un resultado no sélo bien conocido desde antiguo, sino también el planteamiento
que normalmente se hace en los libros de texto. El proceso se lleva a cabo a dos
niveles: hay una traduccion sintdctica de las férmulas multivariadas a las uni-
variadas —conocida como relativizacion de cuantificadores— y una conversion
semdntica de estructuras —conocida como unificacion de dominios—. Lo que
nunca se suele decir en los libros de texto es el precio que debe pagarse, algo
sobre lo que hablaré después.

Para traducir tomamos un lenguaje de primer orden sin variedades —esto
es, con una sola clase de variables— con los mismos signos de operacién que
tuviéramos en la multivariada y le anadimos tantos relatores monarios como
variedades hubiera. Cada férmula cuantificada sobre una variedad i

ingo(mi)

serd reemplazada por una férmula cuantificada condicional, en cuyo antecedente
decimos sobre qué variedad se restringe la cuantificacién

vz (Q'z — ¢(x)*)

La nueva estructura univariada obtenida mediante unificacién de dominios
tendrd un solo universo constituido por la unién de todos los universos de la que
se reduce, las relaciones de la estructura multivariada pasan a serlo de la nueva
univariada y las funciones de la multivariada se extienden para que puedan serlo
de la univariada, anadiendo valores arbitrarios para los nuevos elementos.

Voy a comentar brevemente a qué precio pagamos esta reduccién.
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1. Naturalidad
Las estructuras que queremos estudiar son multivariadas y el lenguaje
més adecuado para llevar a término la investigaciéon deberfa reflejar esa
diversidad. El principio bédsico de FOL es por lo tanto inadecuado y asf
perdemos naturalidad cuando forzamos la conversion.

2. Interpolacion de Craig
En 1967 Solomon Feferman [6], el primer 16gico que desarroll6 la légica
multivariada en si misma', sefialé que por lo que respecta al teorema de
interpolacion de Craig el de la multivariada es mejor porque en este caso
se demuestra una versién mejorada. Sin embargo, al realizar la reduc-
cién aunque se conservan las demostraciones de otros teoremas como los
de compacidad y Léwenhein-Skolem, pudiéndose “arrastrar” el resultado,
sin necesidad de repetir la prueba, no sucede lo mismo con el de Craig. El
teorema puede demostrarse desde la teoria de modelos y desde la teoria
de la prueba, tanto en el caso de la FOL como de la MSL. Puesto que
una de las posibilidades es derivarlo del teorema de completud del cédlculo
Gentzen sin regla de corte, cuando falla interpolacién la esperanza de en-
contrar un cdlculo de esta clase se reduce. De esta manera el teorema de
Craig nos sirve de test para evaluar las bondades de una légica desde el
punto de vista de su teoria de la prueba. Por lo ya comentado en este
mismo apartado es de suponer que el cdlculo de MSL ofrezca buenas pres-
taciones, mejores incluso que el correspondiente de FOL.
En opinién de Ebbinghaus:
It is especially with interpolation that many-sortedness pays. As seen in
Feferman [1974], the many-sorted version of the interpolation theorem to-
gether with its possible refinements is a powerful tool even for one-sorted
model theory, offering for instance elegant proofs of various preservation
theorems.
También piensa:
Interpolation properties seem to indicate some kind of balance between syn-
tax and semantics. This can be seen, for instance, from the work of Zucker
[1978] or from the fact that interpolation implies Beth’s definability theo-
rem, according to which implicit definitions can be made explicit. Hence
we may expect that interpolation properties fail if syntax and semantics
are not in an equilibrium.

3. Interpretabilidad
Hook [9] demuestra que una teorfa multivariada puede ser interpretada
en otra teorfa multivariada sin que las correspondientes teorfas de primer
orden lo sean entre si. Senala:
A theory can be proved consistent by exhibiting an interpretation in a
known consistent theory. A many-sorted theory, therefore, may be useful
in a consistency proof for which the corresponding one-sorted theory would

1Sin aplicar el “procedimiento matemdtico” del chiste, causa de tantas simplificaciones y
empobrecimientos; esto es, la “reduccién al caso anterior”.
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not suffice. (Even if another consistency proof is known, the proof using
interpretations has the advantage of being finitary and purely syntactic.)

4.  Eficiencia deductiva

Las deducciones en el cdlculo multivariado son mds cortas que las corres-
pondientes deducciones en el de primer orden obtenido mediante reduc-
cién. Se evitan conclusiones initiles, tales como los teoremas de primer
orden que no tienen contrapartida multivariada porque no son traduccién
de ninguna de estas férmulas. La razén por la que aparecen férmulas nue-
vas es que al hacer la traduccién anadimos al lenguaje tantos relatores
monarios como variedades. Por consiguiente, desde el punto de vista de
la deduccion automdtica de teoremas, cuyo objetivo principal es obtener
conclusiones légicas con eficacia y rapidez, evitando resultados indeseados,
la reduccién a la univariada es inaceptable.

Es evidente que aunque una se reduce a la otra tienen las propiedades di-
ferentes ya senaladas; su naturalidad, la fuerza del teorema de interpolacion,
la eficiencia del calculo nos inclinan a la multivariada. Ademads, la interpreta-
bilidad entre teorfas no siempre se preserva al pasar a la univariada. Por otra
parte es verdad, aunque sea obvio, que la légica univariada estd contenida en la
multivariada.

Las dos tienen un cédlculo deductivo completo en sentido fuerte y se aplican
los resultados de compacidad y Lowemheim-Skolem.

Por lo que respecta a su teoria de modelos, nociones tales como subsis-
tema, imagen homoméorfica, producto directo y reducido pueden también defi-
nirse para la multivariada y muchos de los teoremas se generalizan sin dificultad.
La equivalencia elemental se preserva en la reduccién; esto es, dos estructuras
multivariadas que son elementalmente equivalente con el lenguaje multivariado
siguen siéndolo cuando, mediante relativizacién de cuantificadores y unificacién
de dominios, pasamos al lenguaje y estructuras univariadas.

sFs la ldgica multivariada una extension en el sentido propio y estricto de
la de primer orden?

En 1969 Lindstréom descubrié que la 16gica de primer orden es la mds potente
que satisface simultdneamente compacidad y Lowenheim-Skolem. También de-
mostré que es asi mismo la mds potente que teniendo una sintaxis finita, retiene
las metapropiedades de completud y Léwenheim-Skolem. Desde este punto de
vista MSL no puede ser considerada una extensién propia de FOL.

Tal vez sea conveniente hacer una precisiéon terminolégica. Hay varios siste-
mas légicos cuyas estructuras, como las de la multivariada poseen varios uni-
versos: la 16gica de segundo orden, la de tercer orden, la teorfa de tipos; pero su
semdntica estdndar es muy especifica y difiere notablemente de la multivariada.
Se cuelan en ella nociones nada inocentes de la teoria de conjuntos, tales como
la ya mencionada de “subconjunto” y esto hace que la capacidad expresiva se
dispare y la deductiva caiga bajo minimos. Se trata aqui de extensiones de FOL
en sentido estricto y son incompletas, no compactas y no poseen la propiedad
de Lowenheim-Skolem.
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Por otra parte, hay légicas a las que etiquetamos como extensiones pero que
lo son sélo parcialmente ya que al poseer simultdneamente todas las propiedades
mencionadas, no lo son en el sentido del teorema de Lindstrém. Lo cierto es que
en sentido estricto, tampoco cae en esta categoria la légica multivariada; la cuan-
tificacién cambia, pero no se extiende. En primer orden cuantificamos sobre los
elementos de un determinado dominio, mientras que en multivariada lo hacemos
sobre los universos obtenidos mediante catalogacion o incluso estratificacion del
mismo.

7.1.3. Usos de la l6gica multivariada.

Aunque la l6gica multivariada no sea una extensién en sentido propio de la
de primer orden (univariada), atendiendo al resto de propiedades se la prefiere
en aplicaciones tanto en informdtica como en lingiifstica. Por lo que respecta a
la informédtica es ampliamente usada, sirvan los ejemplos siguientes:

—_

Tipos abstractos de datos
Semdnticas y logicas de verificacién de programas
Definicién de lenguajes de programacién

Algebras para distintas 16gicas

Légica dindmica
Semaéntica de lenguajes naturales

2

3

4

5. DBases de datos
6

7

8. Solucién de problemas computarizada
9

Representacion del conocimiento
10. Programacién légica y deducciéon automadtica

Miérkusz [15] hace un repaso detallado del uso de la 16gica multivariada en
informética, especialmente por el grupo de Hungria; el libro que editan Meinke
y Tucker en el 1993, Many-sorted logic and its applications retine una serie de
trabajos en esa direccién.

La l6gica multivariada se ha usado en matematicas como procedimiento para
buscar modelos no estdndar; esto es esencialmente lo que se hace para conseguir
los modelos generales de Henkin para la légica superior, responsables de su
teorema de completud.

Puede resultar también ttil para entender la légica dindmica de dos formas
distintas:

1. la légica dindmica proposicional se traduce a la l6gica multivariada por
un procedimiento claramente deudor al de Henkin
y estd también
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2. la légica dindmica no-estdndar, heredera igualmente de los modelos gene-
rales de Henkin.

De la reduccién de otras 16gicas a MSL hablaré con detalle en el capitulo 13.

7.2. Lenguaje y estructuras

Nuestro primer objetivo es clasificar a las estructuras matemaéticas mediante
su signatura de manera que dos estructuras tengan la misma signatura siempre
que y sélo cuando se pueda usar el mismo lenguaje para hablar de ellas. Antes
de definir con precisién los conceptos de signatura y estructura, digamos infor-
malmente qué son. Aqui las estructuras son concebidas como multivariadas, de
manera que contienen mas de un universo o dominio de objetos sobre los que
toman valores los conjunto de variables. Usamos un conjunto de indices para
distinguir los universos: para cada i € SORT, A; es el universo de varie-
dad . En particular, exijimos que 0 € SORT y hacemos que Ay = {V, F'},
Ag es el universo de valores de verdad —variedad booleana—. De hecho, esta
presentacién nos permitirfa tener mas de un valor de verdad; por ejemplo, tres
Ay = {T, F,U}, anadiendo un valor indefinido?.

Una estructura tiene operaciones de distintos tipos: para ig,...,i, € SORT,
una operacién n—aria de tipo « = (ig,...,i,) es una funcién cuyo dominio
es el producto cartesiano de universos A;, X ... x A; en A,;,. Cuando A;,
es Ay, decimos que es una relacién n—aria de tipo (0,iy,...,%,). Incluimos
aqui las funciones veritativas e identificamos las constantes de la estructura con
funciones de {f} en A;; esto es, de tipo (i), que simplificamos como i.

También podemos tener relaciones mn—arias sin tipo: funciones de

( U A

i€SORT—{0}

en Aj. La identidad es una de ellas. Si no tuviéramos esta modalidad de rela-
ciones tendrfamos una identidad fraccionada por tipos?.

7.2.1. Signatura

Una signatura es un par ordenado
¥ =(SORT,FUNC)
tal que

1. SORT es un conjunto de indices, con 0 € SORT

2En Huertas ([10] y [11]) se usa el tercer valor para definir una légica multivariada y
parcial que sirve de l6gica subyacente al hacer la traduccién de la modal de primer orden con
la seméntica de huecos de valor de verdad.

3De la identidad hablaremos en la seccién 11.4.
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2. FUNC :0OPER.SYM — S,(SORT)Uw™ es una funcién cuyos valores
son numeros naturales distintos de cero, o estdn en el conjunto formado
por las sucesiones finitas de elementos de SORT. Por ejemplo:

a) Las conectivas toman tienen estos valores:
FUNC(-) =(0,0), FUNC(A) = (0,0,0)

b) La identidad es binaria, sin tipos:

FUNC(E)=2
¢) Hay relaciones n—arias establecidas en la unién de tipos:

FUNC(R)=n
d) El resto tienen tipo:

FUNC(f) = (0, -y n)

distinguiéndose los predicados —ig = 0—
de las funciones —ig # 0—

Estructuras

Una estructura es un par ordenado

A= <<Ai>i€SORT ) <fA>f€OPER.SYM>
donde:

1. A, es el universo de variedad i, que ha de ser no vacio.
Tomamos Ay ={V, F}

2. Cuando FUNC(f) = (ig,iv, ..., in), entonces
FATA XX Ay — Ay,

Cuando FUNC(f)=mn

A U Al — Ao
i€SORT—{0}

Algunos signos de OPFER.SY M tienen una interpretacion fijada de ante-
mano; por ejemplo, queremos que los conectores tengan la interpretacion
usual y que la igualdad denote identidad.
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VAL Agx Ay — A
A Ay — Ag (V.V) — vV
Vv +— F (V,F) — V
F — V (EF,V) — V
(F, F) — F

BAx,y)=V Syss X=y

Comentario 238 Cuando FUNC(f) = (i) entonces f* € A;. Y cuando
FUNC(f) = (0,iv,...,i,) entonces f* es una funcion caracteristica que se
identifica con

{ReA, x..x A | fAR) =V}

es decir, se trata de una relacion n—aria cuyas n—tuplas respetan la distincion
de variedades. Finalmente, cuando FUNC(f) = n entonces f* es una
relacion n—aria establecida en el batiburrillo de la unidn de tipos.
Lenguaje

El alfabeto lo componen los siguientes signos

= Todos los signos del lenguaje, excepto los cuantificadores y las variables,
son los que estén incluidos en OPER.SY M

= Cuantificadores: V, 3
» Variables: v§, vt v, ... para cada i € SORT — {0}

Usando los signos del alfabeto se forman las expresiones del lenguaje; esto
es, términos y féormulas. Las reglas aparecen graficamente representadas en el
esquema siguiente:

T2  fri..71n>

/|

T1 °

T1 ]
L
€1 R
'gn}

] .

F1  fri.mn L
Rngl...é?n
F2 ET1T2

v, 3

S
™ 9

IR
v

F4_ Yo'y
7/
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7.3. Semadantica
Asignacién

Para poder definir las interpretaciones de las férmulas precisamos de las
asignaciones, que respetarén la clasificacién en variedades

M (U Vi)ieSORT—{0} — (U Air)iesorr—{o}

—donde M (v') € A; para cada i € SORT—

Interpretacién

Finalmente definimos la interpretacién
= (A, M)
de expresiones de la manera habitual. En particular:
1. (E1) S(v%) = M)
2. (E2) S(fer..en) = fAS(e1)...S(en)

3. (E3) S(Fip)=V syss{acA;[S%(p)=V}#0

Consecuencia y validez

Las definiciones son las usuales. Las expresiones
Frpy Fo

—denotan consecuencia y validez—

7.3.1. Metateoremas semanticos

De manera muy semejante a cémo se demuestran en primer orden*, en la
multivariada obtenemos:

Lema 239 (de coincidencia). Sea A una estructuray My y Ms asignaciones
sobre ellas
Si

M, | LBR(g) = M, | LBR(¢)

entonces

(A, M) (e) = (A, Ma) (¢)

4El detalle puede encontrarse en [13].
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Lema 240 (de sustitucidn). Para cada expresion € e interpretacion < :

32 () = (e 2)
v

—donde T es de tipo i—

Lema 241 (de sustitucion de iguales). Para cada expresion € e interpretacion

S se verifica:

siempre que (1) = S(t) y @
mismo tipo que t”

Teorema 242 (de isomorfia). Sean A y B con universos disjuntos. Si
A="B
entonces

h{A, M) (g) = (B,ho M) (¢)

7.4. Calculo deductivo

Se puede extender un calculo deductivo de primer orden; por ejemplo, el que
contiene las reglas de’: Introduccién de hipétesis IH, monotonia M, prueba por
casos PC; no contradiccion NC| introduccién del disyuntor en el antecedente
IDA, introduccion del disyuntor en el consecuente IDC. A este calculo se le
anaden las siguientes:

1. Introduccién del particularizador en el antecedente IPA
Q o (%) ¢
Q iy
y' ¢ LBR (Q U {Hac’kp, 1/}}) z' e y' son del mismo tipo.
2. Introduccién del particularizador en el consecuente IPC

2 He(F)
Q  Adxip

2 v 7 son del mismo tipo

3. Reflexividad de la igualdad RI

T=T

5Las reglas estdn en la pagina 56. Este es también el cdlculo que uso en mi libro Teoria
de Modelos.
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4. Sustitucién de iguales ST

Q Ho(F)
Q T:t—|<p(%)

(1w

se cumple: “x’ es del mismo tipo que 7T syss z' es del mismo tipo que
t”

7.4.1. Propiedades sintacticas
Se definen las propiedades siguientes de la forma habitual; a saber,
Definicién 243 A C FORM es contradictorio syss

Al ¢ para toda ¢ € FORM

Definicién 244 A C FORM es consistente syss no es contradictorio

Definicién 245 A C FORM es mdximamente consistente syss A es
consistente y siempre que ¢ € FORM y ¢ ¢ A entonces AU {p} es
contradictorio

Deﬁnicién 246 A C FORM es ejemplificado syss para cada particulariza-
cion Jx',
. i T
si Jx'p € A entonces ¢ (;) eA

para algin T del mismo tipo que x°

7.4.2. Teoremas sobre consistencia

Se demuestra fdcilmente que todo subconjunto de un conjunto consistente
lo sigue siendo:

Teorema 247 Si A es consistente y I' C A entonces T' es consistente

Y también, que si un conjunto contiene a otro contradictorio, también él lo
serd.

Teorema 248 Si A es contradictorioy A CT' entonces ' es contradictorio

etc...
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7.4.3. Teoremas sobre consistencia maxima

Sea A un conjunto de férmulas maximamente consistente. Se puede de-
mostrar que la pertenecia a un conjunto de esta clase lleva de alguna forma
“interiorizada” la interpretacion estandar de los signos l6gicos y metaldgicos.

Proposicién 249 Si AF ¢ entonces ¢ € A

Proposicién 250 Si F ¢ entonces ¢ € A

Proposicién 251 ~p € A syss ¢ ¢ A

Proposicién 252 oV e A syss p € A 6 YA
ete...

Lema 253 Finitud de las consistencia: A es consistente syss cada subconjunto
finito de A lo es también.

7.4.4. Correccion

Teorema 254 Correccion del cdlculo. Si T'F ¢ entonces T = ¢

Corolario 255 Si I' tiene un modelo entonces T' es consistente

7.5. Metateoremas de completud, compacidad y
Lowenheim-Skolem

La demostracién directa de estos teoremas sigue exactamente el mismo es-
quema y se sirve de los mismos argumentos que usamos en la seccién 2.4 al
demostrarlos para la de primer orden sin variedades®. Arrojando los resultados
esperados.

Lema 256 (Lindenbaum) Si T' es consistente y tiene sélo un conjunto finito de
variables libres, entonces hay un I'* mdximamente consistente y ejemplificado
que lo contiene T' CT* vy estd escrito en el mismo lenguaje

Lema 257 (Henkin) Si T'* es maximamente consistente y ejemplificado, enton-
ces I'* tiene un modelo numerable

Corolario 258 Si I' es consistente y el conjunto de sus variables es finito,
entonces 1" tiene un modelo numerable

Lema 259 Si T es consistente y T CT , siendo T un conjunto de senten-
cias_que resulta de sustituir en I' las variables libres por constantes nuevas y
si I' tiene un modelo numerable, entonces T' tiene un modelo numerable

6La demostraciéon de este teorema para la légica multivariada se halla desarrollada en
detalle en [13], pdginas 245-257.
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Teorema 260 Si I' es consistente, entonces T' tiene un modelo numerable
Teorema 261 (Completud fuerte de MSL) Si T'F ¢ entonces Tk ¢
Teorema 262 (Completud débil de MSL) Si E ¢ entonces + ¢

Teorema 263 (Compacidad) Si T' tiene un modelo, entonces cada subconjunto
finito suyo también

Teorema 264 (Lowenheim-Skolem) Si T' tiene un modelo, entonces tiene un
modelo de universo numerable

El esquema argumental es el que sigue:

Lindenbaum " consist & LBR(T) finito =
I'™ méx consist y ejempl I' C I'™*
Henkin r max consist y ejempl =
I'™* tiene un modelo num.
I consist & LBR(T') finito =
Corolario .
I" tiene un modelo numerable.
T" consist & A modelo numerable
Lema I' C A constantes nuevas —
I' tiene un modelo num.
H i I' consistente =—
enim I' tiene modelo num.
Completud fuerte I'Fp =Tty
Completud débil Fp=t¢p

Compacidad { I' tiene un modelo <= cada

subconjunto finito suyo también

7.6. Reduccion de MSL a FOL

Para reducir la 16gica multivariada a la de primer orden sin variedades es
preciso definir una traduccién sintdctica y una conversiéon de estructuras.

Sea L un lenguaje multivariado de signatura ¥ y OPER.SY M el conjunto
de sus signos de operacién. Vamos a definir un lenguaje de primer orden sin
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variedades L* afadiendo un relator unario @; para cada i € SORT — {0}.
Las variables de L se consideran variables de L*7, su signatura es X*.

De hecho, la traduccién que definimos a continuacién es la relativizacién de
cuantificadores a los nuevos relatores.

Definicién 265 TRANS es una funcion que asigna a las expresiones de L
expresiones en L*, su traduccion. La definicion se hard mediante induccion:

1. (E1) Para cada variable de variedad i
TRANS(z;) = ;
2. (E2) Para las expresiones € T;,...T;,
TRANS(f 74,..75,) = fTRANS(7;,).. TRANS(7;,)
TRANS(Rr;,...7;,) = RTRANS(1;,).. TRANS(7;,)
3. (E3) Para formulas cuantificadas
TRANS(3z;p) = Fz;(Qiz; NTRANS(9))

Definicién 266 (Conversion de estructuras). Sea

A= ((Ad)iesorr—{o}, (fY) reorEr.sy M)

una estructura multivariada de signatura 3. Vamos a construir una maultiva-
riada A* por el método de unificacion de dominios. Definimos:

Ase = ( U A, () reoprrSsyM—{-v}s (QF)icsorr—{0})
i€SORT—{0}

donde
1. El universo de A* es la union de los de A

2. Para cada f € OPERSYM con FUNC(f) = (igyi1,...yin) Yy 0 #0,
entonces fA es una extension de A tal que

Dom(f*") = ( U A v M 1AL x . xA) =4
i€SORT—{0}

en donde los nuevos valores se eligen arbitrariamente. La tnica diferencia
entre fA y fA es que el dominio de la sequnda es considerablemente
mayor que el de la primera y hay que especificar nuevas tuplas

Para cada R € OPER.SYM tal que o bien FUNC(R) = (0, 91, ...,%n)
o bien FUNC(R)=n, se define

RY = {(x1,....,xn) € (A)" JRMx1..) =V}

—en particular, EA” = EA y cuando la estructura es normal, la relacion
es la identidad—

"Esto no seria posible si la cardinalidad del conjunto SORT fuera superior a Rg. En tal
caso la definicién precisa de la traduccién serfa algo més compleja, pero posible.
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3. Cada QN =A;
Se pueden demostrar los teoremas que siguen:

Teorema 267 Sea A wuna estructura normal de signatura ¥ y L un lenguage
adecuado. Para cada sentencia ¢ se cumple

A es un modelo de ¢ syss A" es un modelo de TRANS(p)

Demostracion. Sea A una estructura normal de signatura ¥ y A* la con-
sequida mediante unificacion de dominios. Lo que haremos es una reformulacion
mas general del teorema, del que éste se sequird sin dificultad. En realidad lo
que se demuestra es que para cada asignacién M sobre A

(A, M)(e) = (Ax, M)(TRANS((¢))
para cada término o formula del lenguaje multivariado, € W

Una estructura sin variedades B de signatura >* no es siempre convertible
en una multivariada. Hay dos problemas que pueden bloquear el proceso:

1. Las relaciones QiB correspondientes a los nuevos relatores (); —aquellos
que no estaban en OPER : SY M— podrian ser conjuntos vacios

2. Paracada f € OPER.SYM, fB es simplemente una operacién sobre
B y no hay ninguna razén para que los valores de 5 | ( iBl X oo X QiB”)
estén todos en Qfé

Lo que haremos es formular en el lenguaje de primer orden tres condiciones
que al cumplirse permiten que sus modelos sean fdcilmente convertibles a sis-
temas multivariados. El conjunto II lo constituyen todas las férmulas de las
siguientes formas:

1. 3z Q;x, para cada i€ SORT — {0}

2. Va1.2,(Qim1 N AQy, Ty, — Q4o f T1...y), donde FUNC(f) = (ig, i1, -, in),
feOPER.SYM

3. Qic, paracada ¢ € OPER.SYM con FUNC(c)= (i)

De manera que ahora un modelo B de II se convierte ficilmente en una
estructura multivariada BY

Definicién 268 Sea B wun modelo univariado de 11 se define

v

BY = ((BY)iesorr ; {(f® )jeorrr.sym)
donde:

1. Para cada i€ SORT — {0}, B =Q¥ y B} ={V,F}
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Para cada f € OPER.SYM con FUNC(f) = (i0,%1, .y %n)
P =P 1QF % x QF)
Para cada f € OPER.SYM con FUNC(f)= (i)

v

f5" = g
Para cada R € OPER.SYM tal que FUNC(R) = (0,41, ...,%m) Y cada
X1 S Q187 ey Xm S Qf’t

RE'(x1, ..., %) =V syss (x1,...,%xp) € RE
Para cada R € OPER.SYM tal que FUNC(R)=m vy cada

B B
X1 € U Dy Xm € U Q;
i€SORT—{0} i€SORT—{0}

se cumple

RE’ (X1, ooy X)) =V syss  (X1,...,Xp) € RP

Teorema 269 Si B es una estructura univariada que es modelo de 11, en-
tonces BY es una estructura multivariada. Ademds, para cada sentencia mul-
tivariada ¢ se cumple

BY I- ¢ syss BIF TRANS(y)

Demostracion. Sea B un modelo de 1. Queremos demostrar que BY es una
estructura multivariada. De hecho:

1.

(BYYiesorr €s una familia de conjuntos no vactos.
(Se sigue de que JxQ;x € 1)

<f8'>f€OPER.SYM es una familia de funciones. Vedmoslo:

Cuando RANK(f) = (ig,...,in) con ig # 0, entonces, por definicion de
BY restringimos el dominio de la funcion al nuevo dominio estratificado.
Puesto que B es modelo de

V.’El...xn(Qi1$1 VANRRAN Qinxn — Qlof xlxn)

los valores de la funcion fB' estdan en QE)

Cuando FUNC(f)=(0,i1,...,%5) o cuando es una constante individual
o un conector, las definiciones pertinentes, junto a los azxiomas de la
forma Q;c hacen que la estructura cumpla los requisitos necesarios para
la conversion.

El enunciado que se demuestra ahora mediante una sencilla prueba por
duccion es el siguiente:

Para cada asignacion multivariada M se cumple:

(B", M)() = (B, M)(TRANS ¢))
Por consiguiente, BY I+ ¢ syss Bl TRANS ()
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|
Teorema 270 Sea T'U{p} C SENT(L). Se verifica lo siguiente:

I' & ¢ enldgica multivariada
syss IUTRANS(I') = TRANS(p) en univariada

—donde TRANS(T') = {TRANS(y)/ ¢ €T'})—

Demostracion. [=] Sea B una estructura univariada de IIUTRANS(T).
Entonces BY es un modelo multivariado de T. Puesto que la hipdtesis es
que T' =, BY es también modelo de . Asi que B es modelo de TRANS(p)
[<] Sea A un modelo multivariado de T. Se vé claramente que A* es un
modelo univariado de II y por lo tanto de TRANS(T'). Puesto que nuestra
hipdtesis es que

[IUTRANS(T) = TRANS(p)

se sigue que A* es un modelo de TRANS(p). Por lo tanto, A es un modelo
de . m

El teorema anterior nos permite inferir los tres teoremas siguientes de sus
homoénimos de la l6gica de primer orden sin variedades: compacidad, enumera-
bilidad y Léwenheim-Skolem®. Pero nosotros ya los hemos demostrado directa-
mente para la multivariada, as{ que en nuestro caso ha sido mds un ejercicio de
fidelidad histérica que de necesidad de obtener los resultados.

En el capitulo 13 realizamos la traduccién inversa, de otras légicas a la
multivariada, y veremos cémo transferir propiedades del cdlculo MSL a otros.

7.7. Implementaciones informaticas

Los siguientes proyectos de informadtica se hicieron bajo mi direccién, estan
disponibles en
hitp : //aracne.usal.es

en donde se explican con detenimiento.
Todos ellos automatizan la traduccién de légicas:

1. Traductor de Ldgicas: Modal a Multivariada. 1999. Ivan Marcos Poza.

2. Traductor de Ldgicas: Dindmica a Multivariada. [2000]. Maria Iglesias
Alonso.

3. Traductor de Logicas: Multivariada a Primer Orden sin variedades. [1999].
José Escuadra Burrieza.

4.  Traductor de Légicas: Modal de Primer Orden a Multivariada y Parcial.
[2001]. Raquel Cafio Mateos.

8See Enderton [1972], pp. 281.
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Capitulo 8

Logica Modal

8.1. Introduccién

El término “modalidad” significa: forma o manera de ser o de manifestarse
una cosa. En el caso de la légica son los enunciados los que aparecen calificados
modalmente, anadiendo a su alcance descriptivo o denotativo una nueva dimen-
sién hasta cierto punto autorreflexiva. (En légica modal escribimos [y para
indicar que “p es una verdad necesaria”.)

Para interpretar las férmulas modales se precisan contextos intensionales, de
referencias muiltiples, que pueden ser de naturaleza temporal o incluir estados o
situaciones diversos.

La oposicién “intensional” versus “extensional” se encuentra en toda la tra-
dicién légica, desde sus inicios hasta nuestros dias. Sin embargo, los sistemas
l6gicos bésicos son extensionales en la concepcién de Frege: la 16gica proposi-
cional se ocupa del valor de verdad de las proposiciones, sin tener en cuenta
otros aspectos del significado; la de predicados trata sélo las extensiones de los
predicados —esto es, el conjunto de los objetos que los cumplen— y olvida
otras caracteristicas de los conceptos que corresponden a esos predicados. En
el Begriffsschrift de Frege se critican implicitamente las nociones intensionales
diciendo, por ejemplo, que en “necesariamente A” la informacién légicamente
relevante es “A es verdadero”, lo demés no pasa de ser percepcién psicoldgica,
semejante a cuando decimos “lo creo firmemente”.

Hay diversos sistemas 16gicos en los que se toman los fenémenos intensionales
como objeto de estudio. El ejemplo paradigmético nos lo proporciona la légica
modal, pero son también de esta clase la légica epistémica —que se interesa
por los enunciados de creencia y de conocimiento—, la deéntica —que califica
los enunciados como obligatorios o simplemente permitidos—, la temporal —

siempre, alguna vez— v la dindmical.

1A la que dedicamos el capitulo 9.
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8.1.1. Historia

La historia de la 16gica modal comienza en la época cldsica, incluyendo el
trabajo de Aristételes, los megdricos (Diodoro Cronos) y los estoicos.

Los 16gicos modales crearon un formalismo capaz de captar situaciones di-
ndmicas, de relativizar la verdad. Desde sus inicios se destacé la relacién entre
nociones modales y temporales, siendo debatida por los megdricos y los estoicos.
El tratamiento sistemdtico es de principios del siglo XX, con Lewis a la cabeza,
aunque participan también Lukasievicz y Carnap. En esta fase se desarrollan
los célculos modales, pero la seméntica estd sélo apuntada, sugerida. Con los
trabajos de Kanger, Hintikka, Prior y Kripke alcanza también ella una estruc-
turacién y sistematizacién notable. Con los de Lemmon, Scott y Segerberg la
prueba de completud de los cdlculos modales se lleva a término. Hay un cambio
de perspectiva con van Benthem, Thomason, Goldblatt y otros, conocido como
teoria de la correspondencia, que consiste fundamentalmente en tomarse en serio
las intuiciones obvias sobre la lectura clasica de las férmulas modales, desarro-
llindose también una nueva semantica modal. Con posterioridad a 1975 su uso
en aplicaciones tanto a la Inteligencia Artificial como en informédtica tedrica ha
hecho que se diversifique enormemente.

Para Aristételes el tema principal es la diferencia entre necesidad y posibili-
dad.

Escribamos [y para expresar que “p es una proposicidn necesaria”
y Q@ para expresar que “p es una proposicion posible”. Aristételes ve la
contradiccién existente entre los pares

(Op y —O¢) por unlado,y (0 y —Op) por otro (8.1)
pero piensa que no son contradictorios

(e y =0p) ni (Op y —Oep) (8.2)

—porque aunque —Q@ es lo mismo que O-p, vy =0y es lo mismo que O—p
los otros pares podrian darse a la vez—

NECESARIO | POSIBLE

O Op
IMPOSIBLE | INNECESARIO
Qo =y

El denominado cuadro de Boecio de la silogistica (ver pagina 104) aparece
ahora asi modificado (ver figura: 8.1)
Aristételes acepta como principio vélido el siguiente:

a:=0p — Qp
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Figura 8.1: Cuadrado modal

y tiene dudas sobre este otro:
B :=0p — 0—p

Por supuesto, comprende que « y (3 no pueden ser verdaderos simultdnea-
mente. En a y B se usan dos sentidos distintos de “posible”. En el primer
caso, el sentido de “posible” es el de que sea “verdadera en alguna situacion ”. En
el segundo caso “posible” significa “contingente” —esto es, verdadero en unos
casos y falso en otros—.

La formalizacién de enunciados modales es a veces problemitica. El ejemplo
tradicional, de Aristételes, es el de la Batalla naval.

Dice el almirante:

“Si doy la orden de ataque (p), entonces, necesariamente, habrd una batalla
naval maniana (q). Si no la doy, entonces, necesariamente, no la habrd. Yo doy
la orden o no la doy. Luego: O bien es necesario que haya una batalla naval
manana o es necesario que no la haya.”

La conclusién sorprende, ;Es correcto el razonamiento?

Formalizacién 1

» Hipétesis: {p — Og,—p — O—q,pV -p}
= Conclusién: Og v O—q
Formalizacién 2

= Hipétesis: {O(p — ¢),0(-p — —q),pV —p}
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= Conclusién: Og vV O—qg

Comentario 271 En la primera de las propuestas la conclusion se sigue de-
ductivamente de las hipdtesis, sin embargo la formalizacion de las dos primeras
hipdtesis mo es plausible. En la sequnda si que lo es, pero la conclusion no se
sigue de las hipdtesis.

La relacion entre nociones modales y temporales es muy antigua. Diodoro
define:

1. lo posible { como aquello que es o serd
2. lo tmposible = como aquello que siendo falso no serd verdadero
3. lo necesario 0 como aquello que es verdadero y no serd falso

4. lo no necesario —[J como aquello que es o serd falso

Las denominadas paradojas de la implicacidn material a las que se respon-
sabiliza del nacimiento de la l6gica modal fueron anticipadas por los filésofos
medievales. Las més importantes son:

1. “una proposicion verdadera es implicada por cualquier proposicion”
qa—(p—aq)

2. “toda proposicion falsa implica cualquier proposicion”
p—(p—q)

3.  “todas las proposiciones estan conectadas por implicacion”
P—qVig—0p)

Ninguna de ellas es contradictoria, si aceptamos el uso cldsico —extensional—
del condicional material.

plg|p—4g
111 1
110 0
01 1
010 1

s Capta este condicional el sentido de la implicacion?

Si asi fuera, sorprende en todos los casos la debilidad del vinculo entre an-
tecedente y consecuente de una implicacién ya que serfa de desear una relacién
mucho m4&s fuerte, de imposibilidad de antecedente sin consecuente —o tal vez
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mds constructiva: indicando cémo ¢ se obtiene de p al operarlo de una cierta
manera para que p — ¢ sea una implicacién aceptable—.

El pistoletazo de salida de la carrera modal en el siglo XX se produce con
las investigaciones de Lewis de 1912 cuyo origen hay que buscarlo justamente
en el descontento creado por la interpretacién de la implicacién en el sistema
de Russell y Frege; esto es, en la tabla de verdad del condicional —también
denominado implicacidn material— que posibilita las paradojas y que hace que
la férmula

a—f
sea equivalente a
—(a A —f)
y que él considera que deberfa tener la potencia de un
~O(aA—B)
o, de forma equivalente, de un
O(a — 8)

Para solventar el problema se introduce un nuevo operador binario intensional,
no extensional, para la denominada implicacion estricta

a—

o, de forma equivalente, se la define con el operador de necesariedad.
Una observacién semejante es extensiva al tratamiento de otras conectivas;
por ejemplo, en los enunciados « y [

= «: John Lenon murié o John Lenon es una piedra

= (3 : Eros no me ama o soy amada

la fuerza de la disyuncién es muy distinta. En a es meramente “material”
su verdad en el mundo real depende del hecho empirico de que Lenon muriera.
En [ no hace falta saber en qué mundo estamos, ni quien es Eros ni quien soy
yo. Asi que se propone una nueva disyuncién no extensional, paralela a la del
operador <.

La pregunta crucial es, jdebemos expresar en el lenguaje objeto las diferen-
cias entre la disyuncion de o y B¢

Lewis piensa que si{ y por ello introduce sus conocidos sistemas modales,
desde SI1 a S5. El procedimiento es sélo sintdctico, mediante axiomas y reglas
de inferencia que seleccionan del conjunto de todas las férmulas a sus teoremas
l6gicos modales. Todavia la semdntica es intuitiva, no estd matematizada, no
hay tampoco una lectura tnica de los operadores modales, lo que origina en
consecuencia varias logicas o sistemas modales.
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La interpretacién de las conectivas como funciones veritativas es ciertamente
fructifera. Sin embargo, jscdmo interpretar Q¢ y Up? ninguna de las co-
nectivas monarias sobre {1,0} serviria para ello. Una posibilidad, que apunta
Lukasiewicz, es tomar més valores de verdad. Asi:

® Uy ® O
1 1 1 1
/210 1/2 |1
0 0 0 0

Dejando a un lado el tratamiento algebraico, descrito por algunos como
sintaxis disfrazada, el que primero proporcioné una seméntica a las férmulas
modales fue Carnap. Algunos consideran que en él se funden tres corrientes fun-
damentales: Frege, Leibniz y Wittgenstein. De Frege? le viene su interés por la
semdntica, incluyendo la distincién entre intension y extension. De Leibniz la
interpretacién de necesariedad como verdad en todo mundo posible, y posibilidad
como verdad en algunos, proporcionando de esta forma una semdntica para S5.
De Wittgenstein tomé la idea de un mundo de hechos atémicos y de descripcio-
nes de estados. Veremos cémo se reelaborard esta intuiciéon en los denominados
modelos candnicos, que se usan para probar completud. En la semédntica de
Carnap tenemos:

» U : descripciones de estados
= s:un estado
= p: proposicién atémica
Definiéndose
U,slFp syss pes

y para los operadores modales
U,slFOg syssparatodo te U :UtlFyp

El sistema S5 de Lewis es completo con la semdntica de Carnap.

La semédntica actualmente mds usada es la de Kripke: La razén principal es
que es muy versatil, permite poner énfasis en las distintas relaciones de accesi-
bilidad, que proporcionan la “clave semdntica” para la modalidad. Se definen
los modelos de la 16gica modal como tripletes

A= (W, R, (") (8.3)

peAT0M>
donde:

W : estados, mundos, situaciones, puntos,...

R : relacién de accesibilidad

2De hecho Carnap fue uno de los escasisimos discipulos de Frege.



8.1. INTRODUCCION 201

pA: conjunto de mundos donde p es verdadera

¢ Qué significado intuitivo tienen las formulas?
Esta seméntica permite muchas lecturas de los operadores modales:

» Necesario (Lebniz): Una verdad es necesaria cuando lo es en todo mundo
posible
O significa: ¢ es necesario en todo mundo posible
W : conjunto de mundos
R : relacién de accesibilidad entre mundos.
(s,t) € R :t es una alternativa a s —todas las verdades necesarias de
s se verifican—

s Necesario en Fisica (# Necesario en Légica)
Op: ¢ es consecuencia de las leyes de la fisica
(s,t) € R:t es una alternativa cientifica a s.
Por ejemplo, en nuestro mundo es verdadera O(z < ¢)
c : velocidad de la luz
z : velocidad de un objeto material
sin embargo, no es una verdad légica.

» Necesario en ldgica dedntica
Oy significa: ¢ es obligatorio
(s,t) € R: t es una alternativa moral a s.

= Necesario en légica temporal
O significa: “en todo momento futuro, ¢”
Qi significa: “en algin momento futuro, ©”
W : momentos (tiempo) —W puede ser N, Z, Q, R—
(s,t) € R : t es posterior a s.

= Ldgica dindmica
O significa: cada ejecucion del programa que termina, lo hace en un
estado en donde vale ¢
Qi significa: hay una ejecucion del programa que terminaen un estado en
donde vale ¢
W : estados posibles de un proceso de computacion
(s,t) € R : hay una ejecucién del programa que empieza en estado s y
termina en estado ¢

8.1.2. Necesario en légica: El sistema S5

Es muy fécil entender el planteamiento en el caso de la légica S5, la que
capta y sistematiza la necesariedad ldgica. Observemos nuestras férmulas clasi-
cas desde la atalaya del metalenguaje; podremos en él expresar las caracteristicas
de las expresiones cldsicas pertinentes al nivel —esto es, su validez, satisfaci-
bilidad, etc— usando la lengua natural, utilizando signos como abreviaturas
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—recuérdese que F mno es un signo del lenguaje objeto— o introduciendo el
lenguaje modal.

EN LENGUAJE
ESPANOL SIGNOS 1 \iopAL
@ valida E ¢ necesaria
¢ tautologfa v U

¢ innecesaria
¢ no valida E o =y

Op
¢ contradiccién v_imposible
o insatisfacible =y Uy

—QOp
o satisfacible o @ posible
= no es valida v Qp
¢ contingente Fopy EFop | OnpAQp

De esta forma, en la l6gica modal (PML) hemos formalizado el metalenguaje
(espanol o espafiol con abreviaturas) que empledbamos para hablar del lenguaje
formal de la 16gica proposicional (PL).

La ventaja es que ahora podremos no sélo expresar nuestros juicios sobre las
férmulas de PL, sino que también los podremos verificar mediante un célculo
deductivo; el de la légica modal S5

Ejemplo 272 En la figura de clasificacion de formulas se ve claramente que
las verdades necesarias constituyen un subconjunto del de las posibles y que las
impostbles son un subconjunto de las no necesarias.

En 16gica modal lo expresamos asi:
e — Op

U= — =0y

Incluso, y esta es la ventaja principal, podremos demostrarlo en un célculo
deductivo.

Vamos a explicar de manera gréafica lo que hacemos al definir S5.
Para expresar ciertas caracteristicas de las férmulas de la légica proposicio-
nal, usamos habitualmente el metalenguaje.

Metalenguaje
(de PL)

PL
Lenguaje objeto
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Figura 8.2: Clasificacidn de formulas

Si ahora formalizamos este metalenguaje obtenemos un nuevo lenguaje ob-
Jjeto PML en el que no sélo podremos establecer las propiedades de PL, también
las podremos computar en un célculo. Por supuesto, para expresar validez y

satisfacibilidad de las férmulas de este lenguaje nuevo necesitamos subir otro
nivel.

Metalenguaje
(de PML)

PML
Lenguaje objeto

Metalenguaje
(de PL)

PL
Lenguaje objeto

Resumen 273 Hay lecturas distintas del término “necesario” correspondientes
a la l6gica, la fisica, la moral, etc.
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Oy : ¢ es necesariamente verdadera
es stempre verdadero
es obligatoriamente verdadero
es sabido
es creido
es demostrable (en la Aritmética)
es verdadero tras ejecutar el programa
c.
y en consecuencia el catdlogo de ldgicas modales es amplio:
Normales (K, T, S4, S5,...), temporales, dindmicas, epistémicas, dednticas, de
la demostrabilidad, etc.
Por consiguiente, no hay una inica légica modal, sino multitud de ellas. Ello se
concreta a nivel sintdctico y semdntico.

TEEEEES

1. Sintdcticamente: distintos axiomas para las distintas ldgicas

2. Semdnticamente: distintas propiedades de la relacion de accesibilidad

Comentario 274 De hecho, los axiomas de una légica modal intentan caracte-
rizar las propiedades de la relacidn de accesibilidad que les es propia. Y no sdélo
eso: el lenguaje modal puede entenderse como el lenguaje ideal para expresar
propiedades de las relaciones binarias, como se verd en lo que sigue. Es también
un lenguaje muy equilibrado: es bastante expresivo, sin dejar de ser decidible.

8.2. Lenguaje y Semdntica

8.2.1. El lenguaje de la légica modal

La légica modal proposicional afiade los operadores modales O y ¢ al
alfabeto clédsico, y una nueva regla de formacién para ellos.

(formula) := (ATOM) | L | = (férmula) | (formula) A {férmula) |
(formula)V{férmula) | (férmula) — (férmula) | (férmula) < (férmula) |
O (férmula) | O (férmula)

Es decir, ademads de las atémicas (regla F1), tenemos las férmulas formadas

mediante la regla F2: L, —p, (0 AY), (p V), (p = 9), (p < ¢) vy las que
usan la regla modal F3: Oy y Op.
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OPERADORES MODALES

0, o
a o 19
ATOMOS %)
- A\
e iy (pAY)

CONECTORES BINARIOS
-V, A

7,

Definicién 275 FORM es el menor conjunto que contiene a las formulas
atomicas y estd cerrado bajo F2 y F3

Ejemplo 276 Como ejercicios de formalizacidn de enunciados de la lengua
natural podemos plantear los siguientes:

1. Nada es completamente relativo: -O(Oa A O—a)

2. FEs posible que no me entiendas, pero no es asi necesariamente: QO—p A

3. Si puede que llueva, entonces necesariamente puede llover: g — g

4. Puede que me suspendan, pero tal esto vez no sea necesario: or A O—Cr

8.2.2. Modelos de Kripke

Como se comenté con anterioridad, en un modelo de Kripke se nos da: un
conjunto W # () de estados, mundos, situaciones, puntos,...; una relacién bi-
naria, de accesibilidad entre ellos, R C W x W ; y, para interpretar a cada
férmula atémica, un subconjunto de mundos, p* C W.

Dado un modelo de Kripke

A= <W, R, (p*) (8.4)

pEATOM >
definimos por induccién sobre la construccién de férmulas una funcién de inter-
pretacién

S: FORM(PML) — o(W) (8.5)

que a cada férmula ¢ € FORM(PML) le asigna como interpretaciéon (i)
CW —conjunto de los mundos donde ¢ es verdadera—

» F1 Para férmulas atémicas: 3(p) = p*
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= F2 Para férmulas obtenidas con operadores booleanos a partir de férmulas
cualesquiera: S(L) =0, S(pA1h) = S(0)NS(¥), S(p — ¥) = W—(S(p)N
(W —S(¢)), de forma similar para el resto de conectivas

= F3 Para férmulas obtenidas con operadores modales a partir de férmulas
cualesquiera:

S(Op) ={seW |HEeW & (s,t) c R &t €3(p))}

SOp) ={se W |Vttt e W & (s,t) e R=1t € ()}

Comentario 277 En légica modal la interpretacion de una férmula no es un
valor de verdad, sino el conjunto formado por todos los estados o mundos donde
la formula es verdadera. A continuacion veremos cémo podemos usar las inter-
pretaciones para definir el operador de satisfacibilidad y la relacion de conse-
cuencia

8.2.3. Marcos de Kripke

Llamamos marcos de Kripke a las estructuras relacionales. En el caso de la
l6gica multimodal hay varias relaciones, en el que nos ocupa, una sola, pudién-
dose decir que son todos de la forma

M = (W,R)

donde W # @ y R C W x W. Podemos interpretar las férmulas modales
usando estos marcos, siempre que definamos ademds una asignacién

H: ATOM — p(W)
que con cada férmula atémica asocia un subconjunto de 'W. De manera que
A= (M, H)

serd un modelo de Kripke —hacemos H(p) = p*— sobre el que se define
la interpretacion < de la manera antes dicha. Escribiremos <y cuando
la referencia explicita a la asignacién sea relevante —algunos autores escriben
(lelly en vez de Sm(p)—.

Claramente con cada marco de Kripke se crean tantos modelos distintos
como funciones H se puedan definir, y cada modelo contiene un marco.

8.2.4. Estructuras por mundos (o puntos)

Dado un modelo de Kripke

A= <W7 R, <pA>peATOM>
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y un elemento de su universo s € W diremos que

<W’ R, <pA>p€ATOM ’ 3>

—que abreviadamente escribiremos (A, s)— es la estructura de Kripke A en
el mundo s. La interpretacion < de una férmula modal en una de estas
estructuras utiliza la definida para el modelo y extrae de él un valor de verdad,
F o V. Como era previsible su definicion es:

Ss(p) =V syss s € S(p)

8.2.5. Tres “satisfacciones”

Para cada conjunto de letras proposicionales ATOM hemos definido tres
clases distintas de estructuras asociadas. Tenemos los marcos M = (W, R), que
pueden convertirse en modelos al unirseles asignaciones A = (M, H) y tene-
mos también las estructuras por puntos (A, s). Es importante no confundirlas,
pues cada una juega su papel. Hay, por lo tanto tres relaciones de satisfaccién
correspondientes.

Sea A = (M, H) un modelo de Kripke, & su interpretacién asociada,
M=(W,R) sumarcoy s € W.

1. ¢ esverdadera en estado s del modelo A: A,slF ¢ <=prse J(p)
Esta es la relacion bésica de satisfaccion.

2. ¢ esvdlida (o verdadera) en el modelo A
AlFp<=prV¥seW (Aslk ) —ie S(p) = W—

3. ¢ eswdlida (o verdadera) en el marco M
MIFp<=psVH (M, H)IF ) —ie VH (Su(p) = W)—
Cuando queramos distinguirlas explicitamente podemos usar superindices
IFP satisfaccién por puntos, la primera
IFY satisfaccién por valoraciones o asignaciones, la segunda
IF™  satisfaccién por marcos, la tercera

4. ¢ eswdlida: = ¢ <=ps VA Al ¢ (para todo modelo)

5. ¢ es marco-vdlida: =™ ¢ <=py YM MIF™ ¢ (para todo marco)
<=ps VMH (M, H) IF¥ ¢ (para todo marco y todo modelo sobre él
construido)

6. ¢ eswvdlida en la clase de modelos ®
Eo o<=prVA€D [AlF ¢] (para todo modelo de la clase)

7. ¢ eswvdlida en la clase de marcos §
FY ¢ <=pf VM eF [MIF™ ¢] (para todo marco de la clase)

8. T es satisfacible en estado s del modelo A
AslFT <=psse ﬂ%(gp)
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9.

10.

11.
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I' es vdlido en el modelo A
x _
AIFT <py | Loer S(p) =W

@ es consecuencia de T' en la clase de modelos ©
I'l=p p<=ps Paratodo Ac® y sec Wisi s€ ﬂ or S() entonces
y

5 € 3(p)

¢ es consecuencia de T

I' = ¢ <=pys Para todo modelo A y s € W:si s € ﬂ or S(v) entonces
g

s € S(p)

8.2.6. Ejercicios

Se puede ver que las siguientes férmulas son vélidas en todo modelo y en todo

marco, pero que no expresan condicién alguna sobre la relacién de accesibilidad.

1.

® N o o ® b

O-1
O(p Vv —p)
O — (¢ —p))

(
(
(@ = ) = (Do —0p)
(
(

O

O(aAB) < (OaAOpB)
O(a = B) = (0 — 0B)
OlaV p) « (OaV Op)
Ola = ) — (Ha — 0f)

Sin embargo, se pueden poner como ejemplos los de las férmulas siguientes,

que no son vélidas.

1.

D :=0Op — Op

tomando: A = <W, R, <pA> W={1},R=0y pA=0

pEATOM>’
T:=0p — ¢

tomando (ver figura: 8.3): A = <W,R, <pA>p6ATOM>, W = {0,1},
R={(0.1)} y p*={1}

B:=¢p— 00y

tomando (ver figura: 8.4): A = <W,R, <pA>peATOM>, w = {0,1},
R={(0,1)} y p*={0}

4=y — O0p

tomando (ver figura: 8.5): A = <W,R7 <pA>peAToM>’ W = {0,1,2},
R={(0,1),(1,2)} vy p*={1}
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Figura 8.3: R no es refleziva

-_—
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&

Figura 8.4: R no es simétrica

9. 5:=Qp — 0y
tomando: A = (W, R, (), xron )» W = {0,1,2}, R = {(0,1),(0,2)} y
p* = {1}

8.3. Bisimulacién

El poder expresivo de un lenguaje se mide por su capacidad de distinguir
entre modelos distintos o, lo que es lo mismo, por cuales les resultan indistin-
guibles. En la l6gica de primer orden vimos —el teorema 79— que la isomorffa
produce invarianza; esto es, si A y B son dos sistemas isomorfos y h el
isomorfismo, entonces las férmulas de primer orden no nos permiten distinguir
entre x€ A y h(x)eB
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Figura 8.5: R no es transitiva

La verdad es que si juzgamos a nuestro lenguaje modal por su capacidad
de caracterizar los modelos de Kripke, el lenguaje de primer orden discrimina
mejor que él. Sin embargo, el aumento del poder expresivo se paga en primer
orden con la decidibilidad, mientras que el paso de proposicional a modal no
nos hacer perder la decidibilidad.

La equivalencia seméntica adecuada al lenguaje modal es la bisimulacion. Se
entenderd mejor este concepto si consideramos que los modelos de Kripke repre-
sentan procesos: sus mundos son estados que pueden poseer ciertas propiedades
P, q,7, ... siendo la relacién de accesibilidad una transicién entre estados.

Definicién 278 Dados los modelos A = <W, R, <pA>pEAT0M> Yy
B = <W’“,R“, <pB>pEATOM> decimos que la relacion E C W x W* es una

bisimulacion si siempre que (s,t) € E se cumple:

1. s y t satisfacen las mismas formulas atémicas: s € pA syss t € P,
para cada p € ATOM

2. Si (s,u) € R entonces hay un v tal que (t,v) € R* y (u,v) €E
3. viceversa
Gréficamente, lo que sucede es esto (véase la figura: 8.6)
Ejemplo 279 Vedmoslo en algunos casos.

1. Sea A=({0},{(0,0)},(@)) v B=({1,2},{(1,2),(2,1)},(@))
ysea E=9g

2. Sea A:<{1:21374}!{
3:({a,b,c},{(a,b),(

(1,2),(1,3), 3,9}, (2) vy
b,c). (.0}, (2)) v
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R

Figura 8.6: Bisimulacion

sea E={(1,a),(3,b),(4,0)}
Esta relacion E es de bisimulacion (ver figura: 8.7)

9. No pueden serlo A= ({1,2,3,4},{(1,2),(2,3), (2,4)}, ({3} . {4}))
donde p* = {3},q* ={4} y
B = ({a,b,c,d e}, {(a,b),(a,0),(b,d),(c.e)} ({d}, {e})
donde p? = {d},q* = {e}Esta relacién E no es de bisimulacién (ver
figura: 8.8)

Teorema 280 Para cada bisimulacion E entre A y B, st (s,t) € E se
cumple:

A, sk syss BitlEyp (8.6)

Este teorema se puede usar para demostrar que son indefinibles en el len-
guaje modal ciertas propiedades de la relacién de accesibilidad, por ejemplo
irreflexividad. Lo que harfamos es definir un modelo en donde la propiedad sea
cierta en algiin mundo y otro en donde no sea cierta, pero que estén relacionados
mediante la relacion E.
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Figura 8.7: Se dd bisimulacion

AN
© @ ©

Figura 8.8: No se dd bisimulacién

8.4. Propiedades de R

Hemos dicho que el lenguaje modal es especialmente adecuado para expresar
propiedades de relaciones, vedmoslo. Destaquemos algunas de las introducidas
en la seccién 5.2:

» Reflexividad: Vs € W ((s,s) € R)
s Simetria®
« Transitividad*

Veamos algunos ejemplos (figura: 8.9)

3 Definida en el capitulo 5.
1Definida en el capitulo 5.
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Figura 8.9: Relaciones simétricas y relaciones transitivas

» Serial: Vs 3t (s,t) € R
» EBuclidea: Vstu ((s,t) € R & (s,u) € R = (t,u) € R)

Veamos algunos ejemplos (figura: 8.10)

8.4.1. Propiedades de R y férmulas modales

Con la semdntica de modelos se pueden demostrar las siguientes implicacio-
nes:

1. D esvilida en la clase ® de modelos de Kripke con R serial

2. T es vélida en la clase € de modelos de Kripke con R reflexiva

3. 4 esvilida en la clase § de modelos de Kripke con R transitiva
4. B esvilida en la clase ® de modelos de Kripke con R simétrica
5. 5 esvilida en la clase £ de modelos de Kripke con R euclidea

Habiendo, sin embargo, modelos de estas férmulas que no cumplen la condi-
cién asociada; esto es, se establece una correspondencia mediante un condicional,
no un bicondicional.

Comentario 281 FEl! estudiar con detalle estas correspondencias es hoy dia im-
prescindible para entender el papel central que la ldgica cldsica juega en este
marasmo de sistemas que es la légica actual. Lo abordamos decididamente en el
capitulo 13.
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Figura 8.10: Relaciones euclideas y relaciones seriales

Cuando se toma la seméntica de marcos para nuestras férmulas el vinculo
entre propiedades de la relacién de accesibilidad y las férmulas pasa a ser bidi-
reccional, pudiéndose demostrar:

1. D esvilida en la clase © de marcos de Kripke syss R es serial
2. T es vélida en la clase € de marcos de Kripke syss R es reflexiva
3. 4 esvalida en la clase § de marcos de Kripke syss R es transitiva
4. B esvalida en la clase & de marcos de Kripke syss R es simétrica

5. O esvélida en la clase § de marcos de Kripke syss R es euclidea

Comentario 282 Esta es la razén principal que justifica el cambio de la se-
mdntica de modelos a la de marcos. Sin embargo, la opcidn que yo propongo
—en el comentario 387— nos permite mantener la primera, caracterizando en
una teoria multivariada a la relacidn.

8.5. Lédgicas modales proposicionales
Hemos introducido ya el lenguaje modal e interpretado sus férmulas usando

la seméntica de Kripke, pero todavia no hemos definido con precisién ninguna
légica modal. ;Cémo se define?, ;Qué es una ldgica modal?
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En otro lugar —concretamente, en la seccién 12.1— entraré en el debate
sobre la naturaleza de los sistemas 16gicos, ahora indicaré que hay dos procedi-
mientos para definir una légica modal: el semdntico y el sintéctico.

| SEMANTICA | SINTACTICA |

D Clase de modelos CAL célculo
LOG(®) = {¢ |Fo v} | LOG = {¢ |FcaL ¢}

Para no comprometerse con ninguno de estos planteamientos y permitir un
acercamiento neutro al tema, definiremos una légica modal como un conjunto
de férmulas modales que contiene a las tautologias (escritas modalmente, Oy y
Q@ cuentan como atémicas) y estd cerrado bajo modus ponens.

Definicién 283 Una légica modal £ es un conjunto tal que:
{(,0 € FORM |FPC (p} C L C FORM

£ estd cerrado bajo M P
(es decir, a € £ & a— e L=5e€L)

Definicién 284 (Teoremas ldgicos) ¢ € £ sysstg ¢

Definicién 285 Deducibilidad a partir de hipdtesis: T't¢ ¢
syss hay {v1,..s Yo} CT tal que

(VA Ay,) m el

Se puede demostrar que el operador de consecuencia Fg asi introducido
verifica las propiedades consiguientes; esto es, las caracteristicas de un operador
cldsico de consecuencia:

1. Monotonfa: ' CA & T'Fg o= Aklg o
2. MP Generalizado: T'Fg p & TFe p 0 =T ke ¥
3. Deduccion: TU{p}tFe v =TkFep—1

8.5.1. Ldgicas modales normales

A las légicas modales normales se las suele definir sintdcticamente

Definicién 286 El cilculo {K, Dfo}(N) de la logica K contiene todas las tau-
tologias de la ldgica cldsica, la regla de M P 1y los siguientes axiomas y reglas:
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1. K:=0(¢—¢) - (Op — Ov)
2. Dfy:=0p— -O-p
3. (N):Fo@=F0Op (Denominada regla de necesariedad)

Definicién 287 La ldgica K (denominada légica modal minimal) es la me-
nor ldgica modal normal que contiene los esquemas axiomdticos K y Dfy y
estd cerrada bajo (N)

K= {<P “‘{K,Df0 Yoy 90}

Otras légicas modales normales se obtienen al afiadirle alguno de los siguien-
tes esquemas axiomaéticos: D, T, B, 4 6 5. Las més conocidas son:

1. KT4 Esta légica es el resultado de anadir a la l6gica minimal los axiomas
T y 4 (También conocida como S4)

2. KT5 Esta logica es el resultado de anadir a la légica minimal los axiomas
T y 5 (También conocida como S5)

Ejercicio 288 Como ejercicio de deduccion en la légica S5 se puede demos-
trar:

Todas las légicas modales normales obtenidas anadiendo a K algunos de los
axiomas D, T, B, 4 y 5 estin contenidas en Sb.

8.6. Completud y correccién

Tanto cuando se define la l6gica como un conjunto de férmulas vélidas en una
clase de modelos de Kripke, como cuando nos valemos de un célculo, es preciso
complementar la presentacién con su otra dimensién semdntica o sintéctica,
segln el caso.

Para demostrar la equivalencia entre la seméntica y la sintaxis de una légica
modal se demuestran los teoremas de correccién y completud®.

Definicién 289 Una ldgica modal B es correcta respecto de la clase de
modelos ® syss para cada ¢ € FORM :

Feo = Fo ¢

Definicién 290 Una ldgica modal B es completa respecto de la clase
de modelos O syss para cada ¢ € FORM :

Foo =Fpo

Definicion 291 Una ldgica modal B estda determinada por la clase de
modelos ® syss para cada ¢ € FORM

Fpy <= o v

5Una prueba alternativa de estos teoremas se establece en el entorno de la 1égica multiva-
riada como marco unificador [13.4].
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8.6.1. Correccién

Teorema 292 (correccion de K). La ldgica K es correcta en la clase formada
por todos los modelos de Kripke.

Demostracion. Hay que demostrar que todas las tautologias son vdlidas en
la clase de todos los modelos de Kripke, que los esquemas axiomdticos K y
Dfy son vilidos y que tanto MP como N preservan la validez.

1. FEs claro que las tautologias son vdlidas, pues la interpretacion de los co-
nectores es la cldsica.

2. Para ver que E Dfy tenemos que demostrar que si A es un modelo de

Kripke cualquiera y S su interpretacion asociada, se cumple que

Es decir, que
3(0¢p) = S(=0-p)

3. Para ver que E K tenemos que demostrar que en toda interpretacion

S sobre un modelo de Kripke A se cumple que

S((Blp = ¢) = (Op — 0v)) =W
Es decir, que

I((p — 1)) € (e — )

4. Para demostrar que la regla M P preserva la validez hemos de ver que
para todo modelo de Kripke A se cumple lo siguiente: Si AF o — 1 y
AE ¢ entonces AF 1.

5. Para demostrar que la regla N preserva la validez hemos de ver que para
todo modelo de Kripke A se cumple lo siguiente: Si AF ¢ entonces AF
Uep.

Correcciéon de otras légicas modales normales

Para demostrar la correccién de las l6gicas modales normales obtenidas con
D, T, B, 4y 5 usamos las propiedades asociadas —esto es, las especificadas en
la seccién 8.4—. Haciéndolo asi es sencillo obtener lo siguiente:

Teorema 293 La ldgica KD es correcta en la clase ® de modelos de Kripke
con R serial

Teorema 294 La légica KT es correcta en la clase € de modelos de Kripke
con R reflexiva
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Teorema 295 La ldgica KB es correcta en la clase § de modelos de Kripke
con R simétrica

Teorema 296 La ldgica K4 es correcta en la clase & de modelos de Kripke
con R transitiva

Teorema 297 La légica Kb es correcta en la clase $ de modelos de Kripke
con R euclidea

Usando estos resultados demostramos la correccién de légicas K.S;...S,

Teorema 298 Correccion de KSi...S),

Demostracion. Sean Si,...,S, esquemas axiomdticos vdlidos, respectiva-
mente en las clases de modelos €q,....,&,, entonces la logica KS;...S, es
correcta en la clase de modelos €1 N...NE,.

St S1,...,S, son esquemas axiomdticos vdlidos, respectivamente, en las clases
de modelos €4, ...,C,, entonces cada uno de los esquemas S; (i € {1,...,n})
es vdlido en la clase de modelos €1 N ...N &,. Por otra parte, hemos visto que
la logica minimal es correcta en la clase de todos los modelos de Kripke. Por
consiguiente, lo sequird siendo en una clase mds restringida de modelos. ®

Comentario 299 El teorema utilizado afirmaba que si una clase de modelos
era, respectivamente, serial, reflexiva, transitiva, simétrica o euclidea, entonces
dicha clase validaba, respectivamente los esquemas D, T, 4, B,5. No demostra-
mos (porque no es vdlido) el teorema con una doble implicacion; es decir, que
todo modelo de, respectivamente, D,T,4,B,5 sea, respectivamente, serial, re-
flexivo, transitivo, simétrico o euclideo. Habitualmente sucede que si un modelo
no es, respectivamente, serial, reflexivo, transitivo, simétrico o euclideo, enton-
ces fallard, respectivamente, D, T,4, B,5. Pero habrd que verlo en cada ocasion
porque para la semdntica de modelos esta implicacion no es necesariamente el
caso.

8.7. Modelos candnicos: completud

Para demostrar los teoremas de completud y de equivalencia de las légicas
modales normales usamos este esquema (ver figura: 8.11):

Antes de comenzar con la demostracion de la completud del cdlculo compro-
bamos que el organigrama funciona; esto es,

ADECUACION
MODELO
&
| COROLARIO |
La demostracién es asf de sencilla:
Supongamos que Ap € ® yque Ap F p <= Fp ¢, paracada ¢ € FORM
Queremos demostrar que =9 ¢ = bkp . Supongamos que Fp ©. Es
decir, que AFE ¢, para cada A € . Puesto que Ap € D, tenemos que Fpg ¢
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Figura 8.11: Completud, modelo canénico

8.7.1. Deducibilidad y consistencia
Definicién 300 I' es B—consistente syss I' ¥p L

Definicién 301 I' es B — contradictorio syss no es B—consistente

Utilizando la definicién del operador de consecuencia y las definiciones pre-
vias se demuestra fcilmente que:

Proposicién 302 (MP generalizado) Tt o & kg o — 1 = Tl
Proposicién 303 (Deduccion) T'U{p} Fp1 = T'tp o — 1
Proposicién 304 ' C B = (I' es B—consistente <= B # FORM)

Proposicién 305 ' es B-—consistente <= hay una formula ¢ tal que
I'¥pe

Proposicién 306 I' es B—consistente <= no hay ninguna férmula @ tal
que 'k B ¥ A "
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Proposicién 307 I'tp ¢ < T U{-p} no es B—consistente

Proposicién 308 I' es B—consistente => para cada ¢ : T U{p} o T'U
{—¢} es consistente

Definicién 309 Sea I' C FORM. B es B—maéaximamente consistente <=
I' es B—consistente y para cada ¢ e FORM:p el o —pel

Ejemplo 310 Sea A= <W,R, <pA>p€ATOM> un modelo de B y s € W. El

conjunto {¢| A, s = ¢} es mdzimamente consistente.

Ejercicio 311 Sea I' un conjunto B—mdzrimamente consistente. Proponemos
como ejercicios los siguientes:

1. FI‘BQO — QDGF

2. p¢I' = T U{¢} es B-—contradictorio
(TCA y A es B—consistente = I'=A)

~pel < ¢TI, para cada ¢ € FORM
BCT

1¢rm

poyYpel«—= (pel'=yel)
pANYpel <= (pel yypel)
Vel < (pel ¢ ¢pel)

© % N S m oA

peopel<—= (pel<—=ypel)

8.7.2. Teorema de Lindenbaum

Como en la ldgica clésica, se puede demostrar el teorema de Lindenbaum.

Teorema 312 Todo conjunto consistente I' puede extenderse a uno mdxima-
mente consistente A

Demostracién. Sea I' un conjunto B—consistente y sea ¢q,...,¢,, -+ una
enumeraciéon de FORM

Definimos:

Ag=T

A — An U {Spn}a si An FB Pn

ntl A, U{=p,}, en caso contrario
Hagamos A =J,~qAn
Se puede demostrar que:

1. A, es B-—consistente, para cada n >0
2. Paracada ¢ e FORM:p€ A 6 —p €A (no ambos)
3. AFpp = peA
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8.7.3. Modelo candnico

Sea B una légica modal normal, consistente. Llamaremos Apg al modelo
canénico de B que definimos asi:

Ap = <WB, Rp, <pAB>peATOM>

1. Wp={sCFORM | s es maximamente B — consistente}
2. Rp CWpg x Wg se define ast: (s,t) € Rp syss {p|Op s} Ct

3. p*8 ={scWpg|pcs}, paratodo pc ATOM

Vemos cémo en los modelos candnicos reaparecen las ideas de Carnap: el
universo lo forman las descripciones de estados.

&Y qué descripcion mejor y mds pormenorizada podriamos tener que la de
un conjunto mdzrimamente consistente?

Un conjunto tal contiene todas las sentencias capaces de caracterizar el mo-
delo, recoge todas sus verdades. La relacién de accesibilidad: “t es una alterna-
tiva a s” se establece cuando t satisface las verdades necesarias de s

Proposicién 313 Sea B una ldgica modal normal, consistente. Agp  su
modelo candnico. Para cada ¢ € FORM,s € Wp :
Op € s < (para cada t € Wp : (s,t) € Rp = ¢ € t])

Lema 314 (de la verdad) Sea B wuna ldgica modal normal, consistente. Ap
su modelo candnico.
Para cada ¢ € FORM, s € Wg se verifica: Ag, s E ¢ <= @pEs

Corolario 315 Sea B wuna légica modal normal, consistente. Ag  su modelo
candnico. Para cada ¢ € FORM se verifica: Ap |E ¢ <= Fpo

Teorema 316 (Completud de K) La ldgica K es completa en la clase de todos
los modelos de Kripke. Para cada ¢ € FORM se verifica: =9 = kg ¢

Teorema 317 (Completud de KD) La légica KD es completa en la clase D
de modelos de Kripke con R serial. Para cada ¢ € FORM se wverifica:

Eo ¢ = Fkp ¢ ( basta mostrar la adecuacion del modelo candnico; es
decir, Axkp € D)

Teorema 318 (Completud de KT') La légica KT es completa en la clase €
de modelos de Kripke con R reflexiva. Para cada ¢ € FORM se verifica:

Fee = Fkro

Teorema 319 (Completud de K4) La ldgica K4 es completa en la clase §
de modelos de Kripke con R transitiva. Para cada ¢ € FORM se verifica:

Fg e = Fkagp
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Teorema 320 (Completud de KB) La légica KB es completa en la clase &
de modelos de Kripke con R simétrica. Para cada ¢ € FORM se verifica:

Foeo = FrBY

Teorema 321 (Completud de K5) La légica K5 es completa en la clase $
de modelos de Kripke con R euclidea. Para cada ¢ € FORM se verifica:

Fosy = Fks e

Teorema 322 (Completud de KS;...S,) Sean Si,...,S, esquemas axiomdti-
cos vdlidos, respectivamente en las clases de modelos €&q,...,&,, entonces la
l6gica KSp...S, es completa en la clase de modelos €1 N...NE&,. Para cada
v € FORM se verifica: E¢,n..ne, ¢ — Fks,.s, ¢

8.8. Apéndice: Tableaux para la légica modal

Como se coment6 con anterioridad en la seccién 4.3 es facil comprobar si una
prueba hecha en el célculo axiomético o en uno de deduccién natural es correcta,
pero hacerla no lo es en absoluto. Posiblemente el problema resida en la regla
de Modus Ponens y sobretodo en la ausencia de la denominada propiedad de la
subférmula. Ni los sistemas axiomadticos ni los de deduccién natural la tienen,
pero hay otros sistemas muy sencillos que si que la tienen: los de Resolucion,
los Sistemas de Gentzen y los Tableaux Semdnticos de Smullyan.

Para las 16gicas modales hay distintos tipos de tableaux. Hemos elegido uno
que incluye nombres para los mundos posibles como parte del mecanismo de-
ductivo, de forma que la relacién de accesibilidad entre mundos queda reflejada
en las caracteristicas sintdcticas de sus propios nombres. Lo que haremos es
introducir prefijos.

La idea intuitiva es que un prefijo nombra un mundo posible. Si escribimos

§ ¥

siendo £ un prefijo, queremos decir que ¢ es verdadera en el mundo cuyo
nombre es . Los mundos de un modelo pueden estar relacionados mediante
la relacién de accesibilidad, o no estarlo. El sistema de prefijos que elegiremos
nos permitird saber cuando dos mundos estdn relacionados, mediante ciertas
caracteristicas sintdcticas de sus nombres.

Empezaremos por la l6gica K, luego consideraremos otras 16gicas modales.

8.8.1. Tableaux semanticos para la légica K

Definicién 323 Un prefijo para K es una sucesion finita y no vacia de
nimeros naturales; por ejemplo, (1,3,2,1,4) . El mundo real es (1)

Definicién 324 Una férmula con prefijo es de la forma £ ¢, donde ¢ es
una formula y € un prefijo.
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Si n  es un nimero natural y £ es un prefijo, én es el resultado de
anadir n al final: por ejemplo, si & = (1,3,2,1,4) y n = 3, entonces
&n=(1,3,2,1,4,3)

Definicién 325 Decimos que un prefijo de la forma &n es K—accesible
desde &.

Un tableau tiene forma de drbol, donde cada nudo contiene una férmula con
prefijo. Daremos reglas de inicio del tableau, reglas de inferencia y reglas para
terminar. Creo que resultard ttil intercalar con la presentacion de las reglas las
razones que justifican la correccién de las mismas; servird tanto de motivaciéon
intuitiva, como de justificacién formal.

La definiciéon de satisfacibilidad refleja la concepciéon que tenemos de un
tableau como una disyuncién de sus ramas y una rama como la conjuncién de
sus nudos.

Definicién 326 Un tableau es K—satisfacible si alguna de sus ramas
es K—satisfacible. Y una rama es K—satisfacible si el conjunto de las férmulas
con prefijo que lo constituyen lo es. Finalmente, un conjunto de férmulas T' es
K—satisfacible si hay un modelo

_ m
A= <Wv R, (p >p€ATOM>
y una funcion F de los prefijos de T' en W tal que

1. Si & x estan en T' y el prefijo x es accesible desde &, entonces
(F(&), F(x)) eR

2. Si & peT, entonces A, F(&)IF .

Es decir, un conjunto de férmulas con prefijo es K—satisfacible si describe
parcialmente un mundo. Ahora que hemos introducido esta terminologia, pode-
mos presentar las reglas de los tableaux.

Reglas para K

Una demostracién de ¢ comienza con (1) —p.

El procedimiento de los tableaux es refutativo: Para demostrar ¢ suponemos
que puede haber algtin modo de hacer que ¢ falle, y obtenemos de ello una
contradiccién y concluimos que ¢. Es ficil ver que si ¢ no es K-—vidlida,
el conjunto {(1) —¢} es K—satisfacible y por lo tanto, el tableau con que
comienza es K —satisfacible.

Tenemos también reglas de inferencia, que son reglas de extension de sus
ramas. Las cldsicas son:

—— Doble negacién Una rama que contiene & ——¢ puede extenderse a £ ¢
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- — Negacién del condicional Una rama que contiene & —(¢ — ) puede
extenderse dos nudos con ¢ ¢ y £ —p. (Es una regla de tipo «)

— Condicional Una rama que contiene & (@ — 1) puede bifurcarse en dos
ramas, con & —p y & 9. (Es una regla de tipo f)

Estas reglas se presentan esquemdticamente en la tabla siguiente

fmp L0V £ (p— 1)
§ ¥
% £ £ || €9

A continuacién introducimos las reglas propiamente modales, pero para ello
necesitamos introducir cierta terminologfa.

Definicién 327 Un prefijo £ estd restringido en una rama siempre que sea un
segmento inicial (propio o impropio) de alguno de los prefijos de la rama.

Definicién 328 Un prefijo estd disponible en una rama si ocurre en la rama.

[0 Regla de necesariedad Una rama que contiene £ [y puede extenderse
a &n @ para cualquier &n disponible.

-0 Negacién de necesariedad Una regla que contiene ¢ -y puede
extenderse a &n —p siempre que &n no esté restringido en la rama

Es decir,
€ Uy

&n @
para cualquier &n disponible

§ Uy

En g
siempre que &n no esté restringido en la rama; es decir, no sea un segmento
inicial propio o impropio de ninguno de los prefijos de la rama.

De nuevo la motivacién informal estd clara: Si Oy es verdadera en un
mundo cuyo nombre es &, entonces ¢ es verdadera en todo mundo accesible
desde &; en particular, en &n. También, si —[Jy es verdadera en el mundo
cuyo nombre es £, - debe ser verdadera en algin mundo accesible desde él;
podemos darle un nombre, pero este mundo no debe estar condicionado, debe
estar sin utilizar en el drbol. Es por ello por lo que la regla de la negacién de
la necesariedad respeta la condicién de que el prefijo no debe estar restringido.
Formalmente es fécil verificar que cada una de las reglas anteriores preserva
la K-—satisfacibilidad. Es decir, si el conjunto de las férmulas de la rama es
K —satisfacible antes de aplicarla, lo seguird siendo después.

FEsto completa la presentacién de las reglas de extensiéon. Ahora indicamos
las de terminacién.
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Definicién 329 Una rama de un tableau estd cerrada si contiene € ¢ y €& —p para
una férmula cualquiera, . O si contiene € 1L o & =T

Definicién 330 Un tableau estd cerrado, si cada rama lo estd.

Definicién 331 Un tableau cerrado que empieza por (1) —¢ constituye una
prueba (por refutacion) de .

Estar cerrado es la condicién sintdctica que equivale en los drboles a ser
contradictorio. Formalmente, un tableau cerrado no puede ser K—satisfacible.
Ahorabien, si ¢ noes K—vdlida, entonces, como observamos antes, {(1) —p} es
K —satisfacible y por lo tanto nuestro drbol inicial serd K—satisfacible. Por con-
traposicién diremos algo equivalente: Si hemos construido un tableau cerrado,
¢ debe ser K—vélida. Una prueba mediante tableaux garantiza la K—validez;
el procedimiento es correcto.

Reglas derivadas de inferencia En vez de tratar el resto de las conectivas
y modalidades como definidas en términos de =, — y de [, es mds cémodo
proporcionar reglas derivadas para ellas.

£ () € —(p AY)
£ ¢
¢ - || &€
§ ~(pVv) € (o V)
£ ~p
" co Il €y
f(dej) §_|(<p<_>w)
£ (p—1) o — () —
¢ (1 — ) §o(e—v) || &€= —9)
£ ~0p
para cualquier &n disponible
&n ¢
£ Op
siempre que &n no esté restringido en la rama
&n g

—es decir, no sea un segmento inicial propio o impropio de ninguno de los
prefijos de la rama—
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Completud

Voy a senalar simplemente la idea general de una demostracién de completud,
que es sencilla.

Suponed que intentamos construir una demostraciéon de ¢. Empezamos el
tableau con (1) -, entonces aplicamos las reglas del tableau. Si lo hacemos
de una forma consistente, cada regla que puede ser aplicada lo habra sido. No es
dificil indicar un procedimiento que asegure que no se cometen errores. Imaginad
que el procedimiento no termina en un tableau cerrado. Sea # una rama no
cerrada. Por construccion, en la rama 6 cada regla aplicable lo ha sido.

Construyamos un modelo

A= <W7 R, <pA>p€ATOM>

como sigue:

W es el conjunto de los prefijos de 6. (£, x) € R syss x es K—accesible
desde ¢. Hagamos p™ = {£]€ pestden ). Esto determina un modelo A.
Un argumento inductivo prueba que si £ ¢ estd en 6 entonces

A €

Puesto que (1) - estd en 6 (es su primer punto), A, (1) IF —p. Por
consiguiente, ¢ no es vélida.

Convirtiendo el argumento anterior por contraposicién obtenemos: Si ¢
es K-—vidlida, entonces ¢ tiene una prueba mediante tableaux. De hecho, se
obtiene una prueba mediante cualquier tableau correcto que se construya. Hay
que senalar que el método anterior proporciona un procedimiento de decisién
para la légica proposicional, K.

8.8.2. Ldgica 54

Resulta ficil extender las ideas anteriores de forma que sirvan para otras
l6gicas modales. Por ejemplo, obtenemos la l6gica S4 manteniendo todo el
sistema anterior de la légica K y modificando las reglas de los operadores
modales, que es sustituida por la siguiente:

Si & Op estd en una rama, entonces x ¢ puede ser anadido para
cualquier prefijo x que tenga a £ como segmento inicial, propio o impropio
(la regla derivada para —[0 debe modificarse de forma similar)

Ejemplo 332 FEn este sistema demostramos que bFgq Op — O0OOp  asi:
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8.8.3. Otros sistemas modales

Para poder presentar sistemas modales para la variedad de légicas moda-

les proposicionales que hemos estado estudiando, es conveniente introducir una
terminologfa nueva

Recordad que en la légica K decfamos que un prefijo x era accesible

desde & si x era el resultado de anadir a £ un numero adicional al final.
Ahora queremos considerar otras relaciones de accesibilidad sobre prefijos, como
hicimos antes con 54.

Definicién 333 La relacion de accesibilidad sobre prefijos satisface:

1.

2.

La condicion general: si &n  es accesible desde &, para cualquier n
La condicion inversa: Si € es accesible desde &n, para todo n

La condicion de identidad (reflexividad): si &  es accesible desde st
mismo

La condicion de transitividad: si x es accesible desde &, siempre que
& sea un segmento inicial propio de x

La condicion universal (total): si cualquier prefijo es accesible desde cual-
quier otro.

Observad que la condicién de transitividad incluye la condicién general como

un caso particular: Para cada ldgica se definird una nocién correspondiente de
accesibilidad de prefijos

LOGICA | CONDICION DE ACCSESIBILIDAD
K, D general

T general, identidad

KB, DB | general, inversa

B general, identidad, inversa

K4, D4 general, transitividad

S4 general, identidad, transitividad

S5 universal
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Definicién 334 Un prefijo x es una extension simple de £ si x es & con
un sdélo numero anadido al final.

Daremos las reglas bésicas para el operador de necesariedad [ las del ope-
rador de posibilidad ¢ tienen una formulacién similar

-0 Negacion de necesariedad Una rama que contiene ¢ -y puede
extenderse a x - siempre que ) sea una extensién simple de &, y no
esté restringido en la rama

[0 Regla de necesariedad Una rama que contiene ¢ Uy puede extenderse
a X  para cualquier x accesible desde ¢ siempre que:

1. para las légicas K, KBy KT, el prefijo x debe estar disponible en
la rama.

2. para las légicas D, T, DB, B, D4, S4y S5, el prefijo x debe ser
una extensién simple, no restringida de ¢ o estar disponible en la
rama.

8.8.4. Sistema para la légica S5

Para la l6gica modal S5 la relacién de accesibilidad ha degenerado en la
relacion universal (de trivialidad, pues todos estén relacionados con todos) y por
consiguiente se puede abandonar el sistema de prefijos como sucesiones finitas
e introducir otros méds simples. Para esta légica, pero sélo para ella, podemos
hacer que estos prefijos sean nimeros naturales. Las reglas adecuadas para los
operadores modales se introducen a continuacién:

-0 Negacién de necesariedad Una rama que contiene n —[Jy puede ex-
tenderse a k - siempre que k sea nuevo en la rama.

[0 Regla de necesariedad Una rama que contiene n [y puede extenderse
a k ( para cualquier nimero natural &

8.8.5. Prueba a partir de hipétesis

No hemos hablado de pruebas a partir de hipdtesis, pero se puede hacer
facilmente. Si L es cualquiera de las logicas antes mencionadas, entonces

T Q=

si y s6lo si hay un tableau cerrado para (1) -, usando las reglas de los
tableaux antes mencionadas, junto a las siguientes:

Regla global ¢ ~ puede anadirse al final de cualquier rama, para cualquier
vel

Regla local (1) 1 puede afiadirse al final de cualquier rama, para cualquier

Y eq,
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Capitulo 9
Loégica Dinamica

9.1. Légica de Hoare-Floyd

En informética los objetos de interés prioritario son los programas.

& Qué es un programa?

Un programa o algoritmo es un procedimiento efectivo que nos permite
calcular ciertos valores a partir de ciertos datos. Por ejemplo, se puede escribir
un programa que dado un cierto n calcula el valor F(n) de la serie de
Fibonacci.

s Como sabremos que el programa es correcto, mds alld de las pocas —o
muchas— comprobaciones que podamos hacer?

La idea es crear un formalismo externo que nos permita verificar que el
programa realiza las operaciones deseadas.

En el ano 1969 Hoare introdujo un método axiomédtico para probar la correc-
cién de programas, basado en un método anterior, el de Floyd, que ha tenido un
gran impacto en el diseno y verificacién de programas. También ha sido usado
como un medio de especificar la semantica de los lenguajes de programacion.

Semadntica de programas

En 16gica clasica —y muy especialmente en teoria de modelos— se parte de
una realidad matematica conocida y para hablar de ella se introduce un lenguaje
formal. El puente entre el lenguaje formal y la realidad matemética es la nocién
semdntica de verdad y, basado en ella, la nocién de consecuencia. El célculo
deductivo, un conjunto de reglas de deduccioén, es una réplica mecanizable del
concepto intuitivo de consecuencia.

En el caso de la seméntica de los lenguajes de programacion, pensad que a
diferencia de lo que sucede en la légica cldsica, especialmente si se la mira desde
la perspectiva de la teoria de modelos, el formalismo y sus reglas constituyen la
realidad inmediata y en lo que hay que aplicarse es en buscarle una seméntica,
unos modelos. Es evidente que el modelo real de lo que sucede, el «mundo» al
que se refieren las férmulas de nuestros programas no es otro que el constituido
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por la CPU, su memoria y registros, pero este «mundo» es de una complejidad
tal que rebasa los limites de un andlisis matemadtico riguroso. A causa de esta
complejidad, se han hecho ciertos intentos de recurrir a la teoria de sistemas |,
considerandose el holismo como la postura filoséfica a adoptar!.

Las légicas de programas, al menos en sus origen, pretendian resolver el
problema de la seméntica de programas y, por consiguiente, el de las expresiones
que expresan propiedades de programas. Para los filésofos esta situacién —la de
encontrarnos con unos sistemas formales de reglas y axiomas de un lenguaje de
nuestra invencién, pero sin seméntica precisa— no nos resulta del todo ajena
ya que plantea similitudes con la de la l6gica modal en la que la definicién de
diversos sistemas modales precedié a la definicién precisa de su semdantica. No
deja de ser curioso que, aunque fuera por otros motivos, la 16gica de programas
recurriera a la modal para solventar sus problemas.

El significado o la semdntica de un lenguaje de programacion es un asunto
mucho més complicado que su sintaxis y rdpidamente planteé preguntas acerca
de la fundamentacién del software.

Sintaxis, semdntica y cédlculo

Una de las cuestiones primordiales era la de la correcién parcial de un pro-
grama S respecto del input p y el output ¢, expresada mediante la férmula
{p} S {q}. Intuitivamente esta férmula expresa que si p es verdadera antes de
ejecutar el programa S y si el programa S termina, entonces g es verdad tras
la ejecuciéon de S. Ejemplos sencillos de férmulas de correccién de programas
son:

{z=0}z:2+1 {x=1}

{r20} WHILEz>0DOz:2—10D {z =0}

Tres preguntas fundamentales se plantean:

1. ;Cudl es la sintazis de los lenguajes en donde escribimos S, p y q?

2. sCudl es el significado de la férmula {p} S {q}?, scudndo decimos que
esta formula es verdadera?

3. sPodemos encontrar cdlculos adecuados en los que demostrar {p} S {q}?

La primera pregunta suele contestarse diciendo que p y ¢ son férmulas
de primer orden escritas en el lenguaje de la aritmética. Los programas S se
formulan en un lenguaje que suele incluir asignaciones —por ejemplo; © :=
x 4+ 1—, composicién secuencial

S1;.59

condicionales
IFb THEN S; ELSE Sy FI

1Ver, por ejemplo [14].
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programas del tipo while
WHILE b DO S OD

y otro tipo de construcciones tales como procedimientos recursivos, programas
no deterministas, etc.

Para responder a la segunda hay diversos métodos. Hemos dicho que pode-
mos considerar que el computador real —su CPU, memoria, etc.— es el universo
en donde interpretar la férmulas {p} S {q}. Puesto que esto es imposible a
causa de la complejidad del sistema, se plantean varias soluciones. La primera
es reemplazar el computador real por la maquina abstracta; es decir, un objeto
matemadtico con estados, estructura de control, etc. La semdantica asi obtenida
se denomina operativa y su caracteristica es que aparecen secuencias de com-
putacién; esto es, secuencias de estados que describen en la maquina abstracta
la ejecucién del programa. Las ventajas de este método sobre el denotativo es
que se mantiene préxima a la semédntica intuitiva. Su desventaja es que no es
suficientemente abstracta y es con frecuencia tediosa.

En la seméntica denotacional se evita el uso de maquinas abstractas empledn-
dose un modelo matemdtico con conjuntos, funciones y operadores (funciones
de funciones); esto es, un modelo extensional en donde no aparecen secuencias
de computacién. Habitualmente estos modelos son finitos o contienen el modelo
estdndar de los naturales, son una extensién suya. Es decir, no es relevante el
significado de las férmulas en modelos arbitrarios. Los programas se interpretan
como funciones (o relaciones) entre estados iniciales y finales sin usar estados
intermedios y las funciones de funciones sirven para interpretar los operadores
programas.

La tercera de las cuestiones es cémo generar cdlculos en los que derivar
férmulas de correccién parcial,

{p}S{a}

Por ejemplo, considerad que el lenguaje de los programas incluye: (1) asigna-
ciones = =: s —donde s es un término de la aritmética—, (2) composicion
secuencial S1;S2 y (3) programas tipo while WHILE b DO S OD.

Un célculo deductivo para este lenguaje incluira el axioma.

"

la regla de la composicién secuencial de programas

{p} S {¢} {a} Sz {r}

{p} S1;82 {r}

y la regla de programas tipo while

{pnb} S {p}

{p} WHILE b DO S OD {pA—b}
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Enfoques de este tipo son los que fructificaron a raiz de los trabajos de
Floyd y de Hoare a finales de los anos sesenta. El que ellos iniciaron es posi-
blemente el programa de investigacién en informatica tedrica mas importante
que ha existido, ha sido enormemente prolifico y son incontables los métodos
—Iégicas, se suelen llamar— de correccién de programas que han aflorado pues,
frecuentemente, se disefiaba una légica especifica para cada tipo de programa
—asignaciones, composicién, programas tipo while, etc.— Desde los métodos
particulares y relativamente rupestres, hasta las légicas dindmicas o las tempo-
rales, todos pueden considerarse enmarcados en el programa de Hoare-Floyd.

Su programa de investigacién estd basado en la légica formal y tiene la pre-
tensién de encarar los fundamentos de la programacién —hay quienes lo compa-
ran al programa de Hilbert, y no maliciosamente, pensando en su irrealizabilidad—
. Su propuesta suele presentarse diciendo que definen la seméntica de los len-
guajes de programacién axiomédticamente; esto es, mediante unas légicas de co-
rreccion de programas. En estas 16gicas el comportamiento de los programas se
expresa mediante férmulas adecuadas y se usan los axiomas y reglas del célculo
de la légica creada para demostrar la correccién de los programas, como un
teorema de cédlculo introducido.

El célculo retorna al software como un programa verificador de programas
para asf ayudar al programador a comprobar si su programa original, el escrito
primitivamente en lenguaje de programacién, se comporta como se esperaba.
De este programa de investigaciéon han surgido ideas muy interesantes, 1tiles y
bonitas sobre construcciéon de lenguajes de programacién légica, y sobre espe-
cificacién y verificacién de software. También han contribuido notablemente a
fomentar el interés por los métodos de la l6gica formal en el diseno del software.

Metateoria de las 16gicas de programas

A mediados de la década de los setenta se empezaron a estudiar las propieda-
des metaldgicas de estas 1égicas, se intentaron demostrar teoremas de correccién
y completud para ellas —no son propiamente teoremas de completud, pues no
se prueba para todas las férmulas y no interesan todos los modelos—. Ense-
guida se advirtié que el denominado método de Floyd-Hoare, era incompleto en
el sentido de que no todas las férmulas que expresan correccién parcial de pro-
gramas —que sean verdaderas en los modelos estdndar— podian derivarse con
las reglas del método (ldgica) propuesto. Esto originé una frenética actividad
investigadora para tratar de solucionar el problema. En unos casos se aumen-
taba la potencia del cédlculo, permitiendo pruebas de longitud infinita, en otros
se anadian modelos de computacién no estdndar, manteniéndose la exigencia de
que las pruebas fuesen finitas.

9.2. Introducciéon a la légica dinamica

Heredera del método de correccién de programas de Hoare-Floyd que aca-
bamos de ver, pero con la pretensiéon de proporcionar no eso sélo, sino toda
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una légica en donde expresar y demostrar un gran abanico de propiedades de
programas, nacié a mediados de los setenta, la ldgica dindmica. Hay una versién
proposicional, una de primer orden y una de primer orden interpretada?.

En esta introduccién la analizaremos de estas tres formas:

1. Como una de las ldgicas de programas, planteando los objetivos de este
drea y diciendo por consiguiente para qué sirve

2. Como una extension de la légica modal; ubicdndola, pues, histéricamente

3. Directamente, presentando su lenguaje y su semédntica

9.2.1. La légica dindmica es una de las légicas de progra-
mas

Como he dicho anteriormente, las légicas de programas se crean para ex-
presar y probar propiedades de los programas de computacién. Nos interesan
las propiedades de correccidn, equivalencia de programas y la de temer fin, en-
tre otras. Conviene también tener un cdlculo deductivo para verificar nuestros
razonamientos sobre programas.

La filosofia de esta légica se suele resumir diciendo que un programa es un
objeto dindmico, capaz de hacer pasar al computador de un estado a otro. Un
estado puede concebirse como el contenido de los registros de memoria usados
por el programa.

La idea fundamental de la légica de programas es que como resultado de
la ejecucién de un programa se altera el valor de verdad de las férmulas. El
caso intuitivamente mds sencillo es cuando tenemos variables y asignaciones (un
programa). Una férmula puede ser verdadera para ciertos valores, pero si estos
valores se modifican mediante asignaciones en el transcurso del programa, la
férmula posiblemente modificard su valor de verdad. Cuando manejamos pro-
gramas es conveniente usar variables que puedan ir tomando diversos valores
sobre ciertos universos en cualquier momento de la computacién; a diferencia
de lo que sucede en matemadticas, una misma variable puede tomar distintos
valores en el transcurso del programa y, en particular , distinto valor inicial y
final. Por consiguiente, el valor de verdad de las férmulas en donde aparezca
sufrird variaciones.

sPor qué no se utiliza la légica cldsica cuyos lenguajes y cdlculos conocemos
tan bien? La respuesta habitual a esta pregunta es que precisamos de un lenguaje
en donde se pueda expresar el cambio de valor de verdad de una férmula como
resultado de una accién (en particular, la ejecucion de un programa ), en donde
la verdad pueda ser relativizada. En la légica clésica la verdad de una férmula
en un modelo dado es absoluta. No sucede asi en la modal, en donde la verdad es
inestable, depende del mundo, situacién o estado en donde se evalida. No es, por

2Hay también una légica dindmica general, que se inspira en la anterior y que no sélo se
aplica al estudio de los programas, sino a la dindmica de la transmision de la informacion en
un sentido mucho mds amplio, es la que presenta van Benthem en [13].
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consiguiente, de extranar que la légica propuesta por este fin, la denominada
l6gica dindmica, sea una generalizacién de la l6gica modal.

9.2.2. La légica dindmica es una extensiéon de la légica
modal

Ya vimos en el capitulo 8 que la 16gica modal es la 16gica de la necesariedad y
de la posibilidad. Comienza su historia con una etapa primitiva, no sistematica,
que incluye los trabajos de Aristételes, los megéricos, los estoicos y algunos
medievales. Para Leibniz son necesarias las sentencias verdaderas en todo mundo
posible y posibles los son las que valen en alguno.

La fase sistemadtica se sitia en el siglo XX y comienza, mds o menos inde-
pendientemente, con Lewis, Lukasiewicz y Carnap. Ellos desarrollaron diversos
célculos modales, pero la semdntica, aunque ampliamente debatida, necesitaba
ser sistematizada. El proceso desemboca en lo que Bull y Segerberg [?] denomi-
nan «revolucidn industrial» que corresponde a la de Kripke, Prior, Kanger y
Hintikka, cuando se define con precisién la semdntica.

En la actualidad, la légica modal se ha diversificado enormemente y a los
objetivos tradicionales han venido a sumarse:

1. Problemas filoséficos muy elaborados (Fine),
2. Una ampliacién de la teoria de modelos con nociones modales (Mortimer),

3. La interpretacién de los operadores modales como demostrabilidad (Bo-
olos, Solovay),

4. Nuestra logica dindmica (Andréka, Harel, Kozen, Meyer, Németi, Pratt)
y

5. Los planteamientos de la denominada “gramdtica de Montague”.

sComo se modifica en la légica dindmica la semdntica de los mundos posi-
bles? Como veremos, el esquema abstracto de la légica modal y, en particular,
los modelos de Kripke, le sientan perfectamente a la 16gica dindmica. W serd
ahora el conjunto de los estados relevantes para los programas en consideracién.
Con cada programa b asociamos una relacién binaria de accesibilidad de forma
que el par (s,t) estd en ella si hay un estado ¢ al que se llega desde s me-
diante el programa b; es decir, una computacién que transforma el estado s en
estado t. Asi, un programa es concebido como un conjunto de pares de estados:
iniciales y finales. Puesto que vamos a admitir programas no deterministas —es
decir, en donde el estado inicial no determina univocamente el estado final— la
relacién no necesita ser una funcion.

Como es de suponer, asociando a cada programa una relacién de accesibili-
dad, se tienen que manejar simultdneamente muchas de ellas y los que haremos
es colocar dentro de [0 y de ¢ el programa concreto al que nos referimos;
es decir, escribiremos [b] y (b). Ademds de esta extension de la légica modal
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consistente en considerar conjuntamente diversas relaciones de accesibilidad, en
l6gica dindmica estd permitida formar programas compuestos a partir de progra-
mas simples; es decir, las relaciones se combinan mediante unién, composicién
y «loop» para formar nuevas relaciones.

El lenguaje de la légica dindmica que voy a presentar es el proposicional.

9.2.3. Lenguaje y semdntica de PDL

Con las férmulas y programas atémicos se construyen inductivamente las
férmulas y programas de la dindmica usando para ello: los conectores, los ope-
radores modales, los operadores de programas y el operador de test.

En primer lugar, tenemos férmulas atémicas. Ademds de eso, a partir de
férmulas cualesquiera, los conectores nos permiten formar nuevas férmulas me-
diante el procedimiento normal. Mientras que los programas se combinan me-
diante sus operadores para formar nuevos programas —la unién y la composicién
de programas son operadores binarios, mientras que el loop lo es monario—. A
partir de una férmula se forma un programa que es el test de esa férmula (7).
Y con una férmula, un programa y un operador modal se forma una nueva
férmula —por ejemplo, (a)e—. Son estas tltimas las férmulas caracteristicas
de la légica dindmica, las que nos permiten expresar propiedades de programas.

¢ Qué significado intuitivo atribuimos a estas férmulas y programas?

(a;b)  significa «Haz a seguido de b»
(aUb) significa «Haz a o b»
a* significa «Haz a un numero finito, pero no precisado de veces»
[a]  significa «a es parcialmente correcto respecto del OUTPUT ¢»
(a) p  significa «a es totalmente correcto respecto del OUTPUT p»

Naturalmente, esto no constituye una definicién aceptable, se trata simple-
mente de indicar qué interpretacioén intuitiva queremos darle a las expresiones de
PDL, la definicién, mucho més precisa, serd por induccién sobre la construccién
de férmulas.

& Qué modelos usa su semdntica?

Se trata de una ampliacién de la modal: Los modelos contienen un universo
de mundos o de estados, una familia de subconjuntos del universo de estados y
una familia de relaciones sobre mundos. Aqui, en vez de tener una relacién de
accesibilidad, tenemos una para cada programa atémico ya que los programas
son concebidos como objetos dindmicos que permiten que el computador pase
de un estado a otro; es decir, cumplen la misma misién que las relaciones de
accesibilidad entre mundos en la modal. Al interpretar las férmulas y programas
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del lenguaje se hace de manera que toda férmula represente el conjunto de los
estados en donde es verdad y que cada programa se interprete como el conjunto
de pares de estados iniciales y finales entre los que el programa nos lleva.

En particular, la interpretacién del loop es la menor clausura reflexiva y
transitiva de la relacién sobre la que se aplica.

s Es posible generar mediante un cdlculo las formulas validas?

Para la légica dindmica sentencial hay un cédlculo deductivo completo, que
toma como axiomas los de la légica sentencial no modal, los que regulan el
funcionamiento de la composicién de programas y los de la l6gica minimal K.
A diferencia de lo que sucede en légica modal donde los axiomas describen la
relacién de accesibilidad, los axiomas dindmicos reflejan las caracteristicas de
los operadores de programas. De entre ellos cabe destacar los que describen
el funcionamiento del loop, especialmente el que es conocido como axioma de
induccién.

e Ala’](p —lalp — [a"] ¢)

Justamente este axioma es el responsable de alguna de las metapropiedades
més singulares de PDL, su incompacidad. El célculo de la légica dindmica
sentencial es correcto y completo, pero en sentido débil, pues el teorema de
compacidad falla. Es decir, es completo para validez

Fe=Fg

—es siempre cierto—
pero no es completo para consecuencia

Fr'Ee=Ttyp

—no siempre es cierto—.

Este célculo es también decidible, aunque el tiempo empleado en calcular si
una férmula es o no un teorema, crece exponencialmente con la complejidad de
la férmula.

Resumen 335 FEstas son sus propiedades mds sobresalientes:
1. PDL = Metalenguaje para hablar sobre programas
2. Programas = Relaciones entre estados
8. Fstados = Contenidos registros de memoria
Comentario 336 Estas son algunas de sus caracteristicas:
1. PDL es dindmica: la verdad no es absoluta, depende de los estados
2. PC (ldgica clasica) es estdtica
3. PML (Iégica modal) es dindmica
4

PDL es multimodal: se usan simultineamente infinitas relaciones de
accesibilidad
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9.3. El lenguaje de la l6gica dinamica

Con las férmulas y programas atémicos —conjuntos &5 = ATOM.PROP
y IIp = ATOM.PROG— se construyen inductivamente las férmulas y pro-
gramas de la dindmica usando para ello: los conectores =, V, A, — y <«; los
operadores modales [0 y ¢; los operadores de programas U, *, y ;y el
operador de test 7.

(formula) := (ATOM.PROP) | L | = (férmula) | {férmula) \{férmula) |
(formula)V{férmula) | (férmula) — (férmula) | (férmula) < (férmula) |

[(programa)] (férmula) | ({(programay)) (férmula)

(programa) := (ATOM.PROG) | L | (programa)J(programa) | {programa)” |

(programa) ; {(programa) | {férmula)?

Es decir, ademés de las atémicas (regla F1), tenemos las féormulas formadas
mediante la regla F2: L —p, (p A1), (0 V), (p — ), (¢« ¢) y las que
usan la regla modal F3: Si ¢ es una férmula y a es un programa, también
son férmulas [a] @ y (a) .

Estipulamos que son programas: (1) los programas atémicos (regla P1), (2)
los que se forman mediante la regla P2: Si a y b son programas, también lo
son: (aUb), a* y (a;b) y (3) los obtenidos a partir de férmulas usando la regla
del operador de test P3: Si ¢ es una férmula, entonces (¢?) es un programa
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FORMULAS
ATOMOS
po
LO
TEST MODAL CONECT OPER.PROG
? [1,0) VA U, ;
. ’ —)7 Rd *
b
(¢?) a ax . (bue)
ATOM
QQ
RO
PROGRAMAS

9.4. Modelos de Kripke

Para interpretar las féormulas dindmicas se definen estructuras de Kripke de
la forma

A= <W’ <QA>Q€ATOM.PROG ’ <pA>peATOM.PROP> (9.1)

donde: W # () es un conjunto de estados; Q* C W x W son relaciones
entre estados iniciales y finales; y p* C W conjunto de estados donde p es
verdadera.

9.4.1. Interpretacion

Dada una estructura de Kripke A inductivamente se define la funcién

S : EXPR —p(W) U p(W x W) (9.2)
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que a cada ¢ € FORM le asigna el conjunto de los estados donde ¢ es
verdadera: S(¢) C W y a cada a € PROG larelacion $(a) CW x W
Como en l6gica modal:

s F1: 3(p) =pA
n F2: S(L) =0, S(eAY) = S(e) NS(),
N3

Sl —¢) =W —(S(p) N (W —
resto de las conectivas

(¥))) y de forma semejante para el

s F3: S((a)p) ={se W | Tt e W & (s,t) € S(a) &t € 3(p))}
S([a] ) ={s € W | Vit e W & (s,1) € S(a) =t € S(9))}
Para interpretar los programas se define inductivamente una relacién binaria

formada por los pares de estados iniciales y finales entre los que el programa
nos lleva.

» P1: 3(Q) = Q"
s P2: $(aUb) = (a) US(b), S(a;b) = S(a) o (b)

arowy e ovs ] (s, t) € W x W | Fk3so, .., sp(s0 = s&sk =1 &
(@) = Bl = { Vili € {1k} = (02 51) € A(a))) }

Dada una relacién R, su clausura reflexiva y transitivaes R* = (J,,~, R"

n P3: S(p?) ={(s,5) e WX W |s5€S(p)}

9.4.2. Ejemplos

1. Sea (ver figura: 9.1) A= con

<W7 <QA>QEATOM_PROG ’ <pA>p€ATOM.PROP>

W={be}, Qf={0b0}y Q={be)}

De las definiciones precedentes se desprenden las siguientes interpretacio-
nes de férmulas y programas:

(L)=0, (T)=W, I(Q1UQ2)={(bb),(b,e)},
([(QrU@2)] L) ={e}, SUQ1)T) = {b},

((Q2) [(@1UQ2)] L) = {b},

(@1 ((Q1) T A(Q2) [(Q1UQ2)] L) = {b,e}

2. Sea (ver figura: 9.2) B = <W, (
sea

R}
R}
R}
R}

QB>QEATOM.PROG ’ <pB>pEATOM.PROP> Y

W:{bZ|Z20}U{€1|ZZO} con QlBZ{<b“bH_1>|ZZO} y
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Figura 9.1: Modelo Kripke dindmico, 1

Figura 9.2: Modelo Kripke dindmico, 2
QF = {(bi,e;) | i > 0}

En la interpretacién correspondiente: I(Q7) = {(bi, b;) | i < j},
S([Q1UQ2] L) ={ei [ i 20}, S((Q2) [@1UQ] L) ={bi[i>0},
SUQu) T ={bi | i >0}, QT ((Q1) TA(Q2) [(Q1UQ2)] L)) = {bi | i > 0}

3. Sea (ver figura: 9.3) C = <W7 (Q°)
y sea

W= {0717273}7 p? = {273}7 pg = {07173}
Q% = {<370> ) <073> ) <2’ 1> ) <172>}7 Qg = {<372> ) <2a3> ) <170> ) <071>}

c
QEATOM.PROG ’ <p >peATOM.PROP>



9.4. MODELOS DE KRIPKE 245

Figura 9.3: Modelo Kripke dindmico, 3

C\}(<Q2>pl) = {3’ 2}’ %(<Q2>p2) = {07 L, 2}7
%([QﬂpQ) = {03 3}3 %(pQ - [QﬂPQ) = {03 2; 3}

9.4.3. Satisfacibilidad, validez y consecuencia

Sea A = <W’ <QA>Q6ATOM‘PROG ’ <pA>p€ATOM‘PROP> un modelo de

Kripke, & su interpretacién asociaday s € W.

Definicién 337 ¢ es verdadera en estado s del modelo A
AslFo<=prseI(p)

Definicién 338 ¢ es verdadera (o vilida) en A

Al <=pr As =, para cada s € W —ie. S(p) = W—

Definicién 339 ¢ es vdlida
=y <=ps A ¢, para todo modelo A

Definicién 340 I" es satisfacible en estado s del modelo A
AslFT <=pyse m ()
~ET
Definicién 341 T' es vdlido en A
AlFT «<=ps [S(1) =W
~yer

Definicion 342 ¢ es consecuencia local de T
I' =1 ¢ <=Dpy Para toda estructura de Kripke A y s € W:

sis € m r () entonces s € I(p)
Y
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Definicién 343 ¢ es consecuencia global de T
I' =g p<=py S m or S(y) =W entonces S(p) =W
v

9.5. Definicién de nuevos programas y de sus
propiedades

En el lenguaje de la l6gica dindmica se pueden componer nuevos programas
a partir de los bésicos usando los operadores. He aqui algunos ejemplos:

1. IF ¢ THEN a ELSE b =ps ((¢7;a) U (m¢?;b))
2. WHILE ¢ DO a =py ((¢?;a)x; —~¢?)

3. ABORT =py L?

4. REPEAT a UNTIL ¢ =p;s (a;(—¢?;a)*)

5. SKIP =p; T7

Para expresar ciertas propiedades de los programas usamos también este
lenguaje:

1. [a]¢: Correcién parcial programa a, sentido fuerte
2. (a) ¢ : Correcién total programa a, sentido débil.

[a] ¢ A {a) ¢ : Correcién total programa a, sentido fuerte

- W

@ — [a]1 : Correccién programa a respecto INPUT ¢ y OUTPUT o
[a] L : Programa a no tiene fin

a) T : Programa a termina

® N o o

(
(a) ¢ < (b) ¢ : Equivalencia de programas a y b respecto ¢
(@) p —

a)

[a] ¢ : Lo cumplen los programas deterministas, para cada ¢

9.6. Calculo

PDL es una légica modal normal que contiene a la légica K —esto es, las
tautologias, K, Df$, MP y N— y los siguientes axiomas:

1. Al :={(a;b) ¢ < (a) (b) ¢

W=~ w [\
>
w
Il
~ o~~~
s}
X
AS)
AN
<
—
S
~
)
x
&
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5. Ab:=[ax] (¢ — [a] @) — (¢ — [ax] )

Ejercicio 344 Usando las reglas del cdlculo es sencillo demostrar los siguientes
teoremas:

1. Fppr [([a])?%a] ¢

2. tppr [([al )7 al o < ~(([a] ¥)?;a)

3. tppr ~(([a]9)?) (@) ~p < ~([a] ) A (a) ~)
4. Fppr ~(la] @) Aa) ~¢) < ~([a] ) V = (a) o
5. tppr ~(la]@) V —(a) ~p < ~([a] ) V [a]

6. tppr[([a]e)?%a]l < ~([a @) V[a] ¢

7. Fppr ~(la]e) Va ¢

8. Fppr [([al¢)?;al¢

9.7. Metateoria de la l6gica dindmica

9.7.1. Incompacidad

La l6gica dindmica no es compacta, ni en sentido local ni global.
Teorema 345 PDL no es compacta en sentido local

Demostracién. Para demostrar que no es compacta en sentido local veremos
que hay un ¥ y una ¢ tales que X Fp ¢ pero no hay ningin subconjunto
finito suyo ¥* C ¥ tal que X* Fp ¢.

Sea X = {p,[Q]p,[Q;Qlp,....[Q"]p,..} v ¢:=[Q"]p

Claramente X Fp ¢ pero X* Fp ¢ para cualquier »* C 3 finito.
Para verlo, sea n el mayor exponente de las féormulas o € ¥* y sea A =
<N,p“4, QA> donde pA ={0,1,....,n} QA eslafuncién del siguiente. Sea I la
interpretacion definida sobre A.

0 = 1 = 2 = .-+ = n = n+l =
~~ ~~ ~~ ~~ ~~ ~~
p p p p p -p

Se ve facilmente que 0 € (o), para cada o € ¥* 0 € m S(o) pero
oex*
0¢3([Q]p) m

Teorema 346 PDL no es compacta en sentido global
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Demostracién. Para demostrar que no es compacta en sentido local veremos
que hay un ¥ y una ¢ tales que X Fg ¢ pero no hay ningtin subconjunto
finito suyo X* C ¥ tal que ¥* Fg ¢.

Sea X = {q—p,q—[Qlp.q—[QQlp,...d = [Q"]p,..} ¥ v :=q—
@ ]p

Claramente X Fg ¢ pero X* Eg ¢ para cualquier X* C ¥ finito. Para
verlo, sea ¢ — [Q"]p ¢ * ysea A= <N,p“4, qt, QA> donde p*=N-—{n},
q¢* = {0} QA es la funcién del siguiente. Sea 3 la interpretaciéon definida
sobre A.

0 — 1 — 2 — . — n — n+1 —
—~ —~ — —~ —~

q —q —q —q —q

p p p -p D

Se ve fdcilmente que

A, slkg— [Q™]p, para cualquier s#0

A, 01 ¢ — [Q™]p, para cualquier m #n

A sl q—[Q"]p
| ]

9.7.2. Completud
Para demostrar la completud lo natural serfa construir el modelo canénico

PDL>

_ PDL
AppL = <WPDL7 <Q >QeATOM.PROG <p p€ATOM.PROP>

tomando como universo el conjunto formado por todos los conjuntos maxima-
mente consistentes y como relaciones las definidas asi

(s,t) € Q"PT syss {p|[Qlpes}Ct
siendo
pfPl = {s € Wppr | p € s}
Pero esta estructura es un modelo no estdndar de PDL pues aunque todos
los teoremas de PDL son verdaderos en él y falsas las férmulas que no son

teoremas, la interpretacién del loop no es la estdndar; esto es, no es la menor
clausura reflexiva y transitiva sobre la relacién.

Teorema 347 Appy cumple todas las condiciones propias de los modelos de
Kripke para la l6gica dindmica [9.4] excepto la del loop

Q*-APDL C (Q-APDL)*
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Para demostrar completud se usard la técnica del filtrado, pero antes modi-
ficaremos el modelo canénico para obtener uno estandar, que haga falsa cierta
férmula ¢ € FORM. Para conseguirlo colapsaremos Appy usando un con-
junto I' adecuado, que contiene a . Las reglas de clausura de I" son

1. T estd cerrado bajo formacion de subférmulas
2. [pNYel=pel
3. [a;b]pel = [a][b]p el
4. JaUblp el = [alp el y [blpel
5. [a*]¢p el = [a][a*]p €T
A los conjuntos I' que cumplen estas condiciones se les llama cerrados.

Lema 348 (Fisher y Ladner: 1979) Si T' es el menor conjunto cerrado que
contiene a @ entonces I' es finito.

Habiendo demostrado la finitud de T' se realiza una I'—filtracién del modelo
canénico. Hacemos que ATOM.PROPr = ATOMNI' y que ATOM.PROGr

sea el menor conjunto de programas que incluya:

1. los programas atémicos que aparecen en I’
2. todos los test ¢? de féormulas de ¢ € T’

3. que esté cerrado bajo U, ; y *

El modelo que definamos

Ar = <WF7 <QAF>Q€ATOM.PROGF <pAF >p€ATOM.PROPp>
cumple lo deseado.
Teorema 349 Ar es una I'—filtracion de Appp
Basdndonos en ello, podemos demostrar
Lema 350 (del filtrado). Para cada ¢ €T
Appr,slt ¢ syss Ar,|s|IF o
Corolario 351 Ar es un modelo estdndar.

A partir de estos resultados es fdcil demostrar que PDL tiene la propiedad
de los modelos finitos y es decidible.
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9.7.3. SOLO: Una teoria de segundo orden equivalente a
PDL

En [12] defino una traduccién de las férmulas dindmicas a férmulas multiva-
riadas —esencialmente de segundo orden— y una extensién de las estructuras
dindmicas a estructuras multivariadas. Utilizando el nuevo lenguaje se define
la teoria SOLO —Second Order Logic Oraculum— que suple sintdctica y
semanticamente a PDL, pudiéndose demostrar

E ¢ <= SOLO E TRANS(yp)

siendo TRANS la funcién traductora, recursivamente definida.

Los detalles del planteamiento estdn en el libro mencionado, la idea general
de la traduccién a una légica marco, las distintas etapas del proceso traducto-
l6gico y el ejemplo de la légica modal se encuentra en el presente trabajo en el
capitulo 13.

Comentario 352 “Hacia el infinito, y mads alla”: Al estudiar las pro-
piedades metaldgicas de las ldgicas de programas nos situamos a un nivel de
abstraccion inmediatamente superior a cuando las usamos para demostrar pro-
piedades de programas.

En este nivel doblemente metatedrico podemos acometer el estudio y la compa-
racion de las diversas ldgicas de programas, en particular , por lo que respecta
a su capacidad expresiva, y muy especialmente , por su potencia para demostrar
la correccion de programas.
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Capitulo 10

Loégica de Segundo Orden

10.1. Introduccioén

La légica de segundo orden (SOL) se distingue de la de primer orden en que
posee variables relacionales ademds de las individuales, y ambas pueden cuan-
tificarse. Ya que fue Frege el precursor en el uso de las variables relacionales,
la l6gica de segundo orden cuenta ya mds de cien anos, aunque una clara dife-
renciacién entre ella y la de primer orden se hizo esperar y supuso el esfuerzo
conjunto de otros légicos. La distincién estaba implicita en el trabajo de Rus-
sell, pero no fue explicita hasta el de Hilbert y Ackermann [28]. De hecho, la
l6gica de primer orden es sélo un fragmento del lenguaje altamente expresivo
de Frege [21] y Russell [42]. Durante mucho tiempo fue considerado un “estudio
esotérico”, limitado al &mbito meramente filoséfico; actualmente recibe recono-
cimiento por su utilidad en aplicaciones y por su importancia en fundamentacién

de la informdtica tedrica’.

En la légica de segundo orden podemos decir: “para todos los individuos,
@ se cumple”, como en la légica de primer orden, y formalizarlo asi Vze.
También podemos expresar: “para toda propiedad se verifica ”, algo que no nos
estaba permitido en l6gica de primer orden, y lo escribimos as{ VX ¢. Mediante
VX?2p indicamos: “para todas las relaciones binarias, ¢ se cumple”. Y de ahi
en adelante...

Por consiguiente, las estructuras de segundo orden deben poseer distintos
dominios de cuantificacién: el dominio de individuos A, donde tomarén valores
las variables individuales del lenguaje; el dominio de relaciones unarias Aq,
sobre el que toman valores las variables predicativas unarias; el dominio de
relaciones binarias As, y asf sucesivamente.

Si queremos que nuestra légica de segundo orden sea estdndar, la férmula
VX deberd significar lo siguiente: “para todo subconjunto de A se verifica ¢”
Al hacer este tipo de aseveraciones estamos tomando el concepto de subconjunto

! Una buena visién nos la ofrece Daniel Leivan en [32]
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de la teorfa de conjuntos subyacente que usamos como metalenguaje. Lo cual
nos obliga a incluir en A; todos los subconjuntos de A, incluso aquellos tan
abstrusos que eluden todo intento de descripcién o definicién. Considérese el
caso en el que A fuera un conjunto de dimensién infinita —sea su cardinalidad
a—y sea ©(A) el conjunto potencia de A, que es a su vez Aj; sabemos
que éste contiene 2% miembros —por el teorema de Cantor—, mientras que
nuestro lenguaje formal sélo cuenta con ¥y férmulas. Asi pues, mediante un
célculo simple constatamos que la mayor parte de los subconjuntos que tomamos
en A; no pueden ser definidos. Como veremos méds adelante, si anadimos a
nuestro universo de conjuntos A, todos los caracterizados de un modo tan
poco descriptivo como el de ser un subconjunto de A, que es por otro lado la
definicién estdndar de estructura, se genera una légica no absoluta®? —i.e. una
l6gica cuyo concepto de verdad depende directamente de la teorfa de conjuntos
subyacente—.

10.2. Sintaxis y Semantica

Asi pues, por lo que al alfabeto se refiere, la tnica diferencia existente entre
la de primer orden y la de segundo orden es que en la dltima anadimos variables
para conjuntos y relaciones —se pueden poner las iltimas letras maytsculas
del alfabeto latino y utilizar superindices que indiquen el grado—. Las nuevas
variables relacionales aparecerdn en férmulas atémicas; por ejemplo X7, y en
férmulas cuantificadas del estilo mencionado anteriormente; por ejemplo, VX ¢,
VX2, etc.

Para presentar el lenguaje formal especificamos primero su signatura

S = (VAR, FUNC)

—que nos indica cuédntas clases de variables tenemos y los tipos de los signos—.
Tendremos dos de ellos —SOL y A—SOL— siendo su dnica diferencia el signo
de abstraccién lambda.

1. Conectores: =, A, V, —, <

—de tipos: (0,0),(0,0,0) donde el tipo cero es el de los valores de ver-
dad3—

2. Cuantificadores: V, 3
3. Abstractor: A
4. Paréntesis: ), (

5. Signos de igualdad: F, E7, Es

2Esto nos permitird demostrar incompletud en la seccién 10.5.
3El tipo (0,0) significa que la conectiva asigna valores de verdad a valores de verdad y el
(0,0, 0), que simplifica a (0, (0, 0)), que otorga valores de verdad a pares de valores de verdad.
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—de tipos: (0,1,1), (0,(0,1)(0,1)), (0,(0,1,1) (0,1, 1))*
6. Falsedad: L

7. Signos en OPER.CONS. Dicho conjunto puede incluir functores y rela-
tores de cualquier grado o ariedad.

8. Variables individuales y predicativas:
TyY, 2, L1, L2, T3y .-
X1, x4, x4 . XLy Zt
—de tipo (0,1)—
X2, X3, X3,.. X2 Y2, 72
—de tipo (0,1,1)—
etc...

Con los signos del lenguaje se genera el conjunto de sus expresiones,
EXPR=TERMUPREDUFORM
Las novedades respecto de FOL son los predicados con A
AZ1...Tp
y la cuantificacién de variables predicativas:
VX"

Incluyo tres reglas para formaciéon de términos; a saber, T1: variables, T2:
constantes —que son signos en OPER.CONS de tipo 1, que abrevia a (1)—
y T3: términos functoriales.

Cuatro son las reglas de formacién de predicados; a saber, P1: variables,
P2: relatores —que son signos en OPER.CONS de tipo (0,1,...,1)—, P3:
igualdad y P4: predicados con .

Cinco son las reglas de formacién de férmulas; F1: atémicas, F2: igualdad
entre relatores, F3: conectores booleanos, F4: cuantificacién individual y Fb5:
cuantificacién predicativa.

La formacién recursiva de términos, predicados y férmulas se puede apreciar
en el gréfico:

1El tipo (0,1,1) significa que otorga valores de verdad a pares de individuos, mientras
que (0,(0,1),(0,1)) otorga valores de verdad a pares de conjuntos de individuos, y asf
sucesivamente. Observad que en vez de conjuntos consideramos funciones caracteristicas.
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Semadntica estandar

Debemos, por consiguiente, otorgar referencia a las nuevas variables. Una
variable de conjunto toma valores en el conjunto de las partes del universo
de individuos, mientras que una variable relacional binaria toma valores en el
conjunto de las partes del producto cartesiano de dicho universo. Asi, en la
denominada semdntica estdndar, en un sistema cuyo universo de individuos sea
A, el universo de conjuntos serd p (A), el de relaciones binarias  (A?), etc.

Definicién 353 Decimos que A es estdndar siempre que

A= <A’ <A”>"21’ <CA>CEOPERACONS> (10.1)
donde:

1. A#0 —conjunto no vacio como universo de individuos—

2. A, =p(A") —esto es, el conjunto de todas las relaciones n—arias como
universo de relaciones n—arias—

IMPORTANTE!!! FEl concepto de subconjunto se toma acriticamente de
la metateoria de conjuntos, como un concepto “légico”.

3. Si C:= R esun relator n—ario —esto es, de tipo (0,1,...",1)— entonces
RAC A x..xA esuna relacion sobre A. O, lo que es lo mismo, su
funcion caracteristica correspondiente RA: A x ... x A — {V, F}
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Si C:=f esun functor n—ario —esto es, de tipo (1,1,...",1)— entonces
fA A x..xA— A esuna funcién sobre A

Definimos asignaciones, para que las variables adquieran valor referencial

M:Vu (U Va)n>1 — AU (U Ar)n>1

que respetan el tipo de las variables; esto es: M(z) € A y M(X") € A,
Se definen las interpretaciones

S = (A, M)

Y, basadas en ellas, la denotacidn y satisfaccion de términos y férmulas, de
forma similar a como se hace en la légica de primer orden. Sélo se afiade

I(Az1..znp) = {(a1,...,8,) | 322" sat ¢}
Consecuencia y validez reciben las definiciones y notacién usuales:
FFepy Fo
Asi que la légica de segundo orden se nos presenta en un precioso paquete de

teorfa de conjuntos y con frecuencia, como los nifios, pasamos més rato jugando
con la caja que con el sofisticado regalo (ver figura: 10.1).

Figura 10.1: Paquete-regalo
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10.3. Capacidad expresiva

A causa de la cuantificacion sobre conjuntos y relaciones la légica de segundo
orden estdndar tiene mucho poder expresivo; incluso excesivo, como veremos
luego.

A modo de ejemplo:

1. El Azioma de Induccién puede formularse del modo siguiente, y retener
todo su poder expresivo:

VX(XeAVe(Xz — Xoz) — Vo Xx)

Esta férmula dice: Toda propiedad que valga para el cero y para el siguiente
de cualquier nimero que la tenga, es una propiedad de todos los nimeros.
La aritmética de Peano de segundo orden AP? la forman este axioma,
junto al de inyectividad de la funcién del siguiente y la exigencia de que
el cero no sea siguiente de ningin nimero.

2. La Identidad entre Individuos puede introducirse por definicién, y no ser,
como en la légica de primer orden un concepto légico, primitivo; es decir,
tomado directamente de la metateoria. La definicién cominmente acep-
tada es la de Leibniz, que en SOL presenta el siguiente aspecto:

Vay(z =y < VX (Xz « Xy))

Esta férmula dice: “Dos individuos son iguales si, y sdlo si, comparten
todas sus propiedades”.

3. El concepto intuitivo de la mayoria de los R son S —i.e., la mayor
parte de los elementos que tienen la propiedad R tienen también la
propiedad S —, puede expresarse en légica de segundo orden con dos
relatores monarios para R y S del modo siguiente:

-3X?(Vaz(3y X%y < Rx A Sz) AVz(Jy X?yx — Rx A —Sx)
AVzyz(X2zy A X2z — y = 2) AVayz(X2ay A X2zy — o = 2))
Esta férmula dice (ver figura: 10.2): “no hay ninguna funcion inyectiva de
RNS en R—S7. Se acepta que esta formulacién logra captar la idea

intuitiva de: “la mayor parte de los R son S”, puesto que estd diciendo
que el conjunto RN S es “mayor” que el conjunto R — S.

4. Tanto la finitud como la infinitud pueden formularse mediante un tinico
enunciado. Por ejemplo, la finitud se escribiria:

VF(Vay(Fz = Fy —» x =y) — Vady x = Fy)

—o0, lo que es lo mismo, cada funcién inyectiva f : A — A, sobre la
totalidad del universo de individuos A es también exhaustiva—.
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Figura 10.2: Ninguna funcién ast

De hecho, estamos empleando variables funcionales en esta definicién, pero
podriamos sustituirlas facilmente por variables relacionales, sin mas que
explicitar que nuestra relacién binaria no es mds que una funcién cuyo
dominio es todo el universo.

También puede ser modificada para indicar que un conjunto cualquiera
del universo es finito —no solamente que lo es la totalidad—.

Por supuesto, para expresar la infinitud negamos la férmula.

Yoo :=pf IF(Voy(Fz = Fy — z =y) A ~VzIy = = Fy)

5. Basada en la formulacién de finitud del universo o dominio, podemos ex-
presar que un conjunto cualquiera dentro del dominio es finito mediante
la férmula

@in(2) :=VX?(Vz(Zz & Ty X’zy)
AVz(Jy X%yz — Zz) ANVzyz(X2ay A X222z -y =2)
AVzyz(X%zy A X%2y — 2z = ) — Va(Zz — 3y X%yz))
que indica: “Si Dom(X?)=1Z, Rang(X?) CZ y X? es funcion inyec-
tiva, entonces Rang(X?) = Z”. Esto es, toda funcién inyectiva definida

sobre Z es exhaustiva.
Claramente, se verifica que

(A, M) sat @;,(Z) syss M(Z) es finito
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Los axiomas del buen orden también se formalizan facilmente. Si < es un
orden, la férmula

VX (Jy Xy — Ju(XuAVz(Xz — u < 2)))

indica que todos los subconjuntos no vacios tienen un primer elemento. Ya
vimos en la seccién 1.7.1 que para axiomatizar los érdenes nos basta con
FOL, es para caracterizar a los buenos 6rdenes para lo que necesitamos
SOL.

El Azioma de Comprehension, que dice que todas las relaciones definibles
existen, se formula asf

AXVry .y (X" 2.y @)
donde X™ no estd libre en ¢.

La propiedad de ser numerable puede ser formulada en segundo orden sin
més que afirmar: “Un conjunto es numerable si y sélo si hay un orden lineal
tal que cada elemento tiene a lo sumo un nimero finito de predecesores”.

<y =Y (VoYar AVoyz(Yey ANYyz — Yaz)A
Voy(Yay V Yyr Vo =y) AVz3X(p,(X) AVy(Xy < Yyz))

Naturalmente, la propiedad de ser supernumerable es la negacién de lo
anterior

90>w = ﬁ@gw

Otra propiedad interesante de la 16gica de segundo orden esténdar es que
los numeros reales pueden ser caracterizados hasta isomorfia. Lo tnico
que hay que hacer es tomar los axiomas de primer orden para los cuerpos
ordenados y anadirle lo siguiente,

VZY (Vey(Zaz ANYy - z <y) — 2Vey(Ze AYy -z < zANz<y))

que es una versién simplificada del axioma del corte de Dedekin —que
dice que siempre que cortemos a los reales en dos hay un elemento en el
corte.—

Esta formulacién tiene que funcionar porque sabemos que el cuerpo or-
denado de los reales es el tinico —hasta isomorfismo— cuerpo completo
ordenado. Por consiguiente obtenemos una férmula ¢ tal que

A es un modelo de g siysélosi A=(R,0,1,+,, <)

Incluso la Hipdtesis del Continuo, CH, puede ser formulada en segundo
orden. Semejante ¢y debe decir: “Si el dominio es de la misma cardi-
nalidad que R, entonces cada subconjunto del mismo es o bien numerable,
o de la misma cardinalidad que todo el dominio”. Siendo asi

wop es vilida syss CH
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Como es bien sabido, esta es la conjetura que el propio Cantor formulé
para contestar a los interrogantes relacionados con la cardinalidad de los
nimeros reales —también denominados “el continuo”—, que de forma es-
quemadtica podemos plantear asi:

sHay cardinalidades intermedias entre Wg —el primer cardinal infinito,
los niimeros naturales— y la cardinalidad del continuo, |R|?

¢ Tiene un conjunto de la misma cardinalidad que R subconjuntos super-
numerables de cardinalidad inferior a la de R; es decir, inferior a |R|?
La cuestién surgié cuando Cantor probé que los reales no son numerables;
esto es, |R| > Ny. La hipétesis del continuo CH expresa la respuesta del
propio Cantor, que no hay cardinalidades entre Xy y |R].

Es fécil ver que hay una férmula de segundo orden @5 que la formaliza.
Queremos que la férmula ¢y diga: “cualquier subconjunto de un con-
Jgunto cuya cardinalidad sea |R| es numerable o de la misma cardinalidad
que los reales”.

5Como se obtiene poy?

Lo primero que hacemos es modificar ligeramente la definicién de numera-
bilidad para con ella poder expresar que un cierto conjunto en el universo
es numerable; y no sélo que la totalidad del universo lo sea. Obtenemos
asf una @, (X) tal que

(A, M) sat p,(X) syss M(X) es numerable.

Necesitamos después una férmula para indicar que el universo del sistema,
es de la misma cardinalidad que R. Para obtener dicha férmula elimina-
mos en g los relatores y functores, poniendo en su lugar variables, y
cuantificamos existencialmente la férmula resultante’. Con la nueva 1y
expresamos la propiedad de ser de la misma cardinalidad que R

A es un modelo de i syss A es de la misma cardinalidad que R

La hipdtesis del continuo tiene también esta lectura:
2% =8

—puesto que |R| = 2% = |p(Xg)| y tomamos N; como el primer ordinal
después de No—

11. La hipdtesis generalizada del continuo GCH dice: 2% = X, para cada
a, a = B+ 1. GCH puede expresarse facilmente diciendo: “entre la
cardinalidad de un conjunto infinito cualquiera y la del conjunto de sus
partes no hay cardinalidades intermedias”.

5 Aunque el lenguaje no tenga variables funcionales se puede hacer lo mismo con variables
relacionales anadiéndosele la condicién que expresa que son funcionales y que el dominio cubre
todo el universo.
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También la hipétesis generalizada del continuo se puede formular en SOL
mediante ¢ooy

Yock =pf VXY ([inf(X)AY ~p(X) 2 VZ(ZCY 5 ZXXVZ~Y))

que puede escribirse completamente en segundo orden. Esta férmula dice
explicitamente: “Cada subconjunto Z de un conjunto Y —esto es,
Z C Y—, que sea equipotente con el conjunto potencia de un conjunto
infinito X —es decir, Y ~ p(X)—, es equipotente con dicho conjunto
potencia —esto es, Z ~ Y— o de igual o menor potencia que el referido
conjunto infinito —ast que Z < X—7”

La tinica parte que no tiene una formulacién tan obvia en SOL es

Y ~ p(X)

Para hacerlo introducimos una relacién binaria U entre X y Y que
contiene, en un cierto sentido, una funcién biyectiva de p(X) en Y :
A cada subconjunto Z de X le corresponde un tinico elemento de
Y que es la imagen mediante la relacién U de todos los elementos de
Z. Adems4s, el recorrido de U es Y. Todo esto se expresa mediante la
férmula (ver figura: 10.3)

V(U CXxYAVZ(Z C X — F2(Y2AYu(Zu « Uuz) AY = Rec(U))))

Figura 10.3: Biyectabilidad, Y ~ p(X)
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Puesto que ni GCH ni su negacién -GC'H pueden probarse en la teoria
de conjuntos de Zermelo-Fraenkel, la validez de la férmula de segundo orden
que la expresa no puede ni establecerse ni refutarse en el marco de la teoria
de conjuntos de Zermelo-Fraenkel. Es por esto por lo que digo que el poder
expresivo de la légica de segundo orden es desmesurado.

Comentario 354 Un lenguaje que pueda expresar mds de lo que la teoria de
conjuntos de Zermelo-Fraenkel pueda decidir no es estable. Cuando esto su-
cede no hay esperanza de encontrar un cdlculo deductivo completo para la l6gica
asociada a dicha semdntica. En una seccion prorima veremos como utilizando
este hecho se puede demostrar la incompletud de la logica de sequndo orden con
semdntica estindar.

No hace falta ir a la matematica para encontrar ejemplos de pensamientos
para los que se precisa la légica de segundo orden como lenguaje para formular-
los. He aqui algunos ejemplos coloquiales:

1.  “Hay gente para todo”.
VX3dy Xy

2. “Hay al menos una caracteristica compartida por todos los regimenes au-
toritarios, tanto de izquierdas como de derechas”. Puede formularse asi:

IXVz(Az A (LzV Rz) — X2)

3. “Hay mujeres capaces de estar enamoradas de hombres muy diferentes, que
no comparten cualidad alguna”. Podemos seleccionar esta formalizacién

Joe(Mxz A32Ty(Hz ANHy Az £y A Azz A Azy A —-3X (Xz A Xy)))

El problema es que la mayor parte de ellos son trivialmente verdaderos u
obviamente falsos porque el sentido intuitivo es algo més sutil; la cuanti-
ficacién no es total, elimina obviedades.

4. Si decimos “Napoledn tiene todas las cualidades de un buen general”, te-
nemos problemas cuando intentamos formalizarlo asi

VX (F2(Gx A Xz) — Xn)

porque todo, incluso los buenos generales, tienen la propiedad de ser ellos
mismos y Napoleén no puede ser ningun otro general. (Pensad en lo que
sucede cuando la propiedad es una clase unitaria cuyo miembro es un
general, otro que Napoleén.)

5. Cuando tomamos “Matemdticos y filésofos comparten al menos una pro-
piedad”, y lo formalizamos asi

VaVy(Mx A Py — 3Z(Zx A Zy))

quedamos también insatisfechos porque lo formalizado es trivialmente ver-
dadero. (Pensad en la propiedad de ser o bien un matemdtico o bien un
filésofo.)
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10.4. Propiedades metalégicas

Como subproducto del poder expresivo de la logica de segundo orden obte-
nemos las siguientes contrapartidas de teoria de modelos:

1. AP? es categérica. Es decir, la aritmética de Peano formulada en segundo
orden es categérica o, lo que es lo mismo, dos modelos cualesquiera de
Peano son isomorfos.

(La demostracién original la hizo Dedekind®.)

A, BcMod(AP?) = A~B
(Donde AP? es la aritmética de Peano de segundo orden.)

2. La légica de segundo orden no es compacta, esto es, falla el teorema.
Este resultado es una consecuencia directa del hecho de que la légica de se-
gundo orden sea capaz de expresar infinitud. Pensad en el conjunto infinito
de férmulas

@ :={p,/ n>2}

diciendo que hay al menos n elementos en el universo

Y, = 3T1...2y /\ i # T
i#j

y en la férmula ¢, que expresa que el universo es infinito. Facilmente
se comprueba que ® E ¢ pero que T' ¥ ¢_, para cada subconjunto
finito I' de ®.

3. FEl teorema de Lowenheim-Skolem también falla.
Este resultado se sigue del hecho de que el concepto de supernumerabili-
dad puede ser expresado en segundo orden: la férmula que indica que el
universo es supernumerable no puede tener modelos numerables, como se
seguirfa conforme al mencionado teorema de Lowenheim-Skolem.

4. Por consiguiente, en légica de segundo orden estdndar jamds encontra-
remos un cdlculo completo en sentido fuerte —esto es, que cumpla: si
I' E ¢, entonces I' F o—. La razén es que compacidad, que se demuestra
facilmente a partir de completud fuerte, no es un metateorema de SOL

5. Pero sabemos atin més, el conjunto de las férmulas vilidas es tan intratable
que también completud en sentido débil falla —esto es, no se cumple: Si
E ¢, entonces F p—. Este resultado se sigue del teorema de incompletud
de Godel junto al primer apartado de esta seccién, la categoricidad de la
aritmética; no obstante, nuestra demostracion serd otra.

Comentario 355 Aunque estos teoremas son propios de SOL pueden usarse
como test de completud, compacidad y demds en otras ldgicas.

6La demostraciéon detallada se encuentra en el capitulo tercero de [37].
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Comentario 356 Pero no necesitamos el teorema de Godel para darnos cuenta
de que un cdlculo deductivo completo es aqui inalcanzable. La observacion se
hace pensando en férmulas como GCH, férmulas cuya validez depende de la
metateoria de conjuntos que tomemos. ; Como se podria definir un cdlculo para
generar un conjunto cambiante de férmulas’ ?

Ingenuamente se podria pensar que afadiendo GCH a los axiomas se
podria reparar la situacion. Pero, por el teorema de Godel, sabemos que no es
ése el caso. No es posible dar un conjunto completo de axiomas para la teoria
de conjuntos; esto es, tal que para cada férmula ¢ del lenguaje de teoria de
conjuntos o ella o su negacién —g es derivable a partir del conjunto de axiomas.
De hecho, hay un recurso inagotable de férmulas como GCH.

10.5. Incompletud de la lé6gica de segundo orden

10.5.1. Presuposiciones, conceptos clave y resultados pre-
vios utilizados en nuestra demostracién

En el préximo apartado haré una demostracién esquemédtica de la incomple-
tud de SOL basada, como la de Godel, en la capacidad expresiva de la légica
de segundo orden. Para poder realizar la prueba hemos de ser conscientes de los
presupuestos ontoldgicos y semdnticos que necesariamente aceptamos cuando
asumimos la légica cldsica. Ademds, en la prueba se emplean resultados, trucos
y técnicas de la teorfa de conjuntos. Finalmente, usamos el poder expresivo de
la 16gica de segundo orden y una presentacién de SOL en teorfa de conjuntos
especialmente creada para esta demostracion. Asi que la prueba se basa en los
puntos siguientes:

1. Supuestos ontoldgicos. En particular, admitimos que estamos situados en
un universo matemdtico que constituye nuestro entorno y que introdu-
cimos nuestro lenguaje formal para hablar acerca de los sistemas o es-
tructuras en él situados. No es necesario admitir la existencia de un tinico
universo matematico en nuestra cosmologia, pero tenemos que aceptar que
s6lo uno constituye nuestra referencia inmediata en un momento dado y
que cuando establecemos la seméntica de nuestras férmulas sélo se puede
hablar sobre los conjuntos situados en alguno de sus sistemas. Ademas,
no es posible tener como dominio al universo en su totalidad; no se puede
cuantificar sobre todo él. U = (V, eu ) 1o es un sistema, en parte porque
V mno es un conjunto. El motivo de esta restriccién es que utilizamos la
seméntica de Tarski; es decir, distinguimos perfectamente entre lenguaje
objeto y metalenguaje. Y esto es asi porque no queremos contradecir el
teorema de Church de la indefinibilidad de la verdad —que es una repro-
duccién de la paradoja del mentiroso—.

"Ya lo decia Heraclito: “No es posible decir nada verdadero acerca de las cosas que cam-
bian.”
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Teoria de conjuntos subyacente (ver figura: 10.4). Aceptamos la de Zermelo-
Fraenkel con axioma de eleccién ZFC' como fundamentacién matemética
de las pruebas que realizamos en el metalenguaje. Los axiomas de ZFC
estdn escritos en un lenguaje de primer orden L¢ cuyo tinico signo peculiar
es el relator binario de pertenencia, € . Este lenguaje formal no es nuestro
lenguaje objeto, es parte del metalenguaje y sus férmulas pueden ser con-
sideradas como meras abreviaturas de las expresiones correspondientes en
espanol. Puesto que son parte del metalenguaje, son verdaderas o falsas y
cuando cuantificamos sobre conjuntos, lo hacemos sobre la clase de todos
los conjuntos. Observamos que las férmulas de ZFC son férmulas de
primer orden y que para FOL tenemos muy desarrollada la maquinaria
deductiva pues disponemos de un célculo correcto y completo asf como de
una cantidad considerable de resultados de Teorfa de Modelos.

Figura 10.4: Escalera de conjuntos

Pero, ;Se puede definir verdad y consecuencia del metalenguaje en el
mismo metalenguaje?, ;no estaremos cayendo sin querer en el abismo de
las paradojas? Ademds, jcomo expresamos el cambio de universo mate-
mdtico?

Metateoria de conjuntos. Lo que podemos hacer es usar ciertos trucos, téc-
nicas y resultados utilizados en la metateoria de conjuntos. Especialmente,
las artimafias usadas en las demostraciones de consistencia relativa y los
resultados de Godel y Cohen acerca de la independencia de la hipétesis del
continuo y de su negacién de ZFC. Esto quiere decir, que si suponemos
la consistencia de ZFC habrd modelos de ZFC + —-GCH (Cohen) y
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también modelos de ZFC + GCH (Godel).

En particular, podemos considerar que ZFC' es simplemente una teorfa
de primer orden y que por lo tanto, al haber formalizado el metalenguaje,
éste se convierte en lenguaje objeto. Por lo que necesitamos un nuevo
metalenguaje, méas potente. Pensamos que nuestro mundo ahora contiene
clases y que L* es un lenguaje formal para referirnos a este nuevo mundo.
En particular lo que hacemos es tomar perspectiva, situarnos a un nivel
superior. Tomamos la teoria de conjuntos de Gédel, Bernays y Neumann
GBN como fundamentacién matemética en el metalenguaje. Este proce-
dimiento es utilizado en pruebas de consistencia relativa. Para no correr
riesgos, usamos un célculo deductivo correcto, pero no utilizamos el teo-
rema de completud para él. La diferencia entre GBN y ZFC es
importante: en GBN podemos aceptar sistemas cuyos universos son
clases, incluso puede admitirse como sistema a

U= (v,e¥)

donde V es la clase de todos los conjuntos que consideramos fija en un
momento dado, aunque desconocida. & no es un sistema en el sentido
usual, porque su universo no es un conjunto, sino una clase tltima, pero
puede ser considerado como tal en GBN. GBN se convierte asf en el
metalenguaje para hablar de ZFC. (ver figura: 10.5)

Figura 10.5: Divina perspectiva

4. Usaremos también la enorme y abrumadora capacidad expresiva de la
légica de segundo orden, especialmente su habilidad para expresar pro-
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piedades del universo matemdtico. En particular, las que nos permiten
distinguir un universo matemaético de otro; esto es, férmulas que son inde-
pendientes de ZFC®. Nosotros nos servimos en la prueba de la férmula
Yacm due expresa la hipétesis generalizada del continuo. En particular,
se usa el hecho

Fe.6 poom syss GCH

(Es decir, La férmula de segundo orden ¢gop es vélida en estructuras
estandar si y sélo si GCH vale en “el” universo matemadtico; esto es, en
el que estemos.)

En la demostracién se desarrolla la légica de segundo orden en el marco
de la teoria de conjuntos: Las férmulas de segundo orden se asimilan a
conjuntos y podemos, consiguientemente, hablar de ellas en el lenguaje
conjuntista L€ de la misma forma en la que hablamos de cualquier otro
conjunto; Los conceptos de sistema estdndar y los de satisfacibilidad y
validez se introducen fécilmente en este mismo marco; Se puede describir
el concepto de secuente y el de deducibilidad de SOL 7y desarrollar la
sintaxis de SOL en él. Finalmente, incluso el teorema de completud
de SOL puede formularse mediante una sentencia de L¢. Caso de ser
completa, la prueba de completud puede hacerse con recursos limitados,
usando la base axiomética de teorfa de conjuntos, ZF'C.

Pero no sélo sucede que los recursos de teorfa de conjuntos usados para
desarrollar la sintaxis no son muy profundos, sino que también las férmu-
las de L€ que expresan derivabilidad son extremadamente simples; son
férmulas cuya verdad no se alteraria por el paso de un universo matematico
a otro que contuviera mas conjuntos.

Teorema 357 (Incompletud de SOL). No existe ningin cdlculo correcto y com-
pleto para la légica de seqgundo orden estindar (suponiendo que ZFC' sea con-
sistente).

Demostracion. Vamos a suponer que ZFC sea consistente y que tenemos
un cdlculo correcto CAL para SOL. Aceptemos también los supuestos iniciales
mencionados anteriormente. Esquemdticamente, la demostracion es como sigue:

ZFC es consistente

Hay un modelo U = (W, eY) de ZFC + ~GCH (Cohen)

Sea L CW su parte constructible. Entonces, por el teorema de Gddel,

L= (L, esun modelo de GCH
—donde LT U; esto es, €-=c" N(L x L)—

8Y0 no sé si esto serd muy decepcionante para los cantorianos convencidos, pero yo identifico
a los distintos universos matemédticos con los diversos conjuntos maximamente consistentes
que extienden ZFC. Suponemos, como es habitual, que ZFC' es consistente.
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10.

11.

12.
18.

1.

15.

16.

Ess vacn syss GCH es verdadera en “el” universo matemdtico (ca-
pacidad expresiva de SOL con semdntica estandar)

Por consiguiente, mientras que L sea nuestro universo matemdtico,
Ess vaon (de los apartados 3y 5)

Usando el lenguaje L€,

L es un modelo de [Fs.s vac]

El cilculo CAL para SOL mno sélo es correcto, sino también completo.
(supuesto inicial)

Por lo tanto,

ZFC F [CAL es completo con S.S8| (por 7 y porque hemos hecho un
desarrollo conjuntista de SOL)

Por consiguiente, si todas las formulas validas son derivables, eliminando
el cuantificador, obtenemos

Un teorema de ZFC

ZFCF [Fs.s vaonl| — [Fear vaonl

Puesto que L es un modelo de ZFC —por el teorema de Godel— y
suponemos correccion en el metalenguage,

L es modelo de [=s.s paon| — [FoaL vaon
Luego,

L es modelo de [Foar aoml

Ahora es cuando se da el paso crucial:

U es modelo de [Feoar vacr]

CAL es correcto (supuesto inicial)

ZFCF [CAL es correcto con S.S|

Por lo tanto,

ZFC ¢ [Foar vaoul — [Fs.s vaonl

Puesto que U es un modelo de ZFC' 1y aceptamos correccion en el me-
talenguaje obtenemos:

U es un modelo de [[Foar eaon| — [Fs.s ecor]

Luego,
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17. U es un modelo de [Es.s pacn]

Por consiguiente, cuando nuestro universo sea U,

18. Es.s vacu

Pero U mno es un modelo de GCH, nosotros hemos partido de un mo-
delo obtenido mediante forcing que demostraba el teorema de Cohen. Por
consiguiente, stempre que U sea “el” universo matemdtico,

19. ¥s.s Paon
Esto constituye una contradiccion.

Hemos utilizado los resultados conocidos de Cohen y Gédel y hemos gene-
rado una contradiccién: Dependiendo del Universo matemadtico en el que nos
movamos la hipdtesis del continuo es verdadera o no, y la férmula ¢gopy de
segundo orden que la expresa es vilida o no. Esto no constituye en si misma una
contradiccién, pero si SOL tuviera un cdlculo completo, dicha férmula habria
de ser derivable en un caso y no derivable en el otro. Pero esto es imposible
porque el concepto de derivabilidad es tan simple que no debiera afectarle el
cambio de universo matemdtico. De aquf nace, justamente, la contradicciéon que
prueba la incompletud de SOL.

Es tal vez importante insistir en que la contradiccién es que gy debe
ser valida y no vilida en el mismo universo matemético U. Sabiamos desde
el principio que mientras estuviéramos en U la férmula ooy de SOL
no seria vélida pero que en su parte constructible L si que lo seria; esto no
es ninguna contradiccién. Esto no es mds que una obviedad que viene siendo
destacada desde antiguo: Henkin, Church, Quine, etc. son conscientes de que con
la 16gica de segundo orden traspasamos la frontera de la teoria de conjuntos.
En los libros de texto de Enderton, Ebbinghaus-Flum-Thomas y en el articulo
de van Benthem y Doets del Handbook of Mathematical Logic ya se apuntan
algunos problemas de esta indole. Evidentemente, sin ser una contradiccién, es
un aviso de que algo falla con la semdntica estdndar. La contradiccién de verdad
llega cuando se supone la completud de SOL. Usdndola podemos dar el salto
desde validez a derivabilidad y entonces la conexién entre los modelos de Cohen
y Godel se consigue gracias a la propiedad de persistencia de la férmula que
expresa demostrabilidad.

Comentario 358 FEste procedimiento es facilmente exportable; toda légica ca-
paz de expresar conceptos no absolutos, independientes de ZFC, tiene que ser
incompleta pues la formula de esta [6gica que expresa su validez mo puede ser
equivalente a la que expresa su derivabilidad.
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10.5.2. Conclusion

¢ Cudl es la conclusion de todo esto?
Hay una leccién que deberiamos aprender y que tiene varias lecturas:

1. La primera nos retrotrae a la imagen de la balanza —recordad el comen-
tario 49— y nos dice: “Es evidente que no puedes tener las dos cosas a
la vez; esto es, poder expresivo y buenas propiedades ldgicas”. De hecho,
sabemos por el teorema de Lindstrom que la légica de primer orden es la
légica més potente, de una amplia familia, que verifica simultdneamente
completud, compacidad y Lowenheim-Skolem.

2. Hay una lectura mds liberal segin la cual admitimos que hemos cometido
diversos errores al definir la semdntica estdndar para SOL. En nuestras
estructuras o sistemas estdndar tomamos el conjunto de las partes del
universo de individuos como universo de conjuntos y el de las partes del
producto cartesiano del universo de individuos como universo de relacio-
nes. Al hacerlo la nocién de subconjunto es la de la metateoria de conjun-
tos —la estamos tratando como un concepto “ldgico”, de la misma forma
acritica con la que se toma a la identidad en la légica de primer orden, y
por consiguiente es la del metalenguaje—. El problema es que la categoria
de ser un subconjunto es muy poco descriptiva, muy laxa, y terminamos
en una ldgica no absoluta. Pero, bien mirado, la propia seméntica estdndar
puede ser considerada como una especie de error.

3. Tras meditar sobre el argumento anterior concluimos que la incompletud
de la l6gica de segundo orden con semdntica estdndar nada tiene que ver
con la naturaleza del razonamiento de segundo orden, sino con el modo en
el que ha sido construido el “modelo” de razonamiento de segundo orden
en esta semdntica. Sin advertirlo, hemos ligado la metateoria de conjuntos
ZFC alaseméntica de segundo orden, que es nuestro lenguaje en estudio.
Los efectos secundarios que se han producido en consecuencia no estan
relacionados con la naturaleza del fenémeno sino con el modo de construir
el modelo”.

4. Este tipo de consideraciones nos llevan a la necesidad de dar versiones
absolutas de las légicas que no lo sean. El pionero fue Henkin, que en
1949 dio una versién semejante para la légica superior. Y es asi como
los resultados se invierten para obtener finalmente uno feliz': Podemos
hacer que SOL sea una ldgica completa modificando la semdntica. Esto es
justamente lo que hacemos en la siguiente seccion.

9Se podria establecer un paralelismo con el fenémeno que se produce en las ciencias expe-
rimentales cuando el observador incide sobre lo observado.

10Se me podria objetar que de fin feliz nada y que el precio de la completud es muy alto,
pero jquién quiere hablar ahora de precios?
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10.6. Completud de SOL con semdntica gene-
ral

En [37] expongo con detalle una prueba de completud basada en la de Hen-
kin de completud de la teoria de tipos. Aunque es una demostracién de sobra
conocida, pues es basicamente la misma que se usa en primer orden'!, voy a
detenerme algo en los supuestos que la posibilitan.

Habiamos dicho —en la seccién 2.4— que una légica puede identificarse con
el conjunto de sus férmulas vélidas, que al ser verdaderas en toda estructura,
no pueden estar describiendo a ninguna en particulas, describen a la ldgica.
De manera que, si somos capaces de generarlas mediante un cdlculo deductivo,
habremos captado la esencia de la 16gica, su “perfume” —en el sentido barbaro
y radical de la novela de Suskin—. A modo de inciso, tened en cuenta que la
l6gica —y muy en especial, la 16gica de orden superior— es un paquete con un
contenido, que es el que nos interesa —queremos llevarnos el gato al agua— y
un continente o contenedor, prescindible. El continente lo proporciona la teoria
de conjuntos, que actia como base. (Pero, como dirfa Mikael Ende, esto es otra
historia, que debe ser contada en otro lugar.)

Volvamos al célculo. El proceso habitual en cualquier légica es introducir pri-
mero su gramatica mediante reglas de formacién de férmulas y a continuacién su
semédntica, para pasar a definir un cdlculo deductivo que genere como teoremas
a las féormulas vélidas. Entonces contamos con dos procedimientos de seleccién
de férmulas: las reglas del cédlculo deductivo, capaces de generar el conjunto de
sus teoremas légicos TFEO, y la seméntica, que nos ayuda a seleccionar a las
férmulas vélidas VAL.

¢ Coinciden estos conjuntos?

Cuando TFEO C VAL decimos que el célculo es correcto, y cuando VAL C
TEO decimos que es completo —en sentido débil—. Desgraciadamente, para
la l6gica de segundo orden lo iltimo nunca es cierto ya que hay férmulas vali-
das que no pueden derivarse en ningin cédlculo. Acabamos de demostrar que el
conjunto de las férmulas vilidas en la semdntica estdndar es demasiado grande,
inabarcable. Por consiguiente, con ella el conjunto de las férmulas vilidas en
SOL nunca podra ser generado mediante un célculo deductivo finito (ver fi-
gura: 10.6).

Pero incluso sabiendo que no puede existir ninguno capaz de obtener como
teoremas todas las férmulas vdlidas —i.e., las férmulas de SOL verdaderas
en todo modelo estdandar—, podemos definir cdlculos que sean correctos. Este
hecho nos proporciona mayor libertad a la hora de definirlos, ya que sabemos
que ninguno podra ser completo. No obstante, en la légica de segundo orden
hay dos cédlculos que tienen un cierto “pedigree”; llamémosles MSL —pues
es esencialmente el de la l6gica multivariada— y SOL. MSL es la extensiéon
simple del de FOL, lo obtenemos al extender las reglas con cuantificadores
para que den cuenta de las nuevas férmulas, que son ahora férmulas de segundo

1 Curiosamente, la demostracién de Henkin de la completud para la teoria de tipos precede
su prueba de completud de la l6gica de primer orden.
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Figura 10.6: Las férmulas vdlidas estdn fuera de control

orden y tienen variables predicativas cuantificadas. El cdlculo SOL lo definimos
anadiendo al de MSL el esquema de comprehensién,

IX™WEy..20 (X 2.2, & @)

—con X" no libre en p—

Naturalmente ambos son incompletos, si tomamos como referencia la sem4n-
tica estdndar. Pero si dejamos abierto el concepto de “conjunto de elementos de
A”; es decir, si lo tomamos como un concepto a fijar para cada estructura, la
situacién cambia radicalmente. Esto fue justamente lo que hizo Henkin en 1950.
La idea es muy sencilla: El conjunto de las férmulas vélidas es tan grande porque
el concepto de estructura estdndar es demasiado restrictivo. Si aceptamos como
estructuras adecuadas para SOL a las estructuras no-estdandar —i.e., estruc-
turas idénticas a las de la definién 353 pero en donde A, C p(A™); es decir,
no se da necesariamente la igualdad—, el conjunto de las férmulas vilidas se
reduce. De hecho, obtenemos un primer resultado de completud para el cédlculo
MSL tomando esta semdntica, que podemos denominar con Henkin semdntica
de marcos. (ver figura: 10.7)

No obstante, si la seleccién de las relaciones que vayamos a incluir en A,
es dejada completamente al arbitrio, el axioma de comprehensién podria fallar;
es decir, algunos relaciones definibles mediante férmulas del lenguaje podrian
haberse quedado fuera. Para que el cdlculo SOL sea correcto, necesitamos la
seméntica de modelos generales de Henkin; esto es, los universos de la estructura
deben estar cerrados bajo definibilidad.

Definicién 359 (mediante la condicidn de correccidn). Sea A un marco. De-
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7

\V3Y,

Figura 10.7: Marcos y estructuras estdndar

cimos que A es una estructura general syss es un modelo del conjunto
A = {3X"Vr1..20(X"21...20 © @) | ¢ € FORM, con X™ mno libre en ¢}
formado por todas las instancias del arioma de comprehension.

Definicién 360 (mediante la condicidn de clausura mediante definibilidad).
Sea A un marco. Decimos que A es una estructura general syss todas
las relaciones paramétricamente definibles en A con el lenguaje Lo estdn en
el universo correspondiente de la estructura; es decir

A, = p(A™) N PARAM.DEF(A, L,)

Las dos definiciones son equivalentes, como muestro en [37], pdgina 166. La
situacién ahora es la de este nuevo esquema (ver figura: 10.8):

Hay una demostracién de la completud de SOL con seméntica de modelos
generales practicamente idéntica a la de la l6gica de primer orden univariada,
ya expuesta en la seccién 2.4.

Podemos también demostrar la completud de SOL bajo esta semaéntica,
simplemente usando la completud de MSL!?. Como veremos en la seccién 13.3,
la suerte es que la propiedad de ser una estructura general puede ser axiomati-
zada mediante un conjunto de féormulas A que incluye bdsicamente los axiomas
de comprehensién. Esto es, tenemos,

h@_g(pﬁA’:ELp

(donde F es la clase de los marcos y ®.S la de las estructuras generales)

En realidad, al cambiar la seméntica de modelos estdndar por la de mode-
los generales, hemos cambiado de ldgica. El planteamiento que se hace en esta

2Es asf como la demuestro en [37]. en vez de como en la légica de primer orden, con la
légica de primer orden multivariada.
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Figura 10.8: Marcos, modelos generales y estdndar

prueba de completud de la l6gica superior —completud respecto de modelos
generales, naturalmente— es exportable. De ella aprendemos a modificar conve-
nientemente la clase de modelos admitidos, varidndola de forma que las férmulas
vélidas en la nueva semdntica coincidan con los teoremas l6gicos. La verdad es
que no se trata, como cabrfa pensar, de una prueba “ad hoc”, ya que la nueva
semdntica es incluso mds natural y razonable que la estdndar porque tomamos
como “conjunto de elementos de A” alos que son definibles en 4. Comparando
las estructuras usadas en la semdntica estdndar con las de la no-estdndar vemos
que las primeras son homogéneas —la cuantificacién sobre conjuntos y relaciones
es un ardiz para acercar lo que sabemos a lo que podemos decir— y el concepto
de subconjunto se toma sin més de la metateorfa, de la teorfa de conjuntos. En
la semaéntica no-estdndar sucede lo contrario. El resultado es que en la l6gica de
segundo orden estdndar la balanza se inclina del lado del poder expresivo, en
detrimento de las cualidades légicas mientras que en la no-estdndar se equilibra.

Resumen

Siempre que tenemos una clase de sistemas tenemos también el conjunto de
las sentencias de SOL en ellas verdaderas. Y cada vez que tengamos un conjunto
de sentencias nos podemos preguntar si existe un célculo capaz de generarlas
como teoremas. Tenemos &.65, la clase formada por los sistemas estandar y
usdndola definimos el conjunto }=g.s formado por las férmulas vélidas en
ella. Sabemos que este conjunto |=g.s no puede ser generado mediante nin-
gin célculo, pues no es recursivamente enumerable. Pese a todo, se introducen
dos célculos deductivos, MSL y SOL que generan como teoremas légicos los
conjuntos

Fsor ¥ Fwmst

pero si la seméntica es la estdndar se produce incompletud (ver figura: 10.9)
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E

e

Figura 10.9: Semdntica esténdar causa incompletud

Puesto que Fgpr es un subconjunto propio de =g s

Fsor C Fs.s

para conseguir una semantica adecuada necesitamos ampliar la clase de estruc-
turas de manera que se reduzca el conjunto de férmulas en ellas vélidas —cuanto
mayor sea la clase, menor serd el conjunto porque para ser vdlida en una clase
m4ds amplia necesitan pasar méds “controles de calidad”—. Definimos tanto a los
marcos § como a los modelos generales &.& que producen los conjuntos de
férmulas en ellos vdlidas =3 y Fe.¢ y sucede que coinciden exactamente
con los conjunto de teoremas anteriores. Concretamente,

Fs =FmsL ¥ Fe.s =FsoL
Es fécil comprobar que puesto que
S.6CBECE

tenemos
F;C Fe6.6C Fe.s

Dejadme sintetizar con un diagrama (ver figura: 10.10):
Estas son las ventajas mds importantes:

1. Conseguimos asi un teorema de completud

2. Sirve para destacar no sélo a la l6gica MSL sino también a otras ldgicas
entre MSL y SOL, obtenidas debilitando comprehensién.
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Figura 10.10: Completud con semdnticas nuevas

Aquf radica el programa de investigacién que comentaré posteriormente (ca-
pitulo 13), pero permitidme que os muestre donde se sitiian esas l6gicas inter-
medias (ver figura: 10.11).

10.7. Modelos no estandar en primero y segundo
orden

Comparacién entre el axioma de induccién de segundo orden y el
esquema de primer orden

Lo primero que quiero resaltar aparece en el propio tftulo: la induccién en
primer orden es un esquema; esto es, una coleccién infinita de axiomas de la
forma

c oz
B (E) AVz(B — B (?)) —Vz B
mientras que en segundo orden es una tinica férmula
VX (XcAVz(Xz — Xoz) — Vz Xzx)

Pese a ello, el poder expresivo del axioma de SOL es superior al de la coleccién
infinita de FOL.

Ya a primera vista observamos que mientras que en primer orden sélo se
aplica induccién a una clase numerable de conjuntos —puesto que sélo tene-
mos una coleccién numerable de férmulas—, en SOL con semdntica estdndar
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Figura 10.11: Situacién Ldgicas intermedias

la induccién se extiende a una coleccién supernumerable de ellos, la de los sub-
conjuntos del universo N. Pero la diferencia la marca no la cantidad, sino la
calidad; no tendriamos modelos no isomorfos al de los naturales estdndar en
FOL si la cadena de los niimeros estdndar fuera definible en cualquier modelo
de la aritmética de Peano, pero no es asf. Me explicaré:

Ya vimos (el teorema 106) que construir un modelo no estdndar de

Ns = (N,0,s)

o de
N: <N10) S, +)'v S)

resultaba sencillo en la l6gica de primer orden aplicando el teorema de com-
pacidad. Aqui no estdndar significa no isomorfo al modelo pretendido. Para
su demostracién se extiende el lenguaje aritmético —que contenfa al menos la
constante individual para el cero ¢ y el functor monario ¢ para la funcién
del siguiente— con una nueva constante k y se toman en consideracién las
sentencias

k#c k+#oc kF#ooc,...

que se anaden a las de la aritmética. Por compacidad se construye M. Siendo M
un modelo tanto de la aritmética de primer orden AP' como de las sentencias
anteriores, el universo de la estructura contendrd nimeros no estdandar; es decir,
nimeros que no estdn en la serie de los siguientes del cero. Al conjunto de los
nuimeros estdndar le llamdbamos

N(M)
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donde
N(M) = {M(c), M(oc), M(coc), ...}

Es fécil ver que semejante conjunto no es definible en légica de primer orden
en la estructura M. Como se comenté anteriormente, el esquema axiomatico
de induccién no tiene fuerza suficiente como para eliminar los ntimeros no es-
téndar pudiéndose demostrar (es el teorema 77) que en cualquier modelo A
de la aritmética de Peano AP! ser estdndar equivale a la definibilidad en la
estructura del conjunto de los nimeros estdndar N(A).

El argumento principal de la prueba es que si fuera definible mediante una
formula B

N(A) = {z / Alz] IF B(z)}

también lo serfa su complementario, mediante —B(z)
La férmula

=B — (<B () VB (£) A-B (Z2)))
x x x
equivale al axioma de induccién y por lo tanto es verdadera en A. Pero su
interpretaciéon dice algo sorprendente

“Si existe un elemento en el complementario de los nimeros estindar x ¢
N(A) entonces o bien A(c) ¢ N(A) —entre los nimeros estandar no estd el
cero— o existe un y € N(A) tal que su siguiente falta, o (y) ¢ N(A).”

Asi que de la existencia de un nimero no estdndar se deriva una contradic-
cién, asumiendo que N(A) fuera definible; por lo tanto no lo es.

Ahora se puede apreciar la diferencia entre la formulacién de induccién en
primero y segundo orden. En  FOL no podemos aplicar induccién sobre el
conjunto de los nimeros estandar en un modelo que contuviera también niimeros
no estdndar, porque sélo vale el axioma para conjuntos definibles. Sin embargo se
puede demostrar la categoricidad de la aritmética de Peano de segundo orden'3.

Modelos no estandar de la aritmética

En el capitulo dedicado a teoria de modelos ya apuntamos que los modelos
no estdndar fueron descubiertos por Skolem en los afios treinta, pero que enton-
ces no se les presté demasiada atencién ya que eran vistos como contraejemplos
patolégicos. Skolem mismo los utilizé para intentar —sin éxito— desviar la aten-
cién del tratamiento formalista. A partir de 1949 reciben distinta consideracién,
siendo Henkin capaz de utilizarlos para demostrar la completud de la teoria de
tipos usando una nueva semdantica basada en modelos no estandar. Aunque el
sentido de no estdndar es aqui algo distinto, conviene que se vea que pese a todo
estdn relacionados. Al final de su articulo “Completeness in the theory of types”
[1950], Henkin construye un modelo no estandar por partida doble.

De hecho, como se ha visto en la seccién anterior, con la semdntica de mode-
los generales la l6gica de segundo orden es completa en sentido fuerte y por tanto

13Le dedico todo el capitulo tercero de [37].
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compacta. Por consiguiente, podemos utilizar un argumento similar al anterior-
mente esgrimido en l6gica de primer orden y construir un modelo no estdndar
de la aritmética; entendiéndose como tal no isomorfo al cldsico de los nime-
ros naturales. Lo que veremos a continuacién es que un modelo de AP? que
contuviera nimeros no estandar en el universo de individuos tendria que ser no
estdndar en el sentido que damos a ese término en SOL.

Vedmoslo en detalle:

Sabemos cémo construir, utilizando compacidad, un modelo de la teoria de
los niimeros naturales que no sea isomorfo a

<N7 0’ s’ +7 .>

Por otra parte, en SOL una estructura no estandar, llamémosla A, contiene
un universo de individuos A y una familia de conjuntos (A,),>1 tales que
cada A, Cp(A"),y A, # p(A™) para al menos un m > 1. Esto es ser no
estdndar en términos de SOL.

Considerad ahora nuestro modelo no estdandar de la teoria de los naturales
M vy construyamos una estructura de segundo orden sobre ella eligiendo una
familia de subconjuntos (M,),>1 tales que cada M,, C p (M ™) para todo
n. Llamemos M* al resultado.

sEs M* un modelo de la aritmética de Peano de sequndo orden?

Puesto que no he descrito una manera precisa de construir M* la estructura
podria no ser un modelo de AP?; pero si lo fuera, necesariamente serfa no
estdndar ya que

M, # o (M)

La razén es ésta: Considerad el conjunto de los nimeros estandar de M; esto
es, N(M). Si la estructura M* fuera un modelo de AP?, en particular lo serfa
del axioma de induccién. Imaginad que el conjunto de los nimeros estandar
N(M) estuviera en el universo de relaciones unarias de la estructura M™*.
Puesto que contiene el cero y el siguiente de cualquiera de sus elementos M =
N(M). Esto no es cierto, sabemos que en M habfa niimeros no estdndar.

4 Qué conclusion extraemos de todo esto?

Muy fécil

N(M) ¢ M; y por lo tanto M; # p (M)

—Ila estructura M* no es estdndar en el sentido de la légica de segundo orden—

Espero no haberos confundido hablando ahora de modelos no esténdar de la
aritmética de Peano de segundo orden

sNo habia dicho que en sequndo orden esta aritmética es categorica?, ;como
podemos entonces tener un modelo no isomorfo a N 2

Bueno, como ya senalé Skolem en el 1929, la aritmética de Peano es ca-
tegdrica sélo cuando comjunto tiene el significado estdndar; esto es, cuando lo
tomamos de la metateoria: A, = p(A"™) para todo n. Pero Henkin, en 1949
arrojé una nueva luz sobre el tema y pudimos construir un modelo no estdndar
de AP? que usa semdntica asf mismo no estdndar. Para ello debemos abando-
nar el punto de vista cldsico y abrazar la seméntica nueva que define para cada
modelo sus propios universos de conjuntos y relaciones.
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Cuando abrimos la puerta a las interpretaciones no estdndar SOL pierde
parte de su poder expresivo y la aritmética de Peano deja de ser categoérica.
Sigue siendo més potente que la de primer orden pues la consistencia de AP!
se puede probar en AP?, existiendo una férmula ¢ N(pal) que expresa la
consistencia de la versién de primer orden de la aritmética de Peano.

AP - ooon(pary en FOL pero AP? Eg.s ©con(par)

—en SOL con seméntica general—

Como ya he dicho, la razén por la que la aritmética de Peano de primer
orden no es estdndar es que el conjunto de los nimeros estdndar no es definible
en primer orden en una estructura que contuviera nimeros no estidndar, de
manera que no podemos aplicar induccién sobre el conjunto que de verdad nos
interesa.

La razén por la que es categérica la aritmética de Peano de segundo orden
con seméntica estdndar es porque podemos aplicar induccién sobre todos los
conjuntos posibles y una estructura que contuviera niimeros no estdndar nunca
podria ser modelo del axioma de induccién de segundo orden.

Cuando en segundo orden permitimos que halla estructuras con universos
relacionales incompletos, la cuantificacién sélo se aplica a los conjuntos y rela-
ciones que estdn presentes en los universos de la estructura y pudiera muy bien
suceder que el de relaciones unarias no contuviera al de los nimeros estdandar
como uno de sus miembros. En los sistemas generales de Henkin lo que hacemos
es tomar todos los conjuntos y relaciones que son definibles con pardmetros me-
diante férmulas de segundo orden. Bueno, al igual que sucedia en primer orden,
aqui tampoco es definible el conjunto de los nimeros estdndar en un sistema
cuyo universo contuviera nimeros no estandar.
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Capitulo 11

Teoria de Tipos

11.1. Paradojas

Hacia el cambio del siglo XIX al XX, un nimero creciente de paradojas
fueron apareciendo en la matemética, particularmente en la recién estrenada
teoria de conjuntos. En un principio parecian afectar sélo a los conjuntos muy
grandes por lo que se pensé que tal vez fuera la nocién de infinito la que cau-
saba problemas, pero cuando Russell descubrié su famosa paradoja, que minaba
su nocién fundamental de definicién de conjunto, todos se convencieron de la
necesidad de modificar substancialmente la teorfa. Es de sobra conocida la via
de solucién axiomética, representada por Zermelo y sus modificadores por un
lado, y por Von Neuman y los suyos', por otro. Otra segunda via, que no co-
mentaré es la tomada por Brower y los intuicionistas®. Finalmente, Russell hizo
borrén y cuenta nueva al disenar su teoria de tipos. Mientras que en las teorias
axiomadticas el procedimiento es el de “parcheado”, taponando con enunciados
apropiados las vias de agua descubiertas, en la de tipos no pueden reproducirse
porque el propio lenguaje impide su formulacion.

Las paradojas conocidas son muchas?, entre ellas voy a distinguir cuatro,
muy sencillas. En 1926 Ramsey [62] las clasificé en dos grandes grupos:

1. Légicas o matemaéticas
2. Semdnticas o epistemoldgicas

Esta divisién ha resultado ser extraordinariamente fructifera, permitiéndo-
nos utilizar técnicas diferentes para evitar las de uno u otro grupo: para expresar
las del primero sélo se precisan nociones mateméticas tales como el concepto de
clase, o de cardinalidad, o el de nimero; para las del segundo hace falta mezclar
insidiosamente lenguaje y metalenguaje usando conceptos como el de verdad o
el de definibilidad en el lenguaje objeto.

1El capitulo 5 estd enteramente dedicado a la axiomatica de Zermelo-Fraenkel.
2Una buena exposicién de ella la hace Dirk van Dalen en [21].
3Consultad la bibliografia de este capitulo y en especial el libro de Sainsbury [65].
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La clasificacién de Ramsey ayuda no sélo a entender las paradojas sino tam-
bién a resolverlas mediante distintas técnicas. Las légicas o matemadticas se
evitan en la teoria simple de tipos estructuralmente—también se resuelven en
las teorias axiomé&ticas de conjuntos, de manera algo artificiosa formulando una
serie de axiomas especificos que las bloquean—, pero para eludir las seméanti-
cas precisamos de la teoria ramificada de tipos, o de la distincién de Tarski
entre lenguaje v metalenguaje’. Es por ello por lo que al utilizar un lenguaje
l6gico respetamos la estipulacién de no mezclar lenguaje y metalenguaje; asf,
si queremos expresar el concepto de verdad de una férmula del lenguaje objeto
utilizamos otro lenguaje que servird de metalenguaje del primero.

Paradojas Légicas

Entre ellas la de Russell y la de Cantor son las méds conocidas. La de Russell
cuestiona el mismisimo principio de definicién de clases, mientras que la de
Cantor se basa en un concepto més elaborado, pero tan basico como aquel, que
es el de cardinalidad.

Paradoja de Russell’

En la teoria intuitiva, cantoriana, de conjuntos todas las propiedades permi-
ten definir conjuntos, pero si tomamos como propiedad la de no pertenecerse a
s{ mismo, llegamos a una contradiccién al analizar la clase

U={X/X ¢ X}
y preguntarnos
sEs U wun elemento de U?

Esta paradoja no puede producirse en la teorfa de tipos simple porque la
sucesion de signos X ¢ X no es una férmula y el axioma de definicién de
clases no se aplica para ella. Nuestras férmulas atémicas son de la forma

X*eY? —osise prefiere YPX®— siendo = (0,q)

donde la distincién de tipos es fundamental.

Lo explico mejor: Se admite actualmente que tanto la teoria de conjuntos
como la de tipos representan dos alternativas distintas en lo que a la funda-
mentacién de la matemdtica se refiere y las diferencias entre ellas se consideran
simplemente notacionales, sin mayor relevancia. Nosotros vamos a pasar de la
teoria de tipos a la de conjuntos en dos pasos, senialando el talén de Aquiles de
la transformacion y el punto en el que hay que poner el parche en la teoria de
conjuntos.

4Recordad lo expuesto en la seccién 1.4.1.
5La expuse con mayor detalle en la seccién 5.1.2.
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1. Admitimos que las propiedades definen conjuntos y que podemos identi-
ficarlas con las féormulas que las definen. Ademds de esto, las relaciones
pueden reducirse a conjuntos, puesto que los pares ordenados se asimilan
a ciertos conjuntos y las n-tuplas son pares encajados unos en otros. Na-
turalmente, cuando expresamos que X< estd en el conjunto Y? —donde
B = (0, a)— podemos escribir

YAX® o X*eYh

Esto no es otra cosa que un cambio superfluo, notacional, ya que las dos
férmulas tienen el mismo alcance y significado. En este punto el axioma
de definicién de clases y relaciones toma la forma siguiente:

FJYAYXYXY e YP o )

—siendo S = (0,a)— y en donde la distincién de tipos no es en modo
alguno superficial.

2. Si la distincién de tipos no existiera y admitiéramos que nuestro universo
sélo contiene conjuntos, el axioma de definicién de conjuntos se expresaria
mediante la férmula

VX (X €Y < o)

Pero, sin distincién de tipos, podemos de nuevo tomar como férmula ¢
a la formula X ¢ X, obteniendo asf

WYX(X €Y & X ¢ X)

Por el principio de extensionalidad el conjunto definido mediante esta
férmula es tnico, llamémosle U. Entonces,

VX(X €U« X ¢ X)

La contradiccién se reproduce cuando intentamos determinar si este U
es un miembro de si mismo; entonces obtenemos

UeU—U¢U

Para evitar este problema, en las teorias axiométicas de conjuntos se adopta
una de estas medidas: o bien se distingue entre clases y conjuntos o se tiene
un axioma restringido de definicién de nuevos conjuntos a partir de conjuntos
previamente definidos®.

Comentario 361 Sin embargo, si somos fieles a la imagen intuitiva de la jerar-
quia de conjuntos, en donde los conjuntos se construyen por niveles, el lenguaje
de teoria de tipos es mds adecuado pues en él se respeta esa intuicion; por el
contrario, el de primer orden utilizado en la teoria de conjuntos axiomdtica es
completamente plano. sPara representar un paisaje montanoso no es mejor un
sistema de representacion que incluya curvas de nivel?

6Es nuestro axioma de separacién, introducido en la seccién 5.4.1.



290 CAPITULO 11. TEORIA DE TIPOS

Paradoja de Cantor

Consideremos la clase U de todas las clases, la clase universal. Se puede
demostrar tanto que la cardinalidad de su conjunto potencia ©(U) es mayor
que la cardinalidad de la clase universal como que es menor o igual que ella.

Sea U el conjunto de todos los conjuntos. Evidentemente su cardinal |U|
sobrepasa a cualquier otro cardinal; i.e. |A| < |U| para todo A. Asf,

IXVY (Y] < X)) (11.1)

Pero veamos qué sucede cuando consideramos la clase @ (U). Es facil ver
que la cardinalidad de una clase cualquiera es estrictamente menor que la de su
potencia. La prueba, del propio Cantor, se basa en dos hechos:

1. Paracada A,hay una funcién inyectiva f de A en p(A); concretamente,

la funcién
f:A— p(A)

definida mediante f(X) = {X}

2. Pero ninguna funcién h de A en @ (A) puede ser exhaustiva. La razén
es como sigue: Para la clase

X={zxec Az ¢ h(x)}

que es ciertamente un elemento de ¢ (A), no hay ningin elemento z de
A tal que h(z) = X. Para demostrarlo, suponed lo contrario

h(z) = X para un cierto z € A (11.2)

Claramente,
z € X « x ¢ h(zx), para cualquier = € A
En particular, para este z obtenemos
z€X —z¢ h(z) (11.3)
Usando las lineas (11.2) y (11.3) obtenemos:
2z € h(z) = z ¢ h(z)
Esto, obviamente, es una contradiccién.
Hemos, pues, demostrado
VXIY (Y| =~ | X))

que equivale a
-IXVY (Y| = |X])) (11.4)

Los enunciados (11.1) y (11.4) se contradicen.
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La paradoja de Cantor no puede reproducirse en teoria de tipos porque un
conjunto y el de sus partes estdn en tipos diferentes. En teoria axiomética de
conjuntos la clase universal no es un conjunto y sélo la clase de las partes de un
conjunto es también un conjunto’ .

Paradojas semdnticas

La m3&s antigua que se conoce de esta clase es la de Epiménides, otra es la
de Richard.

Paradoja del mentiroso
Ya comentamos® que Epiménides el cretense sostenfa que todos los cretenses
eran unos mentirosos y que todos los enunciados proferidos por cretenses son
puras mentiras.
El problema surge al definir la verdad en el lenguaje objeto mediante la
férmula
Va(Verdad (x) < x) (11.5)

y analizar el enunciado autorreflexivo “Estoy mintiendo” bajo su propia luz.

En la teoria de tipos finitos o en cualquier otra teoria formalizada en la
que se distinga lenguaje de metalenguaje la férmula (11.5) con el sentido arriba
mencionado no puede ser una férmula del lenguaje objeto y no puede pertenecer
a la teorfa.

Paradoja de Richard

Estéd directamente inspirada en el procedimiento diagonal que Cantor utiliza
en su celebrada demostracion de que los niimeros reales constituyen un conjunto
no numerable; es decir, cuya cardinalidad excede a la de los nimeros naturales.

Recordemos esta prueba de Cantor: Sin pérdida de generalidad nos concen-
tramos en los nimeros reales del intervalo [01] y consideramos una enumeracién
cualquiera de estos decimales;

Gy, = Z(amn x 107™)

n>1
donde a,,, es la n-ésima cifra del m-ésimo decimal de esta lista

ay ‘= 0.&11&12 e Qip e

A, = 0.010m2 "+ Qmm, * + +

"El axioma de las partes o potencia de un conjunto, que intrudujimos en la seccién 5.4.2
dice que si algo es un conjunto, el de sus partes también, pero U no lo es.

La interpretacion estdndar de la teorfa se hace sobre un universo constituido exclusivamente
por conjuntos de manera que existir en este contexto es ser un conjunto.

8En la seccién 1.4.1, dedicada a la distincién entre lenguaje y metalenguaje, se explica con
algo de detalle.
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Es fécil ver que ninguna enumeracién de esta indole contiene a todos los
decimales del intervalo [01], para lo cual especificaremos uno,

d=> (dnx107")

n>1

que no estd en la enumeracién anterior.
En efecto, sea
0.dy dy d3...d,...

el decimal cuya n-ésima cifra d, es ap,+1 cuando a,, <9 yes 0 cuando
ann €8s 9. Es obvio que d es un nimero decimal entre 0 y 1. Para ver que
no estd en la enumeracién demostraremos que es distinto de a,,, para cada n.
Esto ultimo es evidente pues al menos su cifra n-ésima d,, difiere de la cifra
n-ésima de a,, que es dany,.

La paradoja de Richard es como sigue: consideremos las fracciones decimales
que se pueden definir mediante un nimero finito de palabras. Ordenemos este
conjunto utilizando en primer lugar el nimero de palabras empleadas en la
definicién y aplicando a continuacién un orden lexicogrifico. Mediante el método
diagonal definamos un decimal d que no aparece en la ordenacién. Claramente
d difiere de todos los de la serie, y puesto que puede ser descrito con un nimero
finito de palabras, debiera haber sido incluido en ella.

Veamos cual es el vinculo que se establece entre las paradojas y su solucién
citando al propio Russell [63]:

In all the above contradictions (which are merely selections from an
indefinite number) there is a common characteristic, which we may
describe as self-reference or reflexiveness. The remark of Epimenides
must include itself in its own scope. If all classes, provided they
are not members of themselves are members of U, this must also
apply to U;/.../ Thus all our contradictions have in common the
assumption of a totality such that, if it were legitimate, it would at
once be enlarged by new members defined in terms of itself.

Para él habia una diferencia fundamental entre los conjuntos por un lado y
las propiedades por otro. Los conjuntos o clases son extensionales y su existencia
la deben a sus miembros. En esta concepcién los conjuntos existen con indepen-
dencia de si pueden o no ser definidos y no hay entonces razén para evitar las
definiciones circulares o no-predicativas. Por otra parte, los conceptos o propie-
dades existen sélo en la medida en que podamos definirlos, captarlos. Cuando
las entidades que constituyen la teoria de conjuntos se conciben a la manera
conceptualista, que sélo existen en la medida en que pueden ser definidos, la
restriccién a las definiciones predicativas es inevitable.

La teoria de tipos de Russell [1908] sobre la que se construyeron los Principia
Mathematicae cumple algunos de estos requisitos. Analiza las paradojas en dos
pasos. En el primero reformula la paradoja de teoria de conjuntos convirtiéndola
en otra en la que las consideraciones acerca de la predicatividad son relevantes;
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la cuantificacién sobre conjuntos se desdibuja diciendo que son modos de hablar
y lo tinico que queda es una teoria de propiedades. Los conceptos fundamentales
de la teoria de propiedades son los de proposicién y de funcién proposicional,
que habian sido siempre conceptos légicos, y en esta fase el anélisis que realiza
es més fino que el de Frege o el suyo de 1903.

Se considera hoy que la jerarquia de Frege, en realidad estipula una teoria
de tipos para conceptos.

Comentario 362 Ironias de la historia, en la teoria simple de tipos,cercana a
la teoria de conjuntos de Zermelo, se evitan las paradojas logicas y matemdti-
cas. El 1inico problema es que Frege, como Russell, tendria que haber explicado
la teoria de conjuntos como un modo de hablar acerca de conceptos, y no esti-
pular la existencia de los conjuntos como una categoria separada de entidades
sin tipo. Habria tenido entonces sdélo los problemas que Ramsey denomina epis-
temoldgicos.

Por su parte Russell, en su teoria ramificada de tipos, evita todas las pa-
radojas, y no solamente las matemdticas. Sin embargo, el lenguaje se torna
innecesariamente complejo y para poder obtener ciertos resultados matemati-
cos se ve forzado a admitir el denominado axioma de reducibilidad, de dudosa
aceptacién.

Aunque se cree que parte de la motivacién para desarrollar la teoria de tipos
se debe al descubrimiento de las paradojas de la teorfa intuitiva de conjuntos,
esté lejos de ser una construccién ad hoc carente de naturalidad y sentido comiin
matemdtico. Citemos a Gandy [29]:

The simple theory of types provides a straightforward, reasonably se-
cure, foundation for the greater part of classical mathematics. That
is why a number of authors (Carnap, Godel, Tarski, Church, Turing)
gave a precise formulation of it, and used it as a basis for metamat-
hematical investigations. The theory is straightforward because it
embodies two principles which (at least before the advent of modern
abstract concepts) were part of the mathematician’s normal code of
practice. Namely that a variable always has a precisely delimited
range, and that a distinction must always be made between a func-
tion and its arguments. In this sense one might claim that all good
mathematicians had anticipated simple type theory. [Indeed Turing
made this claim for primitive man]. The claim goes too far, but it
does draw attention to the fact that the justification for the theory is
not to be found by considering it as a formal device to avoid Russell’s
paradox.

11.2. Teoria simple de tipos de Church

En lo que sigue presentaré muy brevemente la teorfa simple de tipos del
articulo de Church de 1940, complementada en su parte seméntica con los de
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Henkin [36] y [38]. Estd basada en la de Russell, pero distingue claramente en-
tre sintaxis y semdntica y entre lenguaje y metalenguaje, por lo que aina las
ventajas del tratamiento de Russell para evitar las paradojas légicas y las del
de Tarski, para evitar las semédnticas. Si se admite para las férmulas una seméan-
tica de modelos generales, conseguimos un teorema de completud; al precio,
naturalmente, de la merma de capacidad expresiva.

Jerarquia de tipos

La teoria de tipos alli expuesta, que llamaré ¥ podria describirse asi: Los
tipos estdn estructurados en una jerarquia que cuenta con:

= D; es un conjunto no vacio; el de individuos de la jerarquia.

= Dy es el dominio de valores de verdad (como estamos en 16gica binaria,
dichos valores se reducena V y F)

= Kl resto de los dominios se construyen a partir de los tipos bésicos: si D,,
y Dg han sido construidos ya, definimos D,g) como el dominio formado
por todas las funciones de Dg en D,. Los conjuntos se representan
mediante funciones caracteristicas y asi D) es el conjunto potencia de
Dg, formado por todos los subconjuntos de Dg.

Para hablar acerca de esta jerarquia se introduce un lenguaje formal. El
del articulo de Church [13] es, como dijimos, un lenguaje de tipos, que posee
distintas clases de variables y se anade ademads el abstractor.

Alfabeto

Contamos con variables de diferentes tipos, con un superindice que lo indica.

En este articulo de Church se introducen también las constantes Ny y
Aooyo) (para la negacion y la conjuncion) y IIgq)) (nos permitird expresar
cuantificacién). Finalmente ¢(4(0q)) €s un selector.

Expresiones

Hay dos formas fundamentales de formar expresiones:

» Las simples: Férmulas o constantes solas son férmulas cuyo tipo es el del
indice.

» Las compuestas son de dos clases: (1) Con A formamos funciones. Si X%
es una variable y M® es una expresién, (AX®M®) es una expresién de
tipo (afB). (2) Las otras corresponden a la asignacién de valor bajo una
funcién: si F(®#) y BB son expresiones, F (@B) BF s una expresién de
tipo «.
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Interpretaciéon

La interpretacion de estas expresiones es como sigue:

Las variables toman valores en los universos o dominios correspondientes.
Las constantes tendran valores decididos de antemano; por ejemplo, N(qg)
serd negacién y Aoy disyuncion.

La expresién (AXPM*®) se interpretard como una funcién de Dg en D,,.
(Por ejemplo, (AX?X#) serd la funcién identidad. Sin embargo, (AX?¢)
se interpretard como la clase de los elementos de Dg que verifican la
condicién expresada por la férmula ¢.)

Finalmente, la expresién F(*#) Bf se interpreta como el valor de la fun-
cién que interprete a F(@%) para el valor que interprete a BP.

Por su parte, la funcién (o)) asigna a cada subconjunto de D,
—que serd un elemento de Dy,)— el valor F  excepto cuando dicho
subconjunto sea el propio D,, la totalidad. Asi, podemos pensar que este
predicado de predicados afirma de ellos su universalidad. Se entenders,
pues, que I(ga)) (AX“¢) exprese cuantificacién, VX*¢. Literalmente
afirma: la clase de los individuos que verifican ¢ es universal, es todo el
universo D,. Hay un lenguaje de la teoria de tipos que a mi me gusta
aln mads, es el que tiene A e igualdad como tnicos signos primitivos. En
él los conectores y los cuantificadores se definen usando sélo estos signos.
Por ejemplo, VX“¢ se define mediante esta férmula’:

(VX)) =ps (AX*X* = X7)

La interpretacién de t(q(0a)) €s la de un selector que a cada elemento de
Do) —es decir, a cada subconjunto de D,— le asigna un elemento de
D,. Cuando la interpretacién de la férmula

(AX79)

es una clase unitaria el selector asigna a dicha clase ese tinico elemento y
ast

(t(a(0a)) (AX "))
se abrevia como

(tX%9)

considerdndose como un descriptor.

La diferencia de interpretacion entre las constantes Ngo), A(00)0) ¥ (0(0a))
por un lado, y ((q(0a)) POT Otro, es que en el primer caso ésta estd fijada de
antemano y de forma univoca. En el segundo se dice que ha de ser cualquier
funcién de eleccién del tipo adecuado, sin determinarse cual.

9Lo presentaré con detalle en la seccién 11.5. Estd basado en Henkin [37] y [38], y también
en Andrews [6].
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Comentario 363 Parece ser que esta asimetria, esta indeterminacion, estd
en la base de la investigacion que llevé a Henkin a descubrir sus pruebas de
completud. De manera que a ella debemos una pieza clave de toda légica, la reina
de las pruebas de los sistemas formales, pues su procedimiento, a diferencia del
usado por Gaddel para demostrar completud para la ldgica de primer orden, es
tan versdtil que se adapta facilmente a otras ldgicas.

Célculo El célculo deductivo!® de dicho articulo de Church incluye seis reglas
de inferencia y once axiomas. Las tres primeras reglas son reglas de sustitucion,
incluyendo las reglas de A-conversién; entre otras, la siguiente

(AXPM*)NP

e (3)

(una aplicacién de esta regla nos permitirfa pasar de (AX*RX*)A a RA)

¥y su conversa.

Hay también una regla de instanciacion, modus ponens y generalizacion.
Ademads de tener los axiomas proposicionales y los de cuantificadores, se
incluye el siguiente azioma para las descripciones

(fOOXY) = (WY (fOYY = X* =Y?) = [0 (aoa) V)

Se anade también extensionalidad, eleccion e infinitud, pues Church queria
que sirviera como alternativa a la teoria de conjuntos, como sistema fundacional.
El axioma de definicién de clases y relaciones no es preciso anadirlo ya que se
sigue de las reglas de conversién lambda.

(fO0 xoy f(oa)(L(a(Oa))f(Oa))) (11.6)

es la elegante formulacién del axioma de eleccion que en este lenguaje propone
Church.

VXﬁ(f(aﬁ)Xﬁ - g(aB)XB) — flaB) = glah)
es extensionalidad.
Henkin en [39] sostiene lo siguiente:

Several features of the theory ¥ sketched above were interesting to
me, but I was especially attracted by the neatness and shortness of
the formula expressing the axiom of choice'!. It seemed to me that

10En [52] y en [54] propongo otros célculos para la teorfa de tipos.
Ta formula 11.6.
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the symbol t40q) Wwas put into the formal languaje of T origi-
nally to serve the function of the definite article the, as expressed
in Axiom 9% (el de las descripciones), and that its availability to
provide such a succint formulation of the axiom of choice was a for-
tuitous circumstance that must have come to Church as an inspired
afterthought.

Numeros naturales en ¥

En el articulo de Church se introducen como abreviaturas las constantes
para cada nimero natural y se define a éstos, siguiendo a Russell y a Frege. Se
prueba para ellos, como teoremas, los postulados de Peano.

En particular, el cero, el uno y el dos se definen asi:

0 = /\f(aoe))\XaXoe

1¢" = )\f(aoe))\Xa(f(aa)Xoe)

20/ —_ )\f(aoz) )\Xa(f(aa) (f(aa)Xoc))

La funcién del siguiente y el concepto de nimero natural también son defini-
dos mediante expresiones con lambda. Incluye Church la definicién de la funcién
del predecesor de un nimero natural, uno de los logros de Kleene, que sirvié a
ambos para calibrar la enorme potencia de la A—definibilidad.

Incompletud

Cuando uno se da cuenta de que el cdlculo no sélo es completo, sino incom-
pletable —esto es, no se torna completo anadiéndole nuevos axiomas o reglas—
la pregunta es si podemos separar de alguna forma a las férmulas que son no
sélo vélidas, sino también deducibles en el cdlculo de las que son sélo validas.
Cito a Henkin [38]:

This broad, somehow, vague question, has several answers —among
them (a), (b), (¢) below—

(a) It is known that there can be no decision procedure to determine
automatically, in a finite number of steps, whether or not a given
logically valid formula is provable.

(b) We can describe certain sets of formulas of type 0 for which we
can demonstrate that any formula of the set will be provable if, and
only if, it is logically valid. Thus, we have completeness relative to
each of these sets...[Se refiere a la teoria de tipos proposicional y a
las formulas de teoria de tipos que son de primer orden]

(¢c) Returning to the totality of logically valid formulas of L, we can
pick out from among them those which are provable by introducing
certain non-classical notions of validity. These are defined by enlar-
ging the notion of model, a possibility engendered by observing that
the language L may be used to refer to other kinds of systems than
those we have described so far. There are two different directions in
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which we can proceed, described below...[Aqui describe dos métodos:
el de los modelos generales y el de los booleanos].

11.3. HOL en programaciéon y en computacion

La légica de orden superior HOL incluye a la de segundo orden, a la de
tercer orden y en general a la de cualquier orden finito, asi como a la teoria
simple de tipos expuesta en el apartado precedente.

Me voy a detener sélo en dos aspectos:

1. Los tipos de datos de orden superior

2. La naturaleza computacional de la deduccién natural

11.3.1. Tipos de datos de orden superior

Las funciones de orden superior —esto es, las funciones de funciones— cons-
tituyen la base de los lenguajes de programacién de orden superior. Marcé el
punto de inflexién, todavia en los anos 60 del siglo XX, el lenguaje Algol y
los que de él se derivaron, tales como el ADA y el Algol 68; en todos ellos
se usa la estructura de tipos de dicha légica de forma similar a como aparece
en el cdlculo lambda con tipos —usan sélo tipos finitos en Algol 60 y ADA,
infinitos en Algol 68.

Una vez que se ha integrado explicitamente en el lenguaje la estructura
de tipos, es natural aplicar también las operacioens de A—abstraccién sobre
ellos. Nos servimos de los tipos tanto para estructurar los datos como para fijar
su comportamiento funcional. Otro lenguaje de programacién inspirado en el
calculo lambda es el LISP'2.

El denominado polimorfismo es de nuevo una forma de abstraccién sobre
tipos propia del lenguaje de programacién ML. En este caso se utiliza un cédlculo
lambda con abstraccién de segundo orden.

s Qué es lo que caracteriza semejante abstraccion?

En la teoria de tipos simple no tenemos algo tan bésico como la funcién
global de identidad, para ello harfa falta un abstractor de tipos'?.

11.3.2. La naturaleza computacional de la deduccién na-
tural

Podemos remontarnos a 1924, a los inicios de la l6gica combinatoria, cuando
Schonfinkel observé que las inferencias bésicas de la légica son de naturaleza
funcional; es decir, que son funciones de férmulas en férmulas. Esta analogia fue
posteriormente elaborada por Curry en el 1958 y redescubierta por Howard en
1980.

12Extremo que, contra toda evidencia, niega su creador.
13En la seccién 11.4 nos ocupamos extensamente de este problema.



11.3. HOL EN PROGRAMACION Y EN COMPUTACION 209

Vamos a indicar brevemente de qué se trata; el cdlculo deductivo que conside-
raremos serd el de deduccién natural, sus reglas pueden ser interpretadas como
funciones que toman férmulas como argumentos y devuelven una férmula como
valor. Estas funciones entre férmulas lo serdn del cédlculo lambda: las férmulas
del cédlculo de deduccién natural son los tipos bésicos del cédlculo lambda —esta
analogia es conocida bajo este epigrafe: “proposiciones como tipos”—, las reglas
del calculo de deduccién natural son o bien A—términos u otras expresiones del
A—célculo.

Vamos a presentar brevemente el cdlculo de deduccién natural para exami-
narlo a la luz de la semdantica de Heyting; es decir, considerando a las férmulas
como secuencias de instrucciones capaces de determinar su sentido y no como el
resultado de efectuar dichas operaciones —esto es, su referencia o denotacion—.
La dicotomia sentido/referencia opera a nivel profundo en l6gica.

Mientras que la referencia o denotacion, la verdad, la semdntica y las opera-
ciones algebraicas estdn en la base de la concepcién de Tarski de la verdad, en la
de Heyting se asocia el sentido con la idea de sintazis y de prueba. La corriente
mayoritaria, de tradicién algebraica, abandona toda reflexién sobre el sentido y
acata el punto de vista extensional —opuesto a intensional— que es estatico,
denotativo. Sin embrago, el punto de vista intensional es dindmico. En vez de
preguntar jEn qué condiciones es verdadera la férmula A? nos preguntamos,
;qué es una prueba de A?

Por ejemplo, una prueba de A A B es un par (p,q) que consta de una
prueba p de A y de una prueba ¢ de B.

Calculo de deduccién natural

La notacién

A

la usamos para indicar una deducciéon de A; esto es, que acaba en A. La
deduccién se escribird como un drbol finito cuyas hojas estdn etiquetadas con
sentencias. Las sentencias pueden aparecer en dos estados: vivas y muertas. En
general estardn vivas en una deduccién y sélo estdn muertas cuando dejan de
funcionar activamente en la prueba.

El caso tipico es el de la introduccién del condicional

(Descargar una sentencia es matarla)
Las reglas de este cédlculo las introdujimos en la seccién 4.4, por lo que no
las repito ahora, consultadlas alli.
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Todas las reglas preservan todas las hipétesis, salvo I — ya que desaparece
(se descarga o se mata) [A].

Interpretacién de las reglas de deduccién natural como M—términos

Una férmula A se entenderd como el conjunto de sus posibles deducciones;
en vez de decir “d prueba A7 diremos § € A.

Las reglas del cdlculo de deduccién natural se veran ahora como un modo
de construir funciones; una deducciéon de A a partir de las hipétesis By, ..., B,
puede expresarse como una funcién ¢[zy....z,] que asocia a los elementos b; €
B; un resultado t[b;....b,] € A.

1. Hipdtesis: Una deduccion que consta de una hipétesis sola A se representa
mediante una expresién x, donde = es una variable para A

2. Introduccidon de la conjuncidn: Si se ha obtenido una deduccién mediante
IA a partir de otras, que corresponden a los términos

wlxy..xn] ¥y vlxy..mzy]
asociamos a la conjuncién el par
(wlzy...n], v[z1...20])

ya que la prueba de una conjuncién es un par. (Hacemos que las variables
de las que dependen u y v sean las mismas.)

3. Eliminacion de la conjuncién: Si una deduccién acaba con semejante eli-
minacién FI1A y el término ¢[x;...x,] estaba asociado con la subprueba
inmediatamente precedente, asociamos a la prueba final

't 2.2

La razoén es que puesto que la demostracién de una conjuncién es un par,
asignamos a esta prueba de eliminacién su proyeccién primera o segunda,
dependiendo de qué miembro de la conjuncién se tome.

4. Introduccion del condicional: Siuna deduccién acaba con I — asociamos
a nuestra deduccién la funcién ¢ [x;...z,] que manda cada argumento a €
A a vl|a x...z,]. Esto se expresa mediante el término

Az vz x1...25]

De esta manera la demostracién de un condicional es una funcién del
cdlculo lambda.

5.  Eliminacion del condicional: El caso de una deduccién que termina en
E — es tratado considerando las dos funciones w(z — z,] y [z — 24)
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asociadas a las dos subpruebas inmediatamente anteriores —de A y de
A — B— y asignando

txy..zp] (u]zy...wy])

al resultado final. La razén es que ¢t es una funcién de A en B y por
lo tanto ¢ (u) es un elemento de B.

Ecuaciones fundamentales
ot {u,v) = u 72 (u,v) = v (rlt,m%t)y =t

Az v)u=nv (%) Ax tx =1t

11.4. La Identidad

11.4.1. Identidad en FOL.

En la légica de primer orden se suele introducir entre los signos légicos el
de igualdad, que se estipula ha de interpretarse como identidad. Es decir, la
identidad es un concepto légico, primitivo.

En el lenguaje formal, a partir de términos cualesquiera 7 y ¢ formamos
la expresion

T=1

que serd verdadera en una interpretacién & cuando sus denotaciones coincidan;
es decir,
S(r=t)=V syss (1) = 3(t)

El célculo deductivo nos deberfa permitir deducir las leyes habituales de: re-
flexividad, simetria, transitividad, sustitucién de iguales, etc. Para ello se anaden
algunas reglas al cédlculo deductivo; por ejemplo, nosotros tomamos las reglas
de reflexividad de la igualdad y de sustitucién de iguales como reglas primitivas
de inferencia:

B =
240 (3)
S1 Q,T:t—igo(%)

y las restantes leyes mencionadas se obtienen como teoremas.

El que la interpretaciéon del signo de igualdad sea la genuina relacién de
identidad —es decir, la identidad genérica, la que mantiene un objeto consigo
mismo, pero sélo consigo mismo— no se lo debemos a la capacidad expresiva
de la 16gica de primer orden; sencillamente es un concepto primitivo y se toma
asi del metalenguaje.

Pero,

;Se puede definir la identidad en FOL sin igualdad?
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x

sHay una ¢ que la defina?; es decir, tal que para cada S = (A, H)

(@) ={xy) e AxAlx=y}

La respuesta es que né. Sin embargo, en los casos en los que el lenguaje sélo
tenga un nimero finito de relatores; por ejemplo, R (monario) y 7' (binario),
la férmula

(Rz < Ry) AVz2(Tzz « Tyz) ANVz(Tzx — Tzy) (11.7)

expresa que x e y no se pueden distinguir mediante férmulas del lenguaje de
primer orden. Esta “definicidn” obedece las leyes habituales de la igualdad, pero
hay modelos en donde la relaciéon que define esta férmula no es la de identidad
genérica.

Ejemplo 364 En el modelo S = (A,H) donde A = <{1,2,3},TA,RA>,
siendo TA =0 y RA = {1,2,3} la relacion definida por la formula (11.7) no
es la identidad.

Comentario 365 Aunque sea tan sélo una relacion similar a la de identidad y
requiera un alfabeto con un numero finito de relatores, es la mejor aproximacion
que tenemos en primer orden al Principio de Leibniz de los Indiscernibles
—segun el cual dos individuos son iguales si comparten todos sus atributos—.

11.4.2. Identidad en HOL

Aqui veremos cémo se define la identidad usando otros conceptos 1égicos.

Identidad para individuos en HOL

En cualquier légica de orden superior, como la cuantificacién se extiende a
variables predicativas, el principio de Leibniz se formula asi:

VX(Xz < Xy) (11.8)

v la igualdad para individuos se introduce mediante la siguiente definicién for-
mal:
Vey(z =y <pr VX (Xz « Xy))

No necesitamos entonces reglas primitivas para la igualdad, pues

RI dAr=r71
g _ v ()
Q,T:t—Mp(%)

son ambas reglas derivadas de inferencia.
No es ésta la unica forma de definir la identidad, pues también puede usarse

VY (V2Y 2z — Yay) (11.9)
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—Dos individuos son iguales cuando estdn en todas las relaciones reflexivas.—

Estas dos férmulas son sintacticamente equivalentes en cualquier célculo de-
ductivo de orden superior, por ejemplo en A — Cs. Este es uno de los que utilizo
para la légica de segundo orden en [54].

Fa—c, Vey(VX (Xz — Xy) « VY (VY 2z — Yay))

Aunque la igualdad definida de cualquiera de las formas propuestas se com-
porta adecuadamente, la pregunta es,
¢Definen a la identidad prototipica estas formulas?

La respuesta es que la relacién definida mediante la férmula 11.8 es la “ge-
nuina” en cualquier Estructura Estindar de orden superior. De hecho, podemos
usar la férmula

VX (Xz — Xvy)

La razoén es que las dos férmulas son equivalentes en la clase formada por
todas las estructuras estéandar:

':G.g V.’Ey(VX(X.’E — Xy) — VX(Xx — Xy))

(pues toda estructura estdndar contiene a todos los conjuntos unitarios en el
dominio de conjuntos)

También la relacion definida mediante (11.9) es la “genuina” en cualquier
estructura estdndar de segundo orden, pues la menor relacion reflexiva es preci-
samente la de identidad y ésta la tenemos en el dominio de las relaciones binarias
de toda estructura estdndar. Todo lo dicho se hace extensivo a cualquier otra
l6gica de orden superior.

Marcos y modelos generales

HOL con seméntica estdndar tiene un extraordinario poder expresivo pero
son escasas sus propiedades légicas'?: falla completud, tanto en sentido débil
como fuerte; falla compacidad y falla Loweheim-Skolem. Sin embargo, la arit-
mética puede caracterizarse hasta isomorfia y algunas propiedades del universo
matematico cifradas en axiomas tales como el de infinitud, eleccién o las hipéte-
sis del continuo, pueden expresarse en HOL.

Para recuperar algunas propiedades légicas propias de FOL se puede modifi-
car la seméntica: se introduce semdntica no-estdndar, en particular los Marcos y
Modelos Generales. Al ampliar la clase de modelos el conjunto de férmulas véli-
das se reducird. Esta es la situacién con las definiciones de igualdad propuestas;
la férmula

VX (Xz — Xy)

es equivalente a
VY (VzY 2z — Yay)

141,60 vimos para SOL en el capitulo 10, pero vale igualmente para cualquier otra légica de
orden superior.
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en sentido estdndar, incluso en sentido general, pero no en marcos. Tampoco
definen a la identidad en todo marco.

¢ Qué pasaria si estando en HOL (sin igualdad primitiva) cambidsemos la
semdantica y adoptdsemos la de marcos o la de modelos generales?

La respuesta es que volveriamos a una situacién propia de la FOL (sin =

primitiva): se puede concebir un marco .4 y una interpretacion & = (A,H)

tal que
S(z=y) =V pero 3(z) # I(y)

Ejemplo 366 Tomad una estructura cualquiera A con A = {1,2,3} y donde
A ={0,A})
;. Qué se puede hacer para remediarlo?

Hay dos vias de solucién:

= Tomar la igualdad como signo 16gico, primitivo y actuar como en FOL con
igualdad.

1. Se anade el signo = al lenguaje formal (signo légico)

2. Como denotacién tomamos del metalenguaje la identidad prototipica.
Haciéndolo de esta forma, la expresién

T=1
serd verdadera en un modelo-marco si sus denotaciones coinciden
S(r=t)=V syss 3(r) = 3(¥)
3. Anadir (RI) y (ST) como reglas primitivas de inferencia

» Eliminar los marcos problemédticos

Identidad para conjuntos y relaciones

Tradicionalmente en légica de segundo orden no se suele incluir la igualdad
para conjuntos y relaciones entre los signos. Pero, s Se puede definir la igualdad
para conjuntos y relaciones?.

En caso afirmativo, ;Podemos usar el principio de Leibniz?

Para usar el principio de Leibniz necesitariamos légica de tercer orden:

v x0(01) (Xo(01)Z(01) - X0(01)Y(01))

Lo que se puede hacer es usar el Principio de Fxtensionalidad para introducir
el signo de igualdad entre relaciones:

VXYM (X" =YY" o Ve, X w2 < Y2.2p) (11.10)
Haciendo esto, la férmula IT" = U™ debe entenderse como
Var.op(IT"2y.xy < Vay...2,) (11.11)

Quisiera destacar los puntos siguientes:



11.4. LA IDENTIDAD 305

1. La férmula (11.11) establece una relacién de equivalencia entre los con-
juntos y relaciones de un modelo dado, pero no siempre se trata de la
identidad prototipica.

2. Sin embargo, al introducir la igualdad mediante la férmula (11.10) ésta
deja de funcionar como principio de extensionalidad, pasando a ser una
mera definicién formal del signo de igualdad.

3. Como normalmente tenemos extensionalidad en el metalenguaje (no con-
sideramos mds que modelos extensionales), el que se pierda la capacidad
de postularlo axiométicamente no es grave.

4. Ademads, la construccién de un modelo extensional a partir de uno no
extensional es facil: al ser de equivalencia la relacién definida por (11.11),
se construye el modelo cociente.

Identidad global

En la teorfa de tipos simple no tenemos algo tan basico como la funcién global
de identidad: para cada tipo 7 tenemos la identidad de dicho tipo I, := \z™ x7.
Si usamos una variable t para tipo, la funcién identidad seria una generalizacion
de Az! z'. Pero esto no es una expresién bien formada del formalismo; ¢ no
es un tipo. Para conseguir que la identidad sea una expresién lo que se hace es
utilizar A, un abstractor de tipos; la identidad polimorfa es definida como

I:=py AT Aetat

La coleccion de tipos se enriquece asf con un V y AF Aztat es de tipo VtA<tA, @
Una expresién cuyo tipo es Vi o puede aplicarse a una de tipo 7 y origina
una de tipo o (%

Por ejemplo, la expresion

AT Aalalr (11.12)

es de tipo (7,7)

Si se usa una regla de reducciéon f para tipos, de la expresion (At E) 7 se
pasa a FE (%) En nuestro caso (11.12) se reduce a Az"z"; es decir a 1.

{Qué opcién propongo?

En l6gica de segundo orden, cuando se quiera usar modelos no estdndar
propongo tomar el genérico de identidad en todos los casos. En [54] presento al
efecto los lenguajes SOL y A-SOL.

1. En el lenguaje SOL la igualdad, tanto para individuos, como para con-
juntos y relaciones, se toma como signo légico, primitivo. Siendo asi el
Azxioma de Extensionalidad

Ext

VXY (X" =YY" & Vay..xn(X 2. 2p < YT..2,)
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que se incluye como regla sin premisas, surte el efecto deseado; esto es,
excluye modelos no extensionales.
Al combinar su accién con la del Esquema Aziomdtico de Comprehension

EC
4 3XWVry..x, (X 2.2 < @)

que se incluye también como regla sin premisas, nos permite demostrar

Fo, 3iX"Vay..xn (X 2.2 < @)

¢ Qué significado y alcance tiene este teorema?.

Siempre que tengamos extensionalidad y comprehensién —con igualdad
como signo primitivo— podemos darle un nombre a la relacién definida por
cada férmula ¢ —mddulo cierta sucesiéon de variables—, puesto que es
tnica. Esto quiere decir, que se puede extender de forma “conservativa” el
lenguaje mediante un operador de abstraccién A formando asi predicados
de la forma

AT T

cuya interpretacién es:

xX1..-Xnp

S(Az1.. @) = {(X1, .00, X)) | SE 2 () =V}
Al escribirlo en notacién lambda, el axioma de comprehensién queda asi:

V21020 (A1 Ty @ 210020 < @)

2. El lenguaje A-SOL, contiene igualdad y abstraccién como signos légicos,
primitivos, permitiéndonos formar predicados a partir de férmulas de la
manera mencionada antes. Su célculo deductivo contiene las reglas de
Introduccion del Abstractor en el Consecuente

Q- (Hete)

TAC QAAry..xp @ T1...Tn

y de Introduccion del Abstractor en el Antecedente

Q (e )y
Q A1y 0 T1...T Y

TIAA

En este cdlculo se puede demostrar como teorema el axioma de comprehen-
sién, no preciséndose como regla primitiva

Fa—c, 3IX™WVay..xp (X 2.2 < )

Otro teorema de nuestro cdlculo A — C5 nos va a servir de introduccién al
siguiente tema que quisiera, aunque sea muy brevemente, tratar aqui. El teorema
es éste:

Faco, Vep o dzp =z =2



11.5. TEORIA DE TIPOS ECUACIONAL 307

(En un lenguaje de segundo orden que contiene como primitivos A e igualdad, la
cuantificacién universal equivale a la igualdad de los predicados Az y Az z =

11.5. Teoria de tipos ecuacional

Hemos planteado el tema de la identidad en el contexto de la légica de primer
orden y en el de la de segundo orden: principalmente nos preocupaba el saber
si podiamos definirla en funcién de otros signos légicos o si en vez de conseguir
el “genérico” tenfamos que conformarnos con “similares” o “equivalentes”'®

En esta idltima parte el problema que planteo es el inverso y también recibe
respuesta afirmativa en légica superior.

sSe pueden definir, con sdlo identidad y abstraccion como primitivos, los
restantes signos ldgicos?

La idea de reducir otros conceptos al de identidad es muy antigua y fue
tratada con algun resultado por Tarski, quien resolvié lo concerniente a los co-
nectores, Ramsey, que planteé el tema en su conjunto, y Quine, quien introdujo
los cuantificadores. Fue finalmente completamente resuelto por Henkin y mejo-
rado por Andrews.

Las definiciones de todos estos conceptos (conectores y cuantificadores) son
posibles en un lenguaje de orden superior; por ejemplo, el de la teoria de tipos
finitos que incluye variables proposicionales para todos los 6rdenes finitos —esto
es, incluye el 0 y todos los que se obtienen del 0—. De hecho, la teorfa de tipos
proposicional es una subteoria importante de esta presentacién de teoria de tipos
y se puede estudiar separadamente. El calculo que introduciremos para la teoria
de tipos ecuacional, cuando trabaja exclusivamente con tipos proposicionales,
genera todas y solas las férmulas vdlidas de la légica de tipos proposicionales,
como mostré Henkin en 1963.

Comentario 367 Este cdlculo es de una belleza y naturalidad extraordinarias
y parece estar concebido para prestar apoyo a la tesis de Wittgenstein sobre
fundamentacion de las matemdticas, segin la cual toda la matemdtica estd hecha
de ecuaciones, no de tautologias.

Definiciones basicas

El lenguaje de tipos ecuacional que usaremos sélo contiene: Variables para
todos los tipos finitos —con un superindice que lo indica—; igualdad para todos
los tipos; abstractor A.

1. Bicondicional: Para férmulas ¢ y 1, la expresién
Py

se usard en vez de

(=400 pyy)

5Vease [57] y [58].
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abreviado, ¢ = 1
2. Lo verdadero: T. Su definicién abreviada es
AXOXY = Ax"X?
3. Lo falso: 1%, Su definicién abreviada es
AXOX0 =2X°T
4. Negacién: —(90 Su definicién abreviada es
AXO(L = X9
5. Predicado de existencia: ((9*)) Su definicién abreviada es
AX (0 A xo (X100 Xy £ AX L
6. Cuantificador existencial: 3X“p. Su definicién abreviada es
AX % £ AXL
7. Disyuntor: V(%09) Sy definicién abreviada es
AXO(AY 03X 00 (X100 - x0 = X100 T) £ -y0))
Explicacién

La seméntica empleada es estdndar, pero se puede también usar la de marcos

o la de modelos generales.

Sea & = (D, M) un modelo. Es fdcil comprobar que con las siete definiciones

anteriores:

1. S(peoy)=V syss 3(¢) =S(¢) —Funciona como el bicondicional—

2. Q(T) =V —Es un nombre para lo verdadero—

3. (L) =F —Es un nombre para lo falso—

4. (=) es una funcién de tipo (00) cuyo valor es V syss (X°) = F.
—Es la funcién veritativa de negacién—

5. J(X) es una funcién que asigna a los conjuntos de tipo (0a) el valor
V' syss el conjunto no es vacio. —Es un predicado de predicados, afirma
del predicado que “no predica en el desierto”, que bajo él cae cuanto menos
un objeto—

6. La cuantificacién existencial 3X *¢ podria reducirse a lo anterior, X(AX *p).
Hemos optado por definirlo directamente.

7. Finalmente, incluso la disyuncién puede definirse usando identidad y lambda;

la férmula se interpreta como la funcién que asigna F' syss

tanto (X)) =F como J(YY)=F
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Un célculo para ETT

Célculo axiomédtico: Sélo contiene cuatro axiomas y una regla de reemplaza-
miento.

Axiomas

(Ax.1) (X0 | AX00)T) = vXO0(Xx(00) X0) —Hay sélo dos valores de verdad—

(Ax.2) (X =Y*) — (700 x> = 7000 ye) _SQustitucion de iguales—
(Ax.3) VXA (X (B XP = ylaB) xB) = (X(oB) = y{ah)) —Extensionalidad—
(Ax.4) (AXPB*)AP = B2 (3‘}—2) —Conversién lambda—

(Ax.5) tHOMAXY (X =Y1)) =Y! —Descripcién—

Regla de inferencia: R

Reemplazamiento A partir de ¢ y de A® = B® inferir cualquier férmula
1) que se obtenga de ¢ al reemplazar en ¢ cualquier parte de la forma
A% por B®.

11.6. Apéndice: La piedra filosofal

En lo que sigue intentaré hacer plausible mi tesis de que el gran descubri-
miento de Church fue, sin lugar a dudas, el del cilculo lambda, y que el resto
de sus contribuciones, as{ como las de algunos de sus discipulos se deben a este
acierto inicial'é. El hilo argumental sera éste:

(1) El célculo lambda

En las primeras décadas de este siglo seguramente se consideraba impres-
cindible para un légico que se preciara el presentar un sistema légico propio.
Church cre6 el cdlculo lambda tomando como base el concepto de funcién y dis-
tinguiendo claramente entre el valor de una funcién para un argumento F(x)
y la propia funcién Az F(z). Para ilustrarlo pongamos uno de los ejemplos que
el propio Church usa!”:

If we say, (2% + ) is greater than 1,000 we make a statement which
depends on = and actually has no meaning unless x is determined as
some particular natural number. On the other hand, if we say (z?+x)
is a primitive recursion function, we make a definite statement whose

16Esta idea la desarrollo en [55] y en [56].
1TVease [14]. (Pagina 6 de la edicién de 1951.)
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meaning in no way depends on a determination of the variable z (so
that in this case = plays the role of an apparent, or bound variable).
The difference between the two cases is that in the first case the
expression (z2+1) serves as an ambiguous, or variable, denotation of
a natural number, while in the second case it serves as the denotation
of a particular function. We shall hereafter distinguish by using (z?+
x) when we intend an ambiguous denotation of a natural number,
but (Az(z? + x)) as the denotation of the corresponding function
—and likewise in other cases—.

El elegir el concepto de funcién como base fue ya un gran acierto, pero el
distinguir en el lenguaje los valores de la funcién de la funcién misma, lo fue atin
mayor. Si a esto anadimos la caracteristica de que la formalizacién permite que
una funcién anide a otras, el lenguaje estd preparado para expresar la recursion.
De hecho, a diferencia de los sistemas axiomdticos fundacionales, la existencia
de los objetos matematicos (en nuestro caso, funciones) no se postula, sino que
son generados por las propias reglas de formacién de expresiones.

Este lenguaje es tan compacto y tan adecuado para expresar funcionalidad

que se convirtié en lenguaje de programacion'®.

El célculo lambda, aunque llevaba circulando varios anos, no aparece en
prensa hasta principios de los cuarenta!?. A comienzos de los afios treinta Church
ya sabia que tanto la funcién del siguiente como la suma eran A—definibles, pero
fue su alumno Kleene quien fue gradualmente descubriendo lo amplia que era la
clase de las funciones definibles mediante lambda y estos resultados constituye-
ron parte de su tesis. Este es el origen de la teorfa de la recursién. Sin embargo,
los resultados de la investigacién les llevaron maés lejos de lo esperado. Veamos
lo que dice Martin Davis [23] al respecto:

Church published a pair of substantial papers on the system he deve-
loped and set his students Stephen C. Kleene and J. Barkley Rosser
to work on it. Their work was extremely effective, if not exactly what
one dreams of having one’s graduate students accomplis for one: Kle-
ene and Rosser proved that Church’s system was inconsistent!

Pese a ese tropiezo inicial, pronto se vio que la definibilidad mediante lambda
equivalia a la recursividad y a la computabilidad mediante maquinas de Turing,
proporcionando asi un argumento de gran fuerza a favor de la denominada tesis
de Church; es decir, la de tomarlas como una definicién posible de computabili-
dad efectiva o algoritmo. Ademds, usando la mencionada tesis, Church demostré
la indecidibilidad de la légica de primer orden.

18Se atribuye la inspiracién para crear el lenguaje LISP, desarrollado por John Mc Carthy,
al cdlculo lambda.

19E] pequefio volumen [14] es interesante. Una presentacién moderna se encuentra en los
libros de Hindley [42] y [?] y en el de Barendregt [7].
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Veremos mas adelante cémo el cédlculo lambda sirvié también de base a la
Teorfa de tipos, produciendo una presentacién muy elegante de la misma. Y
no soélo eso, dio origen a la prueba de completud de Henkin, la que seguimos
actualmente en cualquier légica, no sélo en la teoria de tipos con lambda.

(2) Entscheidungsproblem

Uno de los temas que mds interesaba en aquel momento (estamos en los afios
treinta) era el de la decidibilidad. Hilbert y Ackerman [41] lo expresan asf:

El Entscheidungsproblem se resuelve cuando uno conoce un proce-
dimiento que le permite decidir, mediante un nimero finito de ope-
raciones, acerca de la validez, respectivamente la satisfacibilidad, de
una expresion légica.

Este problema estaba en el centro de los intereses de la escuela de Hilbert,
quienes por aquel entonces esperaban una solucién positiva del famoso problema
décimo. Pronto, sin embargo, se pasé a esperar una respuesta negativa pues ya se
veia que en caso contrario traeria consecuencias poco plausibles. En particular,
tras la demostracién de Godel de su teorema de incompletud, el panorama y las
expectativas eran completamente diferentes?’.

Como comenté anteriormente, mostrar que un conjunto es decidible no re-
quiere m&s que senalar el algoritmo que lo genera. Y puesto que la nocién
intuitiva basta para identificar a un procedimiento como efectivo, puede hacerse
sin una definicién matemdtica de computabilidad. Sin embargo, para demostrar
que no es decidible no basta con tener una nocién intuitiva, se necesita una
definicién en regla.

O sea, que del deseo de resolver problemas de indecidibilidad se derivaba la
necesidad imperiosa de contar con una definicién matemética de computabili-
dad. Y en particular, el resolver el famoso problema décimo de Hilbert pudo
muy bien servir de acicate en Church para ponerse a la tarea de proporcio-
nar tal definicién?!. Puesto que las investigaciones de Kleene y las suyas pro-
pias habian mostrado el enorme poder expresivo del lenguaje introducido por
Church, parecia razonable pensar que una tal definicién podia ser precisamente
la A—definibilidad.

Por lo que al Entscheidungsproblem se refiere, Church demostré que para la
l6gica de primer orden no es posible encontrar un algoritmo que determine si
una férmula es o no vilida. El articulo en el que Church prueba este teorema
[12] aparecié en 1936 y estd basado en un articulo suyo del mismo afio [11] y en
la godelizacién 22.

20Gandy [30] expone maravillosamente cual era la situacion.

218abemos que fue tambien ésta la razén que movié a Turing a definir el concepto de
computable mediante una maquina abstracta; sus famosas mdaquinas.

22También se dice que el teorema de incompletud, caso de no haber sido probado por Gédel,
podria haberse derivado de los resultados de Church; veamos lo que dice Shoenfield [66] en
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(3) Computabilidad: recursividad

La Teoria de la recursién clédsica abarca el estudio de las funciones definidas
sobre los naturales, pero la teoria de la recursién actual, al ir desarrollando su
potencial propio y sus métodos especificos, ha alcanzado un notable desarrollo
abstracto y aplicaciones insospechadas. Los origenes de la teorfa cldsica pue-
den hallarse en Dedekind, cuando en 1888 introduce el estudio de las funciones
definibles sobre el conjunto de los nimeros naturales usando ecuaciones y, recu-
rrentemente, la induccién sobre los naturales que él habia formulado y precisado.
De ahi viene, justamente, el que se adoptara el nombre de Teoria de la recursion.

Por lo que respecta a su estadio presente, cuyo radio de accién cubre la
totalidad de las funciones efectivamente computables, los origenes hay que bus-
carlos en el grupo de Princeton; empez6 con Church, pero si hay que atribuirle
un padre, éste es Kleene. El fue quien la impulsd, definié y acotd. Suyos son los

teoremas de la forma normal vy el de la recursién®®.

En cuanto a la definicién misma, comentamos con anterioridad que circu-
laban varias versiones de este concepto, aunque, como veremos en el siguiente
apartado, habia cierta resistencia a aceptarlas como definicién. Varios de es-
tos conceptos aparecieron en los anos 30 para caracterizar nociones que en un
principio parecian diferentes: la primera era la caracterizacién de Godel de las
funciones definidas mediante recursién, la segunda era la nocién de funcién de-
finible con el operador A, que Church y Kleene introdujeron, y la tercera, era
la de funcién computable mediante una méquina abstracta, las médquinas de
Turing. Pronto se demostré que los tres nociones definfan las mismas funciones.
Si bien estaba claro que todas las funciones definidas mediante cualquiera de
los procesos anteriores era efectivamente computable, este resultado seguia sin
servir para demostrar que un conjunto es indecidible; necesitamos la conversa.
Por su propia naturaleza esta afirmacién no puede ser demostrada, y si no se
considera adecuado que sea una definicién, hay que proporcionarle otro status.

(4) Tesis de Church

Otro de los grandes méritos suyos es el haber formulado la tesis de que el
concepto matemaético preciso de recursién, tal y como lo habia definido Turing, se
correspondia exactamente con el concepto intuitivo de computabilidad efectiva.

Shoenfield [66] dice que la tesis de Church surgié de manera casual, yo dirfa
algo muy parecido, que surgié de forma natural. Habiendo introducido su sis-
tema lambda y estando interesado en el alcance de las funciones A—definibles, se

una nota a pie de pagina al respecto:

“Kleene has pointed out that if Gddel had not already proved his Incompleteness Theorem,
Church might well have derived it from his results. The reader interested in such a derivation
of the Incompleteness Theorem can consult my book Mathematical Logic. Of course, this
takes nothing away from Gddel’s supreme achievement in discovering the Incompleteness
Theorem”.

23Davis [22] es una antologfa de los articulos bésicos de este campo. En Kleene [51] se hace
un estudio histérico de los inicios.
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fue dando cuenta gradualmente (como dije, en parte gracias a su alumno Kleene)
de que dicha clase era muy, pero que muy extensa. Estaba claro que las funciones
A—definibles eran computables y parecia razonable pensar que todas las com-
putables eran A\—definibles. Es decir, que la nocién intuitiva de computabilidad
(o efectividad) se correspondia exactamente con la de A—definibilidad. En un
principio la formulé como definicién y luego Kleene la cambié al status de tesis,
con el que la conocemos actualmente. En su primera formulacién computabili-
dad efectiva fue identificada con A—definibilidad, publicamente fue anunciada
como recursividad y mds tarde fue generalmente aceptada como computabilidad
mediante méquinas de Turing. Las vicisitudes de la tesis pueden verse bien en
Davis [23].

Aunque por tratarse de una tesis no se puede demostrar mateméticamente,
hay razones poderosas para aceptarla:

(1) La primera es una razén basada en la experiencia acumulada: todos los
algoritmos conocidos son recursivos. Gandy [30] anade al respecto:

Kleene’s dissertation shows, as we might now put it, the power of
the A—calculus as a high-level programming language. A A—term
can take other A—terms (subroutines), instead of numbers, as inputs;
and, if taken in the right order, successive conversions do correspond
to a natural way of implementing the program wich the A—term
represents. Of course Kleene did not think in these terms, but this
way of putting it helps one to appreciate the intuitions which led
Church and Kleene to believe in the truth of the thesis.

(2) La segunda estd basada en la equivalencia entre los tres conceptos in-
troducidos para establecer la nocién de algoritmo: resulta tranquilizador que
desde planteamientos tan distintos se lleguen a definir exactamente las mismas
funciones.

(3) La tercera, que fue la que sin duda convenci6 a Godel, esté relacionada
con el andlisis que Turing hizo del concepto de computabilidad; no se interesa
tanto por la naturaleza de las funciones computables como por el propio proceso
de computacién. Al comienzo de su trabajo Turing afirma:

The real question at issue is What are the possible processes which
can be carried out in computing a number?

Las funciones se construyen a partir de funciones elementalisimas de las
que no cabe duda de su cardcter algoritmico mediante procesos que tampoco
plantean dudas al respecto.

(4) De hecho, el argumento anterior es muy similar al dado por Church, que
expone Gandy, también en [30] asf:

The Step-by step Argument. This is Church’s chief argument. He
considers the evaluation of a value fm of a function either by the
application of an algoritm, or by the derivation of fm = n from
axioms about f in some formal system. In each case the evaluation
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proceeds in a series of steps. If each step is recursive then f will be
recursive. As evidence for the premise he points out that Gédel had
shown that the steps in a proof in Godel system P are primitive
recursive.

(5) Finalmente, la razén que convencié a Kleene: la del fracaso del argumento
diagonal?®*. Llamamos diagonalizacién al proceso que mimetiza el que Cantor
introdujo para demostrar que g (w) no es biyectable con w y que permite senalar
conjuntos (en el caso mencionado, Y = {z | ¢ f(x)}) que no han sido incluidos
en una enumeracién, pretendidamente completa de un determinado dominio.

Ahora se podia demostrar que un conjunto no era decidible pues bastaba
con mostrar que no era recursiva la funcién que cifraba la pertenencia a él. Esto
lo hizo Church en 1936 para un problema del cédlculo lambda. En el mismo afio,
apoydndose en los resultados de Godel, Church demostré que si fuera decidible
la 16gica de primer orden, también lo serfa el sistema del articulo anterior.

(5) El cédlculo lambda y la teoria de tipos

En primer lugar, el cdlculo A de Church permite indagar la naturaleza de
las operaciones matemaéticas y hemos visto que se consiguen resultados de gran
importancia asociados a la definibilidad mediante A. En segundo lugar, y de eso
nos ocupamos ahora, el cdlculo lambda —que introdujimos en las seccién 11.2—
sirve también para hacer una magnifica presentacién de la teoria de tipos.

Posiblemente para solucionar el problema de inconsistencia del cdlculo lambda
sin tipos, Church formulé la teorfa de tipos que Russell y Withehead habian in-
troducido en los Principia en su potente y peculiar lenguaje lambda y para él
definié un cédlculo con algunas de las reglas de la conversién lambda. El resul-
tado fue una maravilla, pues a la capacidad formalizadora de las expresiones
con lambda se anadia la naturalidad de la representacién con tipos. Aqui viene
a cuento el comentario 361.

Como mencioné con anterioridad, Church [13] propone un lenguaje A con
tipos simples en el que las denominadas paradojas 16gicas o matematicas, como
la de Russell, o la de Cantor, desaparecen porque la propia sintaxis del lenguaje
no permite que se formen las construcciones autorreflexivas causantes de las
contradicciones. Las llamadas paradojas semdnticas, tales como la del menti-
roso, se evitan al adoptar la seméntica de Tarski, como resultado de distinguir
claramente lenguaje objeto y metalenguaje. Haciendo esto no precisa la com-
plicacién adicional de establecer érdenes, tal y como hace Russell en su teorfa
ramificada.

Pasados muchos afnos Church publica un articulo [15] en el que se compara
la solucién de Russell con la de Tarski.

24En el articulo [1] Enrique Alonso y yo tratamos de desentrafiar el misterio de porqué el
fallo del proceso de diagonalizacién sobre la clase de las funciones recursivas conevcié a Kleene,
tan fervientemente, de la tesis de Church.
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Otra version del célculo lambda es la que publica Church [16] en los cin-
cuenta. En ella se toma la tesis de Frege, conforme a la cual para entender un
lenguaje no nos basta con conocer la estructura del lenguaje simbdlico y el uni-
verso de objetos a los que el primero se refiere; hay que interponer una tercera
instancia de entes abstractos; a saber, los sentidos o conceptos. Church en el ar-
ticulo citado desarrolla una teorfa matemaética del sentido, en la acepcién arriba
mencionada, y de su relacién con los objetos del universo. Para ello utiliza el
lenguaje de tipos del articulo de 1940 y le anade una nueva jerarquia de tipos
para los sentidos.

(6) Completud de Henkin

Cuando se introduce un lenguaje formal, con un cédlculo deductivo asociado,
y una semdntica, es una cuestién obligada la de indagar acerca de la adecuacién
de estos dos procedimientos de seleccién de férmulas. Godel lo habia resuelto
positivamente para la légica de primer orden y negativamente para cualquier
sistema 16gico capaz de contener la aritmética.

El cdlculo lambda para la teorfa de tipos, con la seméantica habitual sobre una
jerarquia estdndar de tipos era capaz de expresar la aritmética y por consiguiente
no podia ser otra cosa que incompleto.

No obstante, Henkin demostré que si se interpretan las férmulas de una
manera menos rigida, aceptando otras jerarquias de tipos que no tengan necesa-
riamente que contener a todas las funciones, sino sélo a las definibles, se prueba
facilmente que toda consecuencia de un conjunto de hipétesis es demostrable
en el cdlculo. Las férmulas vilidas en esta nueva seméntica, llamada general, se
reducen hasta coincidir con las generadas por las reglas del cédlculo.

Como todo el mundo sabe, la prueba de completud de Henkin consiste en
demostrar que todo conjunto consistente tiene un modelo. Para hacerlo se ex-
tiende el conjunto consistente a uno méaximamente consistente y ejemplificado y
se construye el modelo que las férmulas de este conjunto maximamente consis-
tente estdn describiendo; pues estos conjuntos precisamente se caracterizan por
ser una descripcién pormenorizada de un modelo.

Por supuesto, no entraré aqui en el detalle de este teorema de Henkin?®, lo
lnico que me interesa senialar es en qué modo su descubrimiento estd relacionado
con el célculo lambda.

Seguin cuenta su creador, estaba tratando de representarse mentalmente las
funciones que pueden ser nombradas mediante expresiones con A . Claramente,
si tenemos un universo de individuos numerable, el de conjuntos de individuos
serd supernumerable, pero puesto que el lenguaje es sélo numerable, los conjun-
tos que pueden ser nombrados es s6lo numerable. El clik definitivo se produjo,
seguin parece, cuando se dio cuenta de que al intentar representarse a los objetos
de esta jerarquia de tipos, para eliminar repeticiones, estaba usando las reglas de
conversién lambda y que por lo tanto implicaba a la sintaxis y al cédlculo. Para

250 hice extensamente para la légica de segundo orden en el capitulo precedente.
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identificar a los objetos nombrados mediante M< y N® usaba al cdlculo como
criterio; en especial que, - M* = N<. Finalmente, la prueba se cerré al darse
cuenta de que para que el universo de los objetos nombrados mediante propo-
siciones (el de los valores de verdad) se redujera a sélo dos habria de ampliar
los axiomas hasta que constituyeran un conjunto méximamente consistente, de
suerte que las clases de equivalencia inducidas por la relacién - M* = N se
redujeran a dos.

Extraeré una serie de frases claves del bonito e ilustrativo relato que hace
Henkin [39] de su propio descubrimiento.

I decided to try to see just which objects of the hierarchy of types
did have names in <.

As I struggled to see the action of functions more clearly in this way,
I was struck by the realization that I have used A—conversion, one
of the formal rules of inference in Church’s deductive system for the
language of the theory ¥. All my efforts had been directed toward
interpretations of the formal language, and now my attention was
suddenly drawn to the fact that these were related to the formal
deductive system for that language.

As soon as I observed this, it occurred to me that if we were to
add further cwffs of type 0 to the list of formal axioms, this would
have the effect of reducing the number of elementes in D}, and that
ultimately, by taking a maximal consistent set of axioms, the number
of elements in D}, would be two.
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Capitulo 12

EL DEBATE

La comparacién entre légicas requiere una cierta caracterizacién de las mis-
mas y un posicionamiento respecto a la siguiente cuestion:

sFs la logica cldsica un sistema ldgico universal, adecuado para ser utilizado
en todas las dreas en las que se aplica la l6gica?

Los argumentos a favor y en contra del uso de la cldsica frente a otras logicas
no cldsicas son frecuentes en la historia de esta disciplina; e incluso el trazar
fronteras y desterrar a una gran parte de los sistemas que extienden o se oponen
a la de primer orden porque no son ldgica fue durante afios cosa corriente.
La diversidad de légicas existentes y la flexibilidad y amplitud de miras de los
tedricos de la l6gica actuales hacen que hoy no se conciba una postura semejante.
Es interesante a este respecto la lectura del libro que en 1994 edité Gabbay [15],
en el que destacados especialistas se enfrentan a la pregunta.

12.1. ;Qué es un sistema légico?

Obsérvese que ya no nos interrogamos ‘;qué es “la” légica?’ sino que utili-
zamos el articulo indefinido.

¢ Debemos empezar por definirlo?

El concepto que se tome deberia considerar, al menos en principio, la mul-
tiplicidad de lé6gicas que se usan en aplicaciones en I.A y en software, asi como
las empleadas en filosoffa, matemdticas y lingiifstica.

Como todos sabemos, el estudio de la légica se remonta a los filésofos griegos!
—aunque no se denominé asf hasta cinco siglos mds tarde— que la concebian
como el campo de investigacion en el que se proporcionan los patrones o estra-
tegias —tdpoi— que pueden desarrollarse en el curso de una buena argumen-
tacién competitiva. Puesto que la mejor y mds honesta manera de triunfar en
una controversia es proporcionar una argumentacién correcta, el interés préctico
conduce al tedrico, investigdndose la inferencia vélida. En los Tdpicos, que se
ocupan del razonamiento dialéctico, se recogen consideraciones no sélo légicas,

! Aristételes [322 a.C]. Organon. (Recopilacién de sus ensefianzas, hecha a su muerte )
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sino también psicoldgicas y lingiifsticas. Este razonamiento se caracteriza por el
uso de entimemas —esto es, silogismos cuyas premisas son sé6lo probables— a
diferencia del razonamiento apodictico que toma premisas verdaderas y ciertas.
En las Categorias se tipifican los predicados y los términos, creando asi una
ontologia que se debate constantemente entre las palabras y las cosas.

En la pédgina 4 expusimos nuestro punto de vista segin el cual la l6gica
es el soporte de la creacién, distribucién y asimilacién de la informacién y en
la pdgina 10 indicamos que es el fundamento tedrico de la informatica. En el
comentario 1 ya avanzamos que durante el siglo XX la légica se ha extendido y
diversificado, abarcando casi todos lo contextos gobernados por reglas, y de ello
hemos tenido constancia en los capitulos precedentes.

12.1.1. Légica dindmica

Hay un interés creciente por la estructura légica de las acciones cognitivas
que subyacen al razonamiento humano: La légica tradicional se ocupaba del
resultado de dichas acciones; esto es, de las proposiciones, los argumentos y
las pruebas. Ahora también se estudian los mecanismos de la trasmisién de la
informacién. A este respecto el libro de Johan van Benthem [8] que investiga la
l6gica de la transmisién de la informacién resulta especialmente fecundo.

En los anos setenta se creé la 16gica dindmica de programas [14]. Vimos en
el capitulo 9, dedicado a ella?, que extendfa a la modal siendo no sélo multimo-
dal, sino que permitia que las modalidades se combinasen para formar nuevas.
Se inspiraba en ella haciendo que cada programa se comportase como una re-
lacién de accesibilidad sobre un universo de estados —que aqui representan a
los estados de un ordenador; esto es, a sus registros de memoria—; la intuicién
es que un programa es un objeto dindmico capaz de transportar al ordenador
de un estado a otro, de manera tal que refleje la forma en que como resultado
de la ejecucién de un programa cambia el valor de verdad de los enunciados a
ellos asociados. Mediante composicién, unién o clausura reflexiva y transitiva se
generan programas nuevos. Vimos en la seccién 8.4.1 que los axiomas de cada
l6gica modal tratan de captar las propiedades de la relacién de accesibilidad
que les es propia —esto es, reflexiva en T, transitiva en 4, etc.— mientras que
los de la légica de programas expresan las propiedades de las operaciones entre
programas.

Inspirada en la 16gica dindmica de programas, nace la nueva légica dindmica;
aqui el paso de un estado a otro se produce mediante obtencién de informacion.
Los estados cognitivos estdn ordenados mediante inclusion C de contenido
informativo y entre las operaciones fundamentales se encuentran

1. actualizacion de datos: up(P)

Azy (z Cy A Py)

2La mejor presentacién es la de Harel [22] y mi libro favorito el de Goldblatt [20].
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2. actualizacion minimal de datos: p — up(P)

Axy (x CyAPyA-3z(z CzCyA Pz))

3. descargar datos: down(P)

Azy (x 2y A Py)

4. posibilidad: poss(P)
Az (Jy(z Cy A Py))

¢Hemos de incluir a esta nueva ldgica dindmica?

¢No tendrd una arquitectura excesivamente compleja, dificil de vertebrar me-
diante una definicion?

¢No corremos el riesgo de tener que dar una respuesta tan abstracta a la
pregunta sobre la naturaleza de los sistemas ldgicos que deje de ser operativa?

12.1.2. Ldégica y teoria de juegos

Pero ademsds, la argumentacién puede entenderse como un juego cuyas re-
glas determinan la comunicacién civilizada entre los individuos y la toma de
decisiones. Los juegos formaron parte de la légica en la antigiiedad. La idea
intuitiva —presente en la Retdrica de Aristételes— es que la validez recoge las
estrategias ganadoras en el debate. En 16gica se dio méds importancia a la teoria
de la prueba y a la consecuencia semdntica, siendo justamente en este iltimo
contexto donde se utilizaron juegos para construir y comparar modelos [23]. Sin
embargo en los tltimos afios han aparecido estudios sobre juegos 16gicos [13],
relaciondndolos con la teorfa de juegos de la que se sirve la economfia, y se estd
desarrollando una teorfa general de la teorfa de juegos 3.

sIncluimos a la l6gica de la teoria de juegos aqui?

12.1.3. Ldgica con diagramas

Centrandonos en el razonamiento cldsico de las matemadticas, habida cuenta
de lo ttiles que resultan los diagramas para la resolucién de problemas varios,
podemos investigar las reglas del razonamiento visual.

sHay una ldgica visual, diagramdtica?

Ya Euler, Venn y Peirce advirtieron la importancia que tienen los diagramas
en las pruebas matemdticas. Su valor didactico no se puso nunca en duda: los
profesores de légica somos conscientes de lo ttiles que son, por ejemplo, los dia-
gramas de Venn en teorfa de conjuntos y en légica de predicados monarios; o de
la diferencia en cuanto al aprendizaje se refiere entre los calculos de drboles y los
lineales. Algunos légicos y mateméticos —entre ellos, Barwise y Etchemendy—
han estado trabajando en un modelo de inferencia que sea capaz de incorporar

3Me consta que Johan van Benthem estd escribiendo un libro sobre este tema.
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una explicacién del razonamiento vélido a partir de representaciones no lingiifs-
ticas., creando asi una légica heterogénea en la cual se incluyen sistemas de
representacion diversos [7]. En muchos casos los razonamientos diagramaticos
no actian como meras comparsas pues sustituyen con ventaja a los lingiifsticos,
probdndose para ellos teoremas de completud y correccién. Ello requiere que
su presentacién como célculo deductivo sea matematicamente impecable, con el
rigor, precisién y falta de ambigiiedad que exigimos a cualquier célculo 1égico.
Es interesante a este respecto el libro que en 1996 escribieron Barwise y Allwein
[6].

sHemos de incluir el razonamiento heterogéneo?, ;Fl exclusivamente diagra-
matico?

12.1.4. Programa de investigacién

Si nos limitamos al estudio de los sistemas 16gicos existentes, nuestra res-
puesta sobre la naturaleza de la légica se torna contingente, haciéndose depen-
diente de los avatares histéricos que produjeron como fruto los sistemas légicos
que tenemos hoy. Y puesto que la creacién de otros nuevos no cesa, debemos
realizar un corte temporal y nuestra respuesta serd perecedera; pero ya sabemos
que el dilema diacronia/sincronia se plantea en todos los dmbitos y que el his-
toricismo no fue nunca popular entre los 16gicos. Una posibilidad es la siguiente:
En vez de estudiar los sistemas l6gicos existentes para determinar donde reside
la “logicidad”, podemos estudiarlos procurando desentranar qué se intentaba
resolver con ellos*; confiando en que se halle en las preguntas planteadas, que
no en las respuestas. Si se encontrase una invariante ldgica, comin a los casos
en estudio, tal vez pudiéramos avanzar una respuesta: proponer unos universa-
les ldgicos. La solucién obtenida por esta via tendria la ventaja de abarcar mas
posibilidades y de senalar los huecos existentes; esto es, las necesidades que pu-
dieran ser cubiertas mediante nuevos sistemas 16gicos. Lo que estoy proponiendo
es embarcarse en un programa de investigaciéon que incluye el razonamiento dia-
gramético asf como otros posibles razonamientos heterogéneos y de la accién®.

Puesto que el proyecto de investigacion estd ain produciendo resultados nue-
vos, en lo que sigue dejamos en suspense este trabajo que incluye una definicién
conceptual de la légica y pasamos a estudiar la variedad de lo que hay.

12.2. La divergencia entre sistemas légicos

Por lo que respecta a la comparacién de la légica cldsica con otras, lo que
hago a continuacién es plantearlo en funcién de los sistemas légicos existentes,

4Esta es la solucién propuesta en [6]
5Este proyecto estd funcionando ya, Summa Logicae en el siglo XXI, véase a este respecto
su biblioteca digital en
http://logicae.usal.es
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tomando como referencia la que es hoy comunmente aceptada [1], [16] y [17], de
los que en los capitulos precedentes ofrecimos una muestra significativa.

12.2.1. Definicién de sistema légico

La génesis de una légica puede ser ésta: del universo matemdtico V se
seleccionan ciertas estructuras matemadticas o modelos A de una cierta clase
M, los que queremos estudiar. Para ello se introduce un lenguaje adecuado L
y se define el concepto de verdad de una férmula ¢ en un modelo, A IF ¢.
Con cada uno se asocia de forma natural el conjunto de todas las férmulas
verdaderas en él Th(A), que tomadas en su conjunto describen con precisién a
A; son su exhaustiva caracterizacién con los recursos que brinda L. Todas las
teorfas de la clase de estructuras en estudio tienen un nicleo comin, el de las
férmulas vélidas en todas ellas — VA L— y que, consecuentemente, no describen
a ninguna estructura en particular, describen a la légica misma, son la légica
en estudio. Por consiguiente, podemos decir que la légica es este conjunto VAL,
que no es otra cosa que la gran interseccién de todas las férmulas en Th(A),
para cada A € 9.

(H{Th(A) | Acomy

Frecuentemente, junto a la nocién de verdad en un modelo se introduce el de
consecuencia semantica de una férmula a partir de un conjunto de ellas: usamos
I' Fop ¢ para indicar que todos los modelos A € 9 de I' lo son de . Esto
es,

VAA e M= (Vy(y el = Alkv) = AlF p))

El concepto semédntico de consecuencia puede ser poco operativo, por lo que el
paso siguiente suele ser el de intentar reemplazarlo por una réplica sintéctica,
computable; esto es, mediante las reglas de un cdlculo deductivo disenadas para
generar VAL. Decimos que ¢ es un teorema légico —y escribimos F ¢o—
cuando dicha férmula se ha conseguido siguiendo las reglas del célculo. Por
supuesto, el conjunto TFEO de todos los teoremas légicos y el conjunto VAL
de las férmulas validas deben coincidir para que el objetivo de equivalencia entre
sintaxis y seméntica se haya cubierto, como hemos visto con detalle para varios
sistemas 16gicos.

Se ha descrito una légica con una fuerte componente seméntica, al menos en
su génesis. Sin embargo, hay casos en los que el procedimiento se invierte y lo
que tenemos en primera instancia es un cdlculo deductivo: el concepto de con-
secuencia es sintdctico y la seméntica se anade, si acaso, al final. Para permitir
un acercamiento neutro al tema, en donde no primen los aspectos sintédcticos
sobre los semdanticos —ni a la inversa— se puede definir un sistema légico como
un conjunto de férmulas cerrado bajo consecuencia y fijar con precisién este
concepto.

Como punto de partida Gabbay [15] propone trabajar con una definicién
provisional, para la que es preciso concretar:

1. Un lenguaje formal L incluyendo un alfabeto y una definicién de férmula
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2. Larelacion de consecuencia se establece entre conjuntos finitos de férmu-
las, exigiéndole que satisfaga los requisitos de reflexividad, monotonia y
corte. Puesto que la relacién de consecuencia puede alcanzarse tanto sin-
tdcticamente como seménticamente —esto es, como deduciblidad F y
como F — en una definicién no comprometida con ninguno de estos plan-
teamientos se habla de consecuencia como relacién binaria entre conjuntos
de férmulas A i~ T 6.

3. Dicha relacién puede definirse de varias maneras: se pueden listar los pares
(A,T) paralos que Ai~T se verifica, o incluso se pueden proporcionar
los pares de conjuntos de férmulas (A,T") a un programa de un ordenador
y esperar la respuesta.

4. Una semdntica para L es una interpretacién de las férmulas de L en una
familia de estructuras matemadticas que nos permita entender la relacién
de consecuencia i~ haciéndola depender de los modelos en los que que
sean verdaderas. Se puede definir un modelo como una funcién que a cada
férmula le asigna un valor en el conjunto {F,V'}. Es decir,

Modelo : FORM (L) — {F,V}

Una semdntica, S, es un conjunto de modelos, junto a la definicién de
A i~ T' mediante la condicién siguiente

Vs € SVX € A(s(X) = V) — 3Y e I(s(Y) = V)]

5. Hay casos en los que para generar la relacién 1~ contamos con pro-
cedimientos algoritmicos, que pueden ser procedimientos de decisién o
demostradores automédticos de teoremas.

6. El concepto de sistema o célculo deductivo no estd bien delimitado; tene-
mos ejemplos interesantes en sistemas de Gentzen, de Hilbert, tableaux,
etc’. Como primera aproximacién podemos definir un sistema deductivo
como un procedimiento algoritmico para generar i~ que usa reglas de la

forma
Ay i~Ty Ay i~Ty,
A~T
y axiomas de la forma
%)
Ai~T

6Tarski define la consecuencia como una operacién establecida sobre el conjunto de las
partes, o conjunto potencia del de las férmulas y la caracteriza mediante una serie de axiomas.
Sintéticamente, un sistema légico es definido como aquel conjunto de sentencias que es idéntico
al conjunto de sus consecuencias.
Azioma 1. card(S) < Ng
Azioma 2. Si X C S, entonces X C Cn(X)
Azioma 3. 81 X C S, entonces Cn(Cn(X)) = Cn(X)
Azioma 4. 81 X C S, entonces Cn(X) = > Cn(Y)ycx para card(X) < No
Azioma 5. Existe una sentencia « € S tal que Cn({z}) =5
7"Como vimos en el capitulo 4.
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Los axiomas son los elementos iniciales del conjunto de pares (A, T') que
constituyen la relacién de consecuencia, i~ . Un cédlculo deductivo S, no
es otra cosa que un modo de generar i~ .

12.2.2. Propiedades matemadticas de i~

Qué propiedades matemdticas poseen dichas ldgicas?
La relacién cldsica de consecuencia y la de los sistemas que la extienden
cumple:

1. Ai~A, si Ae A (reflexividad)
2. Ai~A= A /A1~ A (monotonia)

3. Ai~B; AJBi~A= Ai~A (corte)

Por su parte, las 16gicas no monoténicas violan esa ley y las subestructurales
pueden carecer de la de corte. Ademds, muchas tienen una versién mds estricta
de reflexividad, A i~ A. Estas propiedades constituyen un filtro matemético
adecuado para juzgar y comparar logicas®. Se tratard de una comparacién de
naturaleza estructural, pero interesante.

12.2.3. Equilibrio entre propiedades

Deberiamos comparar el uso de la légica cldsica con la no-clédsica en sus apli-
caciones a la I.A y a otras dreas. Puesto que cada ldgica intenta modelizar un
determinado dmbito, cabe preguntarse hasta qué punto lo ha conseguido. Des-
tacan por una lado, la naturalidad del lenguaje, su adecuacién como vehiculo de
expresion de las caracteristicas de la parcela de realidad que estd siendo estu-
diada, hasta qué punto los razonamientos se clarifican al ser formalizados. Por
otro lado estd la eficiencia computacional, si tenemos buenos cédlculos, incluso
si tenemos probadores autométicos que los implementen, automaticen y suplan.
Lo he repetido frecuentemente, una légica es como una balanza: en un platillo
se coloca el célculo deductivo y se evaltian las caracteristicas computacionales;
en el otro, su capacidad expresiva.

¢Donde estd el fiel de la ldgica que estudiamos?

Comentario 368 Deberiamos comparar el uso de la légica cldsica con la no-
clasica en sus aplicaciones a la I.A y a otras dreas. Sabemos que la [6gica de
primer orden es la mds equilibrada de una gran familia de ldgicas, que en la
proposicional prima lo computacional y en la de orden superior la capacidad
eTpresiva.

8Hay quienes han querido situar las barricadas para defender las fronteras de la légica en
el cumplimiento de las tres propiedades, considerando que se podria admitir que hay otras
relaciones interesantes entre proposiciones, pero que no son ldgica.
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12.2.4. Recursos matematicos utilizados

Al definir un sistema légico particular necesitamos utilizar una serie de re-
cursos matemadticos, tanto al definir su cédlculo deductivo, como al trazar su
semdantica. ;Qué supuestos conceptuales hemos tenido que asumir? Hay dife-
rencias entre el uso de la ldgica cldsica y el de las no-cldsicas. Si la primera
pretende ser un sistema universal, ello deberia notarse a este nivel: se tendria
que asumir lo minimo. Pondré un ejemplo: en la légica de segundo orden es-
tdndar se puede expresar la hipdtesis generalizada del continuo y el axioma de
eleccidn; ello nos obliga a decidir en qué entorno matemético nos movemos, o lo
que es lo mismo, qué extensién de ZF estamos usando como metalenguaje. De
manera que en esta légica se asume la teorfa de conjuntos a un nivel no intuitivo
ni trivial ?.

12.2.5. Traduccién

Para poder relacionar a las diferentes légicas, lo natural es construir puen-
tes entre ellas; es decir, establecer correspondencias, traducciones, morfismos.
Ciertamente toda deduccién légica puede ser simulada mediante una méquina
de Turing.

s Bs suficiente?

El concepto de traduccién debe también ser clarificado. Mediante gédeliza-
cién todas las 16gicas pueden serlo, usando como lenguaje de llegada el de la arit-
mética; otra posibilidad es emplear teorfa de conjuntos no sélo como semdntica
subyacente, sino como lenguaje de llegada; también sabemos que todo conjunto
recursivamente enumerable puede generarse mediante cldusulas de Horn.

sNos basta con esta traduccion?

Lo ideal es que junto a la traduccién de las férmulas se produzca una con-
versién bidireccional de las estructuras de la légica en estudio a las de la 16gica
usada como referencia y que haya una correspondencia entre todos los com-
ponentes de los sistemas 16gicos en estudio. Como veremos con detalle en el
préximo capitulo lo que propongo es convertir las estructuras en multivaria-
das, anadiendo universos en donde estén explicitamente representados todas las
categorias de objetos —conjuntos, relaciones, funciones, etc— definibles en el
lenguaje y tener el lenguaje y cédlculo multivariado para realizar los cémputos.

12.2.6. Marco unificador

La eleccién de la légica cldsica como légica unificadora estd directamente
relacionada con el éxito obtenido en la traduccién de otras légicas a ella; es
decir, en su capacidad de servir como marco comun'’.

& Qué es un marco unificador?

9En la seccién 10.5 utilizamos esta peculiaridad de la légica de segundo orden estandar
para demostrar su incompletud.

10Vease a este respecto [9], la teoria de la traduccién propuesta en este trabajo es la que
propongo en [29]



12.2. LA DIVERGENCIA ENTRE SISTEMAS LOGICOS 333

Se podria usar la légica cldsica simplemente como metalenguaje formalizado
e incluso implementar en el propio lenguaje objeto las caracteristicas del meta-
lenguaje. s Fs esto deseable?

Hemos usado el término de “ldgica cldsica”, gincluye a la heterogénea o
multivariada?, sincluye a la de orden superior?

Mi objetivo es mostrar que la l6gica clédsica, si como tal incluimos a la mul-
tivariada o heterogénea, puede usarse como sistema universal, especialmente
desde el punto de vista de la teoria de la prueba. Sin embargo, puesto que hay
otros planteamientos globalizadores, expondremos dos de ellos para apreciar la
conmensurabilidad de paradigmas; concretamente, las légicas generales de Me-
seguer —en el capitulo 15— y los sistemas deductivos etiquetados de Gabbay
—en el capitulo 16—.

No obstante, la existencia de un marco general en el que podamos representar
los casos particulares no significa, necesariamente, que el mejor modo de tratar
dichos casos sea inmersos en el general; simplemente da idea de la universalidad
del tratamiento.

Comentario 369 Pretendemos una unificacion del “lenguaje maquina” y re-
alizar en él todos los computos que en otro caso se harian en una multiplicidad
de sistemas, y arrastrar las metapropiedades de la l6gica multivariada a los sis-
temas ldgicos en estudio. Sin embargo, mantenemos los diversos lenguajes como
“lenguaje de usuario” por ser mds naturales y adaptarse mejor a sus respectivos
dmbitos de estudio.
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Capitulo 13

Logica Multivariada es
Unificadora

13.1. Introduccién

Este capitulo serd una sucinta exposicién de la segunda parte de mi libro
[19]. En Extensions of first order logic se estudian varias extensiones de la légica
de primer orden que tienen aplicacién en filosofia, informética, matematicas,
lingiifstica e inteligencia artificial. En él se introducen con cierto detalle los
siguientes sistemas légicos (ver figura 13.1): légica de segundo orden (SOL),
tres lenguajes para la teorfa de tipos, 16gicas modales proposicionales (PML) y
l6gica modal de primer orden-S5, légica dindmica proposicional (PDL) y l6gica
multivariada o heterogénea (MSL).

Una de las caracteristicas del libro es que en él se administra una sustanciosa
dosis de lo que Johan van Benthem denominaria perspectiva ldgica (ver figura
13.2).

El primer objetivo es, sencillamente, el de presentar al lector una coleccién
de l6gicas —es relativamente detallada en el caso de la 16gica de orden superior
y de la multivariada, y como meros ejemplos de aplicacién de la maquinaria
de traduccién propuesta para las modales y dindmica— ; el segundo objetivo
es desarrollar la tesis de que la mayoria de los sistemas “razonables” de 16gica
se traducen de forma natural a la légica multivariada. Esta tesis se mantiene
a lo largo de todo él, pero se desarrolla abierta y explicitamente en el tltimo
capitulo, en el que todas las 1égicas consideradas se ponen en correspondencia
directa con la légica MSL.

En el presente libro he decidido reducir la exposicién al caso general y a un
sélo ejemplo, el de la 16gica modal proposicional.
Me cito a mi misma':

Lo digo en el prefacio de [19].
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0L

[YsL |

Figura 13.1: Ldgicas estudiadas

The book is also connected to my own intellectual and personal
biography, not only in the obvious sense, in terms of the time it
took me to write it, but because the subject has been around me
(back and forth) for many years. The subject of my Master’s thesis
was completeness for second order logic and my PhD thesis was on
second order logic as well. Both were presented in the Department
of Logic in the University of Barcelona. It was decisive for this book
that I spent the academic year 1977-1978 as a Fulbright Scholar in
Berkeley, and that Leon Henkin guided me as my advisor. There I
learnt many of the things that directly or indirectly, I hope, will show
in these pages, including an intellectual appreciation of the beauty
of teaching and the value of effort put into pedagogical issues. I have
always thanked Leon Henkin for introducing me, with his enormous
gifts for teaching, in a non-traumatic style, to his own wise overview
of metamathematics and algebra. The subject presented was the
usual one in graduate courses, but the presentation and insights were
a challenge. The daily handwritten handouts in the unmistakable
violet color of the Vietnamese copier... unforgettable!

When I first learnt about modal logic, the idea of translating it into
first order many-sorted logic appeared immediately. Right from the
start for me it was directly connected with what had been done
in higher order logic. I have always had the feeling that this was
just putting another piece of the puzzle? in the right place. I soon

2Como muestra la figura 13.3.
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my
/) r

Figura 13.2: Perspectiva ldgica

discovered that this idea had already generated a whole industry and
I became very happy afterwards when reading Johan van Benthem’s
survey and book. Wonderful, hats off! I applied the same treatment
to dynamic logic and wrote a paper on this. I was in Leeds at that
time, at the Centre for Theoretical Computer Science. Somehow this
book grew from that paper and that visit.

13.2. ;Por qué la légica multivariada?

¢Por qué MSL?, se podrfa preguntar.

Vimos en el capitulo 7 que MSL es una légica muy flexible, resultando ser
la eleccién obvia cuando se pretende tratar con méas de un tipo de objetos. Pero
ademds de ser la logica natural para estos casos, es también una légica eficaz
ya que su teorfa de la prueba est4 bien desarrollada —posee un cédlculo no sélo
correcto, sino también completo. Debido a su versatilidad, MSL puede ser usada
como marco unificador en el que situar a otras légicas.

Como ya comenté anteriormente, la proliferacién actual de légicas usadas
en filosoffa, informatica, lingiifstica, matematicas e inteligencia artificial hacen
urgente y muy necesaria la reduccién operativa de todas ellas. El objetivo es
triple:

1. Usar en todos los casos un tnico cslculo deductivo y, a ser posible, un
unico demostrador de teoremas
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Figura 13.3: La pieza del puzzle

2. Arrastrar algunas de las metapropiedades desde MSL hasta otras légicas
en estudio

3. Comparar entre sf a las diferentes l6gicas, mediante la comparacién entre
las teorfas multivariadas que las representen.

Desde mi punto de vista, este planteamiento es tan obvio e intuitivo que sélo
precisa de un poco de sentido comun para entender la construccién. Ademés,
si se modifican los ingredientes bdsicos, la receta puede adaptarse para cocinar
diferentes platos®.

Es dificil rastrear el origen y desarrollo de este enfoque, ya que cada l6gica
no cldsica conté con su “doble” clésica casi desde su nacimiento. Sin embargo,
debo atribuir la mayorfa de las ideas que yo uso en este planteamiento a dos
articulos de Henkin que menciono en las referencias: “Completeness in the theory
of types”, de 1950, y “Banishing the rule of substitution for functional variables”,
de 1953.

Sin embargo, no quisiera inducir a error. No hay en su mencionado articulo
de 1950 traducciones de férmulas, ni tan siquiera aparece explicitamente el len-
guaje y el cdlculo multivariado. En conexién con la légica de orden superior,
este cdlculo se usa, que yo sepa, por primera vez en el articulo de 1953. En él
Henkin propone el axioma de definicién de clases y relaciones (comprehension)
como alternativa a la regla de sustitucién usada en los cdlculos anteriormente

3 Asi lo planteamos en [17].
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propuestos para la légica superior. Si del nuevo se elimina el axioma de com-
prehensién, obtenemos uno multivariado; es decir, el cdlculo MSL. Otra de las
ventajas del que Henkin propone en 1953 es que permite aislar a otros célculos
situados entre el de MSL y los de orden superior. El procedimiento es senci-
llo: debilitando comprehensién. En el dltimo capitulo de mi libro Extensions of
First-order Logic esta idea se usa tanto en el estudio de la l6gica dindmica como
en el de la 16gica modal.

El Teorema de Completud en la Légica de Orden Superior

En la seccién 10.6 vimos que las ventajas de la nueva seméntica no-estandar
son evidentes ya que:

1. Conseguimos asi un teorema de completud

2. Sirve para destacar no sélo a la 1égica MSL sino también a otras ldgicas
entre MSL y SOL, obtenidas debilitando comprehension.

Debilitar el axioma de comprehensién

Aqui radica el programa de investigacién que quiero comentar a continua-
cién, pero permitidme que os recuerde donde se sitian esas 16gicas intermedias®.

Esta otra idea, ahora tomada del articulo de 1953, también resulta intere-
sante: Si debilitamos el axioma de comprehensién —por ejemplo, lo restringimos
a férmulas de primer orden, o a traducciones de férmulas dindmicas o modales, o
a cualquier otro conjunto recursivo— obtenemos cdlculos entre MSL y SOL. Y
resulta facil encontrarles su semédntica correspondiente. Naturalmente, la clase
de estructuras que les corresponde estard situada entre § y 6.6. La nueva
l6gica, llamémosla XL, serd también completa. El motivo es que esta clase de
modelos es axiomatizable. Esta idea se explotard tanto en PML como en PDL,
aunque con distinto alcance.

13.3. Reduccién de otras légicas a la multiva-
riada

Lo que haré ahora es explicar brevemente la idea general del programa de
reduccién. Dicho programa se desarrolla en tres niveles, o etapas (ver figura
13.4); en el primero nos detenemos en la mera representacién de la verdad en
la l6gica en estudio como verdad de su traduccién en estructuras multivariadas,
modulo una cierta teoria cuya definicién constituye una parte importante del
programa de reduccién; en el segundo la equivalencia se extiende al concepto
de consecuencia a partir de conjuntos cualesquiera de hipétesis; en el tercero
se demuestra la equivalencia del cédlculo de la légica en estudio con la teoria
multivariada que la simula.

4Consultad la figura de la pagina 278.
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Figura 13.4: Niveles del proceso de reduccion

13.3.1. Primer nivel: Teoremas de representacién

El plan general es como sigue:

La signatura de la l6gica en estudio —llamémosla XL— se transforma en una
signatura heterogénea, las expresiones de la légica XL se traducen a MSL y las
estructuras propias de XL se convierten en estructuras heterogéneas. Por con-
siguiente, necesitamos definir una funcién recursiva TRANS para la traduccién
y una conversién directa de estructuras, CONV.

Una posibilidad es anadir a las estructuras heterogéneas universos que con-
tengan todas las categorias de objetos matemdticos de los que queramos —y
podamos— hablar en la 16gica XL. Por consiguiente, en CONV 1(A) anadiremos
universos que contengan los conjuntos y relaciones definibles en las estructuras
originales, A, mediante los constructos de XL. A consecuencia de este cam-
bio, parece que estemos tomando estructuras propias para SOL en vez de para
MSL. Pero nosotros ya sabemos —lo aprendimos en la prueba de completud
de Henkin— cémo evitar el uso explicito de SOL, cambiando a MSL: nuestros
universos serdn multivariados o heterogéneos, pero anadiremos relaciones de
pertenecia y el axioma de extensionalidad.

El primer objetivo es definir CONV; y TRANS de forma que podamos
demostrar

Lema 370 Al ¢ <=CONV;(A) IF VTRANS(p)

Con la conversién directa de estructuras queremos obtener como resultado
la equivalencia entre la validez de una férmula cualquiera ¢ en las estructuras
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originales de la légica en estudio —llamémoslas simplemente &% (XL)—, y la
validez de la clausura universal de su traduccion a légica multivariada

VTRANS(p)
en la clase G* de las estructuras obtenidas por conversién
donde &* = CONV1(6%(XL))
Esto es,
Teorema 371 Fex(x1) ¢ < Fs- VI RANS(¢)

Naturalmente, la primera pregunta que uno debe hacerse es si &* puede
reemplazarse por la clase de modelos de un conjunto de férmulas heterogéneas a
determinar, A. Por consiguiente, la clave para las definiciones de TRANS y de
CONYV 1, es el poder simplificar la demostracién de la equivalencia seméntica,
y en este sentido la relevancia de los resultados que pudieran derivarse depende
de si se puede o no axiomatizar G*. En algunos casos, bastard con axiomatizar
una clase algo mds amplia, que incluya a &*.

Resumiendo, nuestro primer objetivo es demostrar un teorema de represen-
tacion; es decir, un teorema de esta forma

Teorema 372 (De representacion) Fsz(x1) ¢ <= A Fez(msr) YTRANS(p).

A partir de este teorema se demuestra facilmente el teorema de enumerabi-
lidad para la légica XL. Por lo tanto, sabemos que podremos disenar un cédlculo
para XL, pero también sabemos que en MSL podemos simular ese cédlculo e
incluso, si lo hubiera, usar el demostrador de teoremas de MSL.

También se demuestra

Teorema 373 TRANS(II) UA Fezamsr) TRANS(¢) = Il Fgs(x1) ¥

Asi que, aunque la reduccion se hubiera detenido en este nivel, los resultados
desde un punto de vista practico serfan impresionantes (ver figura 13.5).

13.3.2. Segundo nivel: El Teorema Principal

Una vez demostrado el teorema de representacion la pregunta inmediata es,

sSe puede hacer algo mas?

¢ Es el teorema de representacion el objetivo mdximo?

Cuando la légica en estudio XL posee un concepto de consecuencia, podemos
intentar demostrar lo que yo llamo el teorema principal; esto es, que consecuen-
cia en XL equivale a consecuencia de las traducciones mdédulo la teoria A.
Concretamente,

Teorema 374 (Principal) Il Fgz(xr) ¢ <= TRANS(II)UA Fezarsr) TRANS(p)
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Figura 13.5: Primer nivel

A partir del teorema principal se obtienen compacidad y Lowenheim-Skolem
para XL, usando las correspondientes propiedades de MSL. Para demostrar el
teorema principal hace falta definir una conversién inversa de estructuras; nues-
tro objetivo al definirlas es demostrar que si partimos de un modelo de A,
digamos, B, y de una férmula modal ¢, B es modelo de la clausura universal
de la traduccién de o, YTRANS(yp), si y s6lo si la conversién inversa de B lo
es de . Esto es,

Lema 375 CONVy(B) IF ¢ <= BIF VTRANS(¢)

Resumiendo, éste seria el resultado (ver figura 13.6)

13.3.3. Tercer nivel: Equivalencia de los cédlculos

Cuando la légica en estudio XL posee también un célculo deductivo, pode-
mos intentar utilizar la maquinaria de la correspondencia ya desarrollada para
demostrar, si es posible, correccién y completud para XL.
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Figura 13.6: Sequndo nivel

Puesto que contamos ya con el teorema principal y con completud y correc-

cién para MSL, nos gustarfa completar el cuadro demostrando la doble flecha
en la linea de abajo

TRANS(H) UA 'ZG‘I(MSL) TRANS((p) —1II 'zgg(x_g) 2}

i
TRANS(IT)UA F TRANS(p) <= I F ¢

La flecha hacia la izquierda es normalmente de demostraciéon muy sencilla ya
que podemos anadir a A las condiciones requeridas, como axiomas. En algunos

casos resulta 1til poder usar la construccién del modelo canénico Acany para
poder demostrar

Lema 376 CONV (Acan)IF QTRANS((,O) —btxL @



348 CAPITULO 13. LOGICA MULTIVARIADA ES UNIFICADORA

13.4. Lébgicas modales K y S

En esta seccién lo que haremos es analizar el caso de la légica modal y
muy especialmente la minimal, K y la légica S4. La traduccién de férmulas
serd la estandar, la conversiéon de estructuras consiste en anadir un universo
en donde situar los conjuntos de mundos significativos y definiremos una teorfa
heterogénea que representa y equivale a la modal, tanto en el caso de K como

de §4.

13.4.1. El teorema de representacién en PML

En este caso se reducird PML a MSL”. Este lenguaje multivariado contiene
los simbolos siguientes: |, -, —, los relatores monarios Py, Py, Ps, ... €l relator
binario S, un signo de pertenecia y dos de igualdad; para individuos y relacio-
nes. Hay variables de dos tipos, para individuos y para conjuntos. Usaremos la
conocida traduccién estdndar, que expresa en primer orden las condiciones de
verdad de las férmulas modales. En particular,

» TRANS®(L)[u] =u #u
» TRANS® (p)[u] =

(
(

s TRANS" (—p)[u] = “TRANS" (¢)[u]

» TRANS™ (¢ — ¥)[u] = (TRANS® (¢)[u] — TRANS® (¥)[u])
(

» TRANS® (Oy)[u] = Yo(Ruv — TRANSE (¢)[v])

Lo que hacemos es formular en ldgica cldsica las condiciones semdnticas
de verdad de las férmulas modales. Prescindimos de nuestras logicas de-moda-
modales y nos ponemos los anteojos cldsicos (ver figura 13.7).

Es fécil ver que las traducciones de los axiomas K y Df{ indican pro-
piedades obvias de la cuantificacién y que por lo tanto estas férmulas pueden
demostrarse en MSL como teoremas 16gicos.

Ejercicio 377 tys5r VuT RANSE (K)[u]
Ejercicio 378 ;51 VuTT RANS® (D f,)[u]

Por otra parte, las traducciones tanto del axioma 7T como del axioma 4 no
son férmulas vdlidas en MSL pues necesitan que se verifiquen ciertas hipétesis.

Ejercicio 379 (???) sz VuT RANSE (T)[u]
Ejercicio 380 (?7?) Farsr VuT RANS® (4)[u]

& Cudles?, nos preguntamos.
Las estructuras multivariadas que usaremos se obtienen a partir de las es-
tructuras modales al anadir universos que contengan conjuntos de estados, o
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Figura 13.7: Gafas

mundos. La intuicién aqui es que queremos tener explicitamente representados
todos los conjuntos que pueden ser definidos modalmente —esto es, mediante
férmulas modales en estructuras de Kripke—.

Dada una estructura modal .4 construimos un marco al afiadir un uni-
verso de subconjuntos de W, W’. Una clase muy especial de marcos son los
que denomino modelos generales construidos sobre estructuras modales. Para
construir un modelo general de esta clase lo que hacemos en incluir en W’ el
conjunto DEF de los subconjuntos de W definibles algebraicamente —esto es,
DEF C W' y est4 cerrado bajo ciertas operaciones—; afladiremos los conjuntos
unitarios y el de los puntos accesibles a partir de uno dado. DEF contiene el
conjunto vacfo @), todo Wy las interpretaciones de las proposiciones atémicas.
DEF esté cerrado bajo operaciones booleanas; esto es,

VI'(T,S € DEF =TUS,W —T € DEF)
y bajo la siguiente operacién
VT(T € DEF = Dom(RN (W x T)) € DEF)
Fuera de DEF, pero en W', tenemos los unitarios de todos los elementos
de W. La pertenencia a W’ también obedece esta regla
Vw(w € W = Rec(RN ({w} x W)) € W)

Llamemos § a la clase de todos los marcos construidos sobre estructuras
modales y & a la clase de todas las estructuras generales contruidas sobre
estructuras modales.
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Se puede demostrar que & estd contenido en la clase de marcos construidos
sobre estructuras modales cuyo universo W’ contiene todos los conjuntos
definibles mediante féormulas modales en sus propias estructuras modales. As{
mismo, se puede demostrar que una férmula modal ¢ define en una estructura
modal A el mismo conjunto que su traduccién define en cualquier estructura
general construida sobre A; esto es, en A®. Es decir,

Lema 381 AS(AuTRANS(p)[u]) = A(p)

Finalmente, demostramos que la validez de una férmula ¢ en PML equivale
a la validez de la clausura universal de su traduccién en la clase &. Es decir,

Teorema 382 F ¢ en PML <= Fg YuT' RANS(¢)[u]

Ahora la pregunta es, spodemos axiomatizar &?

La respuesta en este caso es afirmativa, ya que definimos la teoria MODO
cuyos axiomas son los esquemas de comprehension para traducciones de férmulas
modales, para férmulas atémicas con igualdad y para dtomos que usan el relator
binario S —que representa a la relacién de accesibilidad—. Esto es,

VIXVu(euX < ¢) donde ¢ € TRANS(PML)UIUX

I contiene las férmulas de la forma u = v, y X contiene todas las férmulas
de la forma Swuv.

Anadiremos extensionalidad, porque queremos simular la légica de segundo
orden en la multivariada.

Se demuestra lo siguiente:

Teorema 383 Mod(MODO) = &

Usando estos resultados obtenemos un teorema de representacion para la
l6gica minimal, K.

Teorema 384 (De representacion, para K)

E ¢ en PML <= MODO kz YuT'RANS(¢)[u] en MSL

A partir del teorema de representacion se demuestra enumerabilidad para la
l6gica K de PML. Ademds, caso de existir un probador de teoremas para MSL,
podria ser usado para demostrar teoremas modales.

Ya que tenemos un teorema de representacién para K, buscamos uno para
la l6gica S4. Llamemos MODO(S4) a la teoria heterogénea obtenida al anadir
a MODO las condiciones abstractas de segundo orden correspondientes a las
férmulas modales Ty 4 —llamémoslas MS(T) y MS(4)—. Sea D la clase de
las estructuras de Kripke reflexivas y transitivas. El teorema de representacion
de S/ tiene esta forma

Teorema 385 (De representacion, para S4)Fp ¢ en PML <=MODO(S4)Fz
VuT RANS(p)[u] en MSL
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Este resultado es de facil obtencién porque en el cédlculo multivariado se
puede demostrar que las formulaciones habituales de reflexividad y transitividad
equivalen a MS(T) y MS(4) médulo la teoria MODO.

Ejercicio 386 (Resultado crucial) En el cdlculo multivariado,

MODO + MS(T) < Reflexividad
MODO F MS(4) < Transitividad

Comentario 387 Esta situacion es mejor que la que encontramos en PML con
la semantica de modelos. Alli una estructura de Kripke reflexiva es un modelo
de T, una transitiva lo es de 4, etc, pero hay modelos irreflexivos de T y modelos
intransitivos de 4. Por lo tanto, si pensamos que los axiomas modales tratan de
definir la relacion de accesibilidad que les es propia, esto puede ser considerado
como un cierto fracaso. Verdad es que se puede tomar la conocida como semdn-
tica de marcos para PML. La alternativa que yo propongo es que vayamos al
entorno de las estructuras generales aqui definidas, puesto que nos ofrece una
caracterizacion de las propiedades semdnticas de la relacion de accesibilidad sin
perder el cédlculo.

13.4.2. El teorema principal en PML

Puesto que ya tenemos el teorema de representacién y en 1égica modal conta-
mos con el concepto de consecuencia, intentamos conseguir el teorema principal.
En PML la conversién inversa es la funcién inversa de CONV'; (borramos el uni-
verso W') y asi obtenemos facilmente el teorema principal tanto para K como
para S4. Esto es,

Teorema 388 (Principal, K) I1F ¢ <= TRANSII)UMODO £ TRANS(p)

Teorema 389 (Principal, S4) Il Ep ¢ < TRANS(II) U MODO(S54) E
TRANS(p)

(siendo D la clase de estructuras de Kripke reflexivas y transitivas.

Como dije antes, asi conseguimos gratis los teoremas de compacidad y de
Léwenheim-Skolem para las l6gicas K y S4. La demostracién se basa en el
resultado crucial antes mencionado en el ejercicio 386.

13.4.3. Los cédlculos modales K y S4

Queremos demostrar que los cdlculos modales para K y S5/ tienen un corre-
lato en MSL. Es decir, que las teorias heterogéneas que las representan, MODO
y MODO(S/), son también equivalentes sintécticamente a K y S4. Es decir,

TRANS(IT) U MODO + TRANS(p) <= T b ¢
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TRANS(IT) U MODO(S4) - TRANS(¢) <= I Fg4 ¢

Por lo que a la légica K se refiere la flecha hacia la izquierda se obtiene
facilmente porque las traducciones tanto de K como de Df{ expresan
propiedades obvias de la cuantificacién. La regla de necesariedad se preserva
bajo traduccién. Por lo que respecta a la légica S/, usando MS(T) y MS(4) y
comprehensién obtenemos la traduccién deseada de cada ocurrencia de T o de
4.

En légica modal, dada una légica cualquiera, digamos B, hay un modelo
canonico, Bp, cuyo universo W contiene todos los conjuntos B—maéximamente
consistentes y cuya relacién de accesibilidad se define asi

{z, ) [ {elOp € x} C y}

A partir de este modelo, mediante conversién directa, obtenemos el modelo
candnico general, Bp®.

En el caso de la légica K esta estructura no es tan s6lo un modelo de MODO,
sino que también podemos demostrar que la traduccién de una férmula modal
¢ es verdadera en un punto del modelo candnico si y sélo si la férmula pertenece
a dicho punto,

Br®[t]E TRANS(p)u] <= p €t

Ahora podemos demostrar que
Br® EVuTRANS(p)u] =tk ¢
Concluimos finalmente que
MODO Fpsr, VuTRANS(p)[u] <=tk ¢

Usando este resultado llegamos a la completud y correccién de la l6gica
minimal de PML, K. No hemos hecho una demostracién directa, la hemos traido
de MSL.

Para la logica S4 se obtiene un resultado similar.
MODO(S4) Farse VUTRANS(QO)[U] = tss 0
Ahora, los teoremas de completud y correccion se demuestran con facilidad.
Comentario 390 Si alguien me prequntara que qué hemos obtenido, la Tes-

puesta seria que ahora tenemos a una serie de ldgicas preciosamente enmarcadas
(ver figura: 13.8).
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Figura 13.8: Marco multivariado



354 CAPITULO 13. LOGICA MULTIVARIADA ES UNIFICADORA



Bibliografia

[1] Abramsky, S, Gabbay, D. y Maibaum, T. [1992-2000]. Handbook of Logic in
Computer Science. vol 1 a 6. OUP. Oxford. U.K.

[2] Allwein, G.y Barwise, J. [1996]. Logical Reasoning with Diagrams. Oxford
University Press. New York. USA.

[3] Barwise, J y Etchemendy, J. [1994]. Hyperproof. CSLI. Stanford. USA.

[4] van Benthem, J. [1975]. “A note on modal formulae and relational proper-
ties”, The Journal of Symbolic Logic, vol. 40, n. 1, pp. 55-58.

[6] van Benthem, J. [1977]. “Modal logic as second order logic”, Mathematisch
Institut, University of Amsterdam.

[6] van Benthem, J. [1983]. Modal Logic and Classical Logic, Naples, Bibliopolis.
[7] van Benthem, J. [2001]. Correspondence theory. (en [12])

[8] Clavel, M. y Manzano, M. [1997]. “Mapas de Instituciones: de la Ldgica
Modal S} a la l6gica multivariada” en

[9] Estany, A.y otros eds. [1997]. Actas del IT Congreso de la Sociedad de Légica,
Metodologia y Filosofia de la Ciencia. Servei de Publicaciones de la UAB.
Barcelona. Espana.

[10] D. Gabbay [1994] What is a Logical System? Oxford University Press. Ox-
ford U.K.

[11] Gabbay, D. Hogger, G. y Robinson, J. [1993-1998]. Handbook of Logic in
Artificial Intelligence and Logic Programming. vol 1 a 6. OUP.

[12] Gabbay, D y Guenthner, F. [2001]. Handbook of Philosophical Logic 2™
edition. Kluwer Academic Publishers. Dordrecht. Holanda.

[13] Gerbrandy, J. y otros eds. JFAK: Essays dedicated to Johan van Benthem
on the occasion of his 50" birthday. Amsterdam University Press. Amster-
dam. Holanda.

[14] Henkin, L. [1950]. “Completeness in the theory of types”. JSL vol. 15, pp.
81-91.

355



356 BIBLIOGRAFTA

[15] Henkin, L. [1953]. “Banishing the rule of substitution for functional varia-
bles”. JSL vol.18, num. 3 pp. 201-208.

[16] Huertas, A. [1994]. Modal Logic and Non-Classical Logic, tesis doctoral de
la Universidad de Barcelona.

[17] Huertas, A y Manzano, M. [1995]. “Partial and Heterogeneous Logic: Co-
oking up your Logic” en 10*" International Congress of Logic, Methodology
and Philosophy of Science. Florencia.

[18] Huertas, A y Manzano, M. [1999]. “A fashionable partial and heterogeneous
mirror for modality” en [4].

[19] Manzano, M. [1996]. Extensions of first order logic. Number 19 in Cam-
bridge Tracts in Theoretical Computer Science. Cambridge University Press.
Cambridge. U.K.



Capitulo 14

Loégica Multivariada y
Parcial

14.1. Introduccion

14.1.1. Planteamiento general: “Cooking up your logic”

Una situacién que se presenta con cierta frecuencia es la siguiente: tenemos
un sistema légico no totalmente desarrollado o aceptado —al que llamaremos
aqui la Preldgica XL— que se ha definido de manera puramente sintdctica —esto
es, como un conjunto de férmulas— pero su seméntica tal vez no esté fijada, o
contamos tan sélo con una clase reducida de interpretaciones o modelos posibles.
Se propone entonces la construccién de una légica multivariada y posiblemente
también parcial PHL como procedimiento para estudiar y mejorar la légica
XL. La nueva servird de légica subyacente sobre la que definiremos, mediante
un proceso de traduccion, la teorfa que representa a la légica XL.

La nueva légica parcial y multivariada serd lo suficientemente potente como
para axiomatizar en ella las caracteristicas seménticas de XL; contaremos ade-
més con un cdlculo deductivo tipo Gentzen para demostrarlas.

Para construir la l6gica marco PHL empezamos elaborando un cuestionario
para XL, cuyos items dependen de la propia légica en estudio, pero que estdn
basados en estas dos preguntas:

1. Los modelos o interpretaciones estdndar —o las simplemente buscadas,
deseadas o pretendidas— jutilizan objetos o conceptos? En el primer caso,
scudntos tipos o variedades de objetos tenemos?

2. ;FEs un sistema bivariado o hay férmulas que no reciben valor verdadero
ni falso?

El caso que desarrolla con detalle Antonia Huertas [9] —el de la légica modal
de primer orden— responde afirmativamente a ambas preguntas, asi que es
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preciso construir una légica parcial y multivariada: hay que definir su seméntica
y su sintaxis de manera que las propiedades de XL que queremos estudiar y
expresar se puedan formular explicitamente en PHL.

En primer lugar hay que encontrar un conjunto de conectivas funcionalmente
completo para la nueva légica multivariada y parcial, al que exigimos que sea
ademads significativo. Esta buisqueda requiere un estudio detallado bidireccional
en el que intervienen los factores siguientes: la naturaleza de la parcialidad que
queremos caracterizar; la adecuacién del concepto de consecuencia seméantica de
la nueva légica PHL (local o global, fuerte o débil, que conserve reglas clésicas,
etc.); y si queremos tener cuantificadores clasicos o né. Otro asunto verdadera-
mente complicado cuando tratamos con valores de verdad no clésicos es el de la
introduccién de la igualdad.

En segundo lugar presentamos un cdlculo deductivo tipo Gentzen para PHL,
definiendo reglas de introduccién y eliminacién de conectivas y reglas para los
cuantificadores.

Comentario 391 Es preferible este tipo de cdlculo porque, al tener la propiedad
de la subférmula, permite ir hacia atrds en las deducciones y acoplar el cdlculo
de PHL al de la nueva légica que resultard al final de todo el proceso; esto es,
la l6gica PXL de la que hablaremos luego.

Construido el marco PHL, inspirado en el cuestionario inicial, lo que hacemos
es traducir la 1égica en estudio, XL, a esta nueva légica subyacente; para ello se
traducen su signatura y sus férmulas y se convierten las estructuras de la 16gica
XL en estructuras propias de PHL. Obtendremos asi una teoria A escrita en
l6gica multivariada y parcial que representa —y rivaliza— con la original XL.

Estas son las tres primeras etapas del proceso (ver figura: 14.1)

La novedad del planteamiento es que ahora, mediante un proceso de retrotra-
duccién vamos a definir una nueva légica parcial PXL que serd la que sustituya a
la original XL. En este proceso de retrotraduccién debemos separar claramente
las caracteristicas parciales de las multivariadas. El resultado final es una légica
segura, matemédticamente mejor presentada y definida, una alternativa clara a
XL (ver figura:14.2).

Comentario 392 Mediante este procedimiento en [10] puede comprobarse cdmo
la modalidad de primer orden y la nueva parcialidad se encuentran de manera
natural en una légica modal y parcial. En este caso no se buscaba una reduccion
a la cldsica, sino una nueva presentacion de la ldgica modal de primer orden,
un espejo’ que nos devolviera una imagen mejorada. Caso de querer reducirla
ahora, nos bastaria con usar los resultados de reduccion de la logica parcial.

14.1.2. Modalidad y Parcialidad

Como el titulo sugiere este estudio se centra en la interrelacién de las nociones
de parcialidad y modalidad. La légica parcial nacié en los anos veinte y fructificé

!Como explicamos con detalle en [10].
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Figura 14.1: Las tres primeras etapas

entre los anos treinta y finales de los cincuenta, en lo que se dio en llamar
ldgicas multivaloradas o polivalentes. Después cayeron en cierto olvido hasta
que en los anos noventa volvieron a despertar interés por su aplicacién en la
representacién del conocimiento humano y en la inteligencia artificial. Por otro
lado la l6gica modal, que podemos considerar afianzada en los afios cuarenta
con la semdntica de Kripke, ha seguido interesando hasta nuestros dias, cabe
destacar su aplicacién a la representacién del conocimiento. En la historia de la
légica modal, sin embargo, la versién proposicional y la de predicados han tenido
comportamientos muy diferentes. En este trabajo se explica c6mo la modalidad
de primer orden y la nueva parcialidad se encuentran de manera natural en una
légica modal y parcial.

14.2. Ldégica Modal de Predicados

Lenguaje Modal

Dos de los trabajos mds importantes en légica modal de predicados son
Hughes & Cresswell [12] y van Benthem [1]. En ellos, y précticamente en todos
los articulos sobre el tema, la l6gica modal de predicados se obtiene afiadiendo
el operador monddico [J (o L), con la interpretacién modal usual de necesidad,
al lenguaje estandar de légica de predicados, exactamente de la misma forma
que se afiade al lenguaje estdndar proposicional para obtener la l6gica modal
proposicional.
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Figura 14.2: Broche final

Semsdntica Modal de Predicados

La historia de la légica modal de predicados nos ensefia que no se puede
encontrar un sistema semdntico satisfactorio, pero también nos dice que si no
consideramos la igualdad légica, la propuesta m4s exitosa para una légica modal
de predicados es el sistema de huecos de valor de verdad de Hughes & Cresswell,
donde las férmulas que hablan de individuos inexistentes en el dominio de un
mundo posible carecen de valor de verdad clasico —verdadero o falso—; esto
es, hay huecos de valor de verdad. Los dos problemas de este sistema son la
imposibilidad de definir la identidad y la existencia de demasiadas férmulas
fuera del alcance de la seméntica. El problema de la igualdad no tiene solucién
como los propios autores explican, pero, respecto al otro problema, hay una
posibilidad de evitar las férmulas ‘“indefinidas’ o los ‘huecos de valor de verdad’
(ver figura: 14.3), aceptando que la ausencia de valor de verdad debe ser un
valor de verdad él mismo —un tercer valor no cldsico—. Para encontrar este
nuevo valor debemos investigar la l6gica parcial adecuada a los huecos de valor
de verdad de Hughes & Cresswell.

Interpretacién Modal

Definiremos las estructuras modales y las interpretaciones basadas en Hug-
hes & Cresswell [12], M el conjunto de los mundos, y R la relacién de
accesibilidad entre mundos. Una estructura modal A contiene a A el uni-
verso de individuos, A, el dominio de individuos de m para cada mundo
m € M y la interpretacién de los stmbolos de operacién. Una asignacién modal
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Figura 14.3: Huecos de valor de verdad

de variables sobre A es una funcién
H:V— A

Una interpretacidn sobre la estructura A en el mundo m € M es una tripla
ordenada

Sm = (A, Hym)
donde H es una asignacién modal de variables. La denotacidn de una expresién

€ con la interpretacién Sy, ; esto es, Sy, (€), se define por recursién de la manera
esperada, basdndonos en Hughes & Cresswell.

Una interpretacidén sobre la estructura A es una familia de interpretaciones
para cada mundo

S = {gm}mEM
El conjunto de walores de verdad es
AU = {T! Fr N}

donde T" y F son los valores verdadero y falso de la légica cldsica y N esel
valor nulo de nuestra légica parcial que introduciremos en la siguiente seccién.
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14.3. Légica Multivariada y Parcial

Conectivas y Cuantificacién Parciales

El sistema de conectivas adecuado se basa en el sistema trivalorado de
Bocvar's?. Este sistema no es funcionalmente completo y es necesario afiadir las
nuevas conectivas parciales V', verificacion y £ desfalsificacion —ver Huertas
[9]. En esa misma referencia esta la cuantificacién adecuada a nuestro sistema
parcial.

Lenguaje Multivariado y Parcial
El lenguaje lo forman el alfabeto y las expresiones
L =ALF(L)UEXPR(L)
con
ALF(L)=OPER.SIM UV U{V}

En particular, las conectivas las incluimos en este conjunto
{-~,—,V.&,R,Q,=} COPER.SIM

El conjunto de wvariables
V=V, UV,

estd partido, siendo V; el de variables de variedad (o de género) 1

Semadntica Heterogénea Parcial

Una estructura heterogénea parcial A se define de manera que coincide
con una estructura modal anadiendo la interpretacién de los nuevos simbolos
parciales. Las asignaciones de variables H son multivariadas; es decir, respetan
las variedades.

Una interpretacion es un par

S = (A, H)

La denotacion de una expresiéon e por & es la adecuada a nuestra légica par-

cial, teniendo en cuenta que en la interpretacién del cuantificador debe tomarse
el universo correspondiente a cada tipo de variable.

Definicién 393 Una interpretacion I es un modelo fuerte de una férmula
@ —uy escribimos kg p— syss

S(p) =T
S es un modelo débil de ¢ —y escribimos 1k, p— syss
S(p) # F

2Ver Haak [5]
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Decimos que ¢ es z-satisfacible (x € {s,w}) syss existe una interpretacion

S que es un z-modelo de ¢

Definicién 394 Una férmula ¢ es xy-consecuencia ldgica (x,y € {s,w}) de
un conjunto de formulas T' —y escribimos T f=4,, ¢ — syss toda interpretacion

S que sea xz-modelo de T es y-modelo de .

A partir de la comparacién de las cuatro consecuencias (ss, sw, ws, ww) se
obtienen los mejores resultados para la consecuencia fuerte-débil (Fsw) y la
satisfacibilidad fuerte (s-satisfiable). Y por tanto son estas las que tomamos.

14.4. Diseno de la Légica Modal Parcial

Traducciéon en PHL

La funcién de traduccién TRAN de cada objeto de la légica Modal de
Predicados en PHL es la siguiente:

1. Unlenguaje modal se traduce en uno PHL anadiendo los simbolos R, @, V, &
mds un conjunto de variables de variedad 2 y eliminando el operador modal
de necesidad.

2. En cuanto a las expresiones modales, los términos se traducen en ellos
mismos como PHL términos y la traduccién de las férmulas se define por
recursion.

Por su parte, una estructura modal se convierte en una PHL de manera
obvia, anadiendo sélo la interpretacién de las nuevas conectivas V y &.

Se puede definir un conjunto de férmulas de PHL, II tal que si B es un
estructura multivariada y parcial se cumpla:,

si Blrgy II entonces TRAN S*I(B) es una estructura modal

Légica Modal Parcial PML

Redefinimos la Légica Modal de predicados como una légica parcial y la
llamaremos l6gica. Modal Parcial PML, de manera que podamos obtener el si-
guiente teorema de equivalencia :

I'=¢ en PML syss VI UII =4, VuT RAN@[u] en PHL

La Loégica Modal Parcial PML se construye a partir de la légica modal de
predicados original como sigue:

1. Un lenguaje para PML se define anadiendo el conjunto {V, &, =} a
ALF(L)

2. La seméntica de PML se define anadiendo las condiciones relativas a los
nuevas conectivas parciales. Validez en PML es la fuerte y consecuencia
en PML es la fuerte-débil.

Una sintesis del proceso, puede verse en la figura 14.4.
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Figura 14.4: Stntesis del proceso

14.5. Implementaciones informadticas

Los siguientes proyectos de informdtica se hicieron bajo mi direccién, estdn
disponibles en

http : [ /aracne.usal.es

en donde se explican con detenimiento. En todos los casos se trata de traductores
automaéticos entre lenguajes formales.

1. Ivdn Marcos. Traductor de Légicas: Modal a Multivariada. Marzo 1999

2. Maria Iglesias. Traductor de Ldgicas: Dindmica a Multivariada. Febrero
2000

3. Raquel Cano. Traductor de Ldgicas: Modal de Primer Orden a Multiva-
riada y Parcial. Septiembre 2001

4. José Escuadra. Traductor de Légicas: Multivariada a Primer Orden sin
variedades. Junio 1999
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Capitulo 15

Logicas Generales

15.1. Introduccion

La teorfa de las l6gicas generales [7] es un estudio axiomético de los diferentes
elementos de una légica y de las relaciones entre diferentes l6gicas; en particular,
su relacién de consecuencia sintdctica —integrada en el denominado sistema
implicativo—, su cdlculo y su aparato semdantico —este ltimo, se estudia bajo
la nocién de institucion.

La idea mds interesante, extraida de la teoria de categorias, es que las pro-
piedades més fecundas de un sistema légico o de una estructura matemdtica
no residen en ellos mismos, sino en su interrelacién con sistemas o estructuras
similares. Por ejemplo, se estudia mejor la teorfa de grupos partiendo del he-
cho de que ellos y sus homomorfismos constituyen una categoria. Este punto
de vista se adopta también en la teoria de las légicas generales, en donde se
considera que la consecuencia sintédctica, el cdlculo deductivo y las denominadas
instituciones son estructuras semejantes a los grupos del ejemplo y se estable-
cen entre ellas correspondencias (mapas) capaces de preservar su estructura. Asf
que el punto fuerte de estas logicas generales reside en definir adecuadamente
las correspondencias entre ellas de tal manera que los mapas entre sistemas im-
plicativos preserven la relacién de consecuencia sintéctica, los establecidos entre
los célculos dejen fija lo anterior y las propias pruebas y los que se definen entre
instituciones conserven la relacién semdntica de satisfacibilidad.

En consonancia con esta filosofia, una légica marco § serd aquella capaz de
representar a muchas otras y ello se concreta en el establecimiento de mapas de
las l6gicas en estudio a .

En el capitulo 13 propuse una correspondencia entre légicas basada en una
traduccién de férmulas y una conversién de estructuras, pues al utilizar la légica
multivariada como marco en donde situar las légicas en estudio se pueden eco-
nomizar recursos; esto es, con frecuencia se pueden arrastrar resultados desde
la multivariada a la légica en estudio. Uno de los casos alli tratados es el de la
légica modal S4.

367
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Asi que tanto en la teoria de las légicas generales, como en la teoria de la
correspondencia —esto es, la corriente traduccionista a la que me ascribo— se
persigue una reduccién operativa. El trabajo que publiqué con Manuel Clavel
[3] supone un primer esfuerzo hacia la construccién de un puente entre sendos
planteamientos, que permita la comunicacién de resultados ya establecidos en
ambas direcciones. En la seccién 15.2 se recogen las nociones relevantes para
nuestro trabajo de la teoria de logicas generales; en la 15.3 se define el aparato
seméntico de la 16gica modal S/ como una institucion; por ultimo, en el apartado
15.4 se define el mapa de instituciones entre S4 y la légica multivariada (o
heterogénea), y proponemos una ampliacién de las condiciones para establecer
un mapa de instituciones tal que permita obtener un teorema de representacion
—Ilo hacemos en 15.4.1—.

15.2. Légicas Generales

Estos son los componentes bésicos de las 16gicas generales:

Sintaxis

Para presentar un lenguaje se proporciona su signatura X y las reglas de
formacién de férmulas. Para cada légica hay una categoria Sign de sus posibles
signaturas y un functor sen que a cada signatura X le asigna el conjunto de
sus férmulas, sen(X)

Sistemas implicativos

Dada una signatura X en Sign la derivabilidad de una sentencia « € sen(X)
a partir de un conjunto I' C sen(X) es una relacién binaria que normalmente
indicamos asf:

I'Ha

v que se establece siempre que a partir de los axiomas de I' se siga « usando
las reglas de la légica en estudio —se dice que I' implica a—
Formalmente se define un sistema implicativo como una tripla ordenada

& = (Sign,sen, )

La relacién - cumple reflexividad, monotonia y transitividad (corte) ademds
de la propiedad de F —traducibilidad; esto es,
Si
I |_E «

entonces para cada H : Y — X/ en Sign se cumple
sen(H)(T) by sen(H)(a)

Es decir, la derivabilidad se conserva aunque cambie el lenguaje!.

LA esto se le suele llamar principio de sustitucién.
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Instituciones

Una institucion es una cuddrupla
S = (Sign, sen, Mod, IF)

tal que Sign es una categoria cuyos objetos llamamos signaturas, sen es un
functor que asocia a cada signatura un conjunto de sentencias, Mod es un
functor que asocia a cada signatura una clase de modelos y IF es una funcién
que asocia a cada signatura 3 una relacién binaria que llamamos satisfaccion.

La condicién de satisfaccién exige que para cada traduccién sintactica entre
signaturas H un modelo de la segunda signatura satisface la traduccién de
una férmula si y sélo si la traduccién del modelo satisface la férmula original.
El functor Mod es contravariante, funciona hacia atrés.

Consecuencia

Sea T' un conjunto de Y—sentencias. Entonces, se define Mod(X,T') como
el subconjunto de Mod(X) determinado por todos los modelos M € Mod(X)
tales que satisfacen todas las sentencias de I'; esto es, M IFy ¢ para cada
o € I'. Podemos ahora introducir una relacién entre conjuntos de sentencias y
sentencias, que denotamos = del siguiente modo:

PEs ¢ syss Mlky ¢ paracada M € Mod(X,T)

Mapa de Instituciones
Sean las instituciones
S = (Sign, sen, Mod,IF) 'y S' = (Sign’,sen’, Mod',IF)

Entonces, un mapa de instituciones (®,a, ) consta de una transformacion

natural o un functor a—sensible ® entre las categorias de teorias de <& e

S’y una transformacién natural (.

A continuacién definimos con un poco mas de detalle algunos de estos com-
ponentes bésicos.

Definicién 395 Una institucion —véase [1] y [5]— es una cuddrupla
& = (Sign, sen, Mod, IF)
tal que Sign es una categoria cuyos objetos llamamos signaturas,
sen : Sign — Set
es un functor que asocia a cada signatura un conjunto de sentencias,

Mod : Sign — Set?
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es un functor que asocia a cada signatura una clase de modelos, y I es una
funcion que asocia a cada signatura Y una relacion binaria

ks € Mod(%) x sen(X)
que llamamos satisfaccion, tal que para todo
M’ € Mod(¥)

y para cada
H:¥%—Y y ¢pe€sen(Y)

la siguiente propiedad, que llamamos Condicién de Satisfaccion, se cumple:
Mod(H)(M') IFs ¢ syss M, I sen(H)(p).

Definicién 396 Sea I' un conjunto de X —sentencias. Entonces, definimos
Mod(X,T) como el subconjunto de Mod(X) determinado por todos los modelos
M € Mod(X) tales que satisfacen todas las sentencias de T', esto es, M IFy
@ para cada @ € T'. Podemos ahora definir una relacion entre conjuntos de
sentencias y sentencias —que denotamos = — del siguiente modo:

F'kEs e syss Mlkg ¢ para cada M € Mod(2,T)
Definicién 397 Sean las instituciones
S = (Sign, sen, Mod,IF) y ' = (Sign’,sen’, Mod',I')
Entonces, un mapa de instituciones
(®,0,8): S — &
consta de una transformacion natural
«: sen = sen’ o @

un functor a—sensible
&:Th — TH

entre las categorias de teorias de S e &', y una transformacion natural
B: Mod' o ®°P = Mod
tal que para cada
Y € Sign,p € sen(X) y M’ € Mod (®(%,0))
se cumple la siguiente propiedad:

Mg @s.0y) IFale) syss Bis g (M) IFs ¢
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15.3. La Légica Modal Proposicional S4

Dada la similitud de objetivos entre este planteamiento y el de mi libro [6],
parecfa natural establecer vinculos. En [3] se realiza un primer esfuerzo para
construir un puente entre sendos planteamientos, que permita la comunicacion
de resultados ya establecidos en ambas orillas. Lo que hicimos en ese articulo fue
centrarnos en una de las légicas que habian sido satisfactoriamente traducidas
a la multivariada, el sistema S de Lewis.

En primer lugar, definimos el aparato semédntico de la 16gica modal S4 como
una institucion

(Signpar, Modpyr, senpag, IF)

A tal efecto se define la categoria de signaturas modales proposicionales, que de-
notamos Signpys y que tiene signaturas modales proposicionales como objetos
y morfismos de signaturas modales proposicionales como morfismos; la compo-
sicién y la identidad en Signpys se expresan como composicién de funciones
y la funcién identidad, respectivamente.

¢ Cuales serdan los modelos propios de esa ldgica?

Un Y—modelo de §4 es bdsicamente un modelo de Kripke cuya relacién de
accesibilidad es reflexiva y transitiva.

Se requieren también los functores

Modpyy : Signpyy — Set?

senpy : Signpy — Set

Para la introduccién del concepto de verdad en un modelo de Kripke seguimos
el procedimiento habitual, lo que nos lleva a establecer, por induccién sobre ¢,
que para todo morfismo H :Y¥ — ¥’ y ¥ —modelo M’,

Modpar(¢)(M') IFs ¢ syss M s senpar(@)(p)

Por lo tanto asi se presenta a la légica S4 como una institucién.
A continuacién expongo algunos de los detalles de esta definicién.

Una signatura modal proposicional Y es la unién de dos conjuntos disjuntos
de signos que llamamos proposiciones atémicas

P={P,In>0}

y el signo para lo falso; {L}.
Un morfismo de signaturas modales proposicionales H, desde una signatura
Y a una signatura Y’ es una funcién

f:u—Y

tal que f(L)= L.
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Definicién 398 Sea X una signatura modal proposicional. Entonces, un -
modelo de Sj consiste en: (1) un conjunto no vacio W, llamado el universo de
estados o mundos; (2) una relacion binaria R, R C W x W, que es reflexiva
y transitiva; y (3) una funcion

V¥ — p(W)
que asigna un conjunto de estados a cada proposicion atémica y tal que V(L) =0

El functor
Modpy : Signpyy — Set?

envia cada signatura ¥ a la clase Mod(X) de todos los X—modelos, y cada

morfismo de signaturas
H:Yx—Y

a la funcién
Modppy (H) : Mod(X") — Mod(X)

que envia cada Y'—modelo

(W, R, V)
al Y—modelo

(W,R,V)

tal que
W=W R=R'yV=V:H

Una Y —férmula ¢ es un elemento del conjunto “carrier” del dlgebra libre
senppr(X) que tiene como generadores los elementos de ¥y cuya signatura
estd constituida por los operadores prefijos unarios —esto es, =, ¢ y 0 —y
por los operador infijos binarios —esto es, V, A, — y < —.

El functor

senpy : Signpy — Set

envia cada signatura X al conjunto senpp/(X) de todas las ¥—férmulas, y
cada morfismo de signaturas

H: Y —Y

a la funcién
senpy(H) : senppr(X) — senpp(X')

inducida por H.

Sea ¢ una X—férmulay M = (W,R,V) un X-—modelo. Entonces,
M(p) es el conjunto de estados o mundos en los que ¢ es verdadero, y se
define como en la seccién 8.2.2.

Un Y¥—modelo

M=(W,R, V)

satisface una X —férmula ¢ siy sélosi M(p) = W. En este caso, escribimos
M H—E .
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Por induccién estructural sobre ¢, se puede demostrar que para todo mor-
fismo H:Y — ¥ y X'—modelo M/,

Modpp (H)(M') ks ¢ syss M Ikbsr senpa(H) ()

Por lo tanto,
<Sigan, MOdpM, SENPM, “‘>

define la l6gica S4 como una institucién.

15.4. El Mapa de Instituciones PM 54 — FOEQ

Se define un mapa de instituciones entre la l6gica proposicional modal S4
y la légica multivariada. La funcién

alp,u) =VuT RANS(p,u)

—vpara la funcién TRANS se usa la de la seccién 13.4.1—
define una transformacion natural.
Se precisa asf mismo de un functor A que envia:

1. cada teorfa modal proposicional (X,I') a una teoria multivariada de
primer orden integrada por el conjunto MODO(S4)s. y las traducciones
de las férmulas de la teoria (X,T)

2. cada morfismo de teorias modales proposicionales a un morfismo de teorias
multivariadas de primer orden

Si anadimos a lo anterior la conversién de estructuras, CON V53, el resultado
es un mapa de instituciones.

Estos son algunos de los detalles del mapa de instituciones entre la logica
proposicional modal S4 y la légica multivariada?.
El functor
AV Signpy — Signrorg

envia:
= cada signatura modal proposicional 3 a la signatura heterogénea
Q= (S, 71,I)

tal que S = {0,1}, T es una familia de conjuntos vacios y II es la
familia formada por los conjuntos

I =X — {1}, Ihio={e}, O ={S, =1}, Ho ={=0}

2Para la definicién de la instituciéon FOEQ), ver Ejemplo 67 en [4].
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= cada morfismo de signaturas modales proposicionales H : ¥ — Y/, al

morfismo
AY(H) = (Hy, Hy, H3) : A%(%) — A9 (X))

tal que H; y Hs son las funciones identidad y H3z = H para todos los
predicados en II; y la funcién identidad para el resto de conjuntos de
predicados.

La funcién
o senppy(X) x {u} — senpopy (A% (X))

tal que para toda ¢ € senppy(X) y u una variable individual de la 16gica

multivariada,
a(p,u) =VuT RANS(p,u)

define una transformacion natural
ot SEnpy = SeNFoEg © A

El functor
A ThpM — ThFoEq

envia:

= cada teoria modal proposicional (X,I') a la teoria heterogénea de primer

orden
(A%(%), MODO(S4)s U ("))

—Para la definicién del conjunto MODO(S4)s ver la pagina 350, o
consultad [6]—

= cada morfismo de teorias modales proposicionales
H: (2 T)— (¥,1)
al morfismo de teorias heterogéneas de primer orden
A(H) = A%(H) : A(S,T) — AX,T)
La familia de funciones CONV3, tal que para cada (X,T) € |[Thpa|,
CONVay, 1 Modpop(A(S,T)) — Modpy(E,T)

envia cada A(X,T')—modelo (A, p,v) aun (Z,T)-modelo (W, R, V), tal que
W =A4;, R=v(S),y V(P)=wv(P), es una transformacién natural.
(Lema 4.5.2 en [6].) Para todo

Y € Signpm, ¢ € sen(X) y M € Modrorq(A(X,0))
se cumple que:
MFpo gy alp) syss CONVy .\ (M) IFs ¢
Por tanto, (A, o, CONV3) define un mapa de instituciones: PM S4 — FOEQ.
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15.4.1. El Teorema de Representaciéon para PM 54

En el capitulo 13 presento un plan general para definir correspondencias entre
l6gicas que tienen como objetivo arrastrar ciertas propiedades desde la légica
marco a la légica objeto de estudio; por ejemplo, enumerabilidad, compacidad
y Lowenheim-Skolem. El siguiente lema relaciona mapas de instituciones con
correspondencia entre ldgicas.

Lema 399 Sean
& = (Sign, sen, Mod, )

Q' = (Sign, sen’, Mod', )

instituciones, y sea (®,a,8) : § — ' un mapa de instituciones tal que
para cada X € Sign, ﬂ(z’@) es una funcion epiyectiva. Entonces, para cada
Y € Sign, ¢ € sen(X), se cumple que: (Teorema de representacion)

0’ ):sz'gn’(@(il,@)) aZ(@) SYss |:E 2
donde (' es el conjunto de aziomas de la teoria ®(%,0).

De hecho,
(A, o, CONV,) : PMS4 — FOEQ

define una correspondencia en el nivel del teorema de representacion.

Comentario 400 Vimos [13] que hay tres niveles de correspondencia entre
légicas: (1) teorema de representacion, (2) teorema principal, y (3) equivalencia
de cdlculos. El lema demostrado en [3] para mapas de instituciones establece
el nivel de correspondencia entre ldgicas del teorema de representacion. Es de
esperar que estos resultados puedan mejorarse en investigaciones futuras.
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Capitulo 16

Sistemas Deductivos
Etiquetados

16.1. Introduccién

Gabbay se propone demostrar que la légica cldsica puede usarse como sistema
universal, al menos desde el punto de vista de la teorfa de la prueba: existe un
algoritmo que traduce casi cualquier légica a légica clésica.

Considera que la tinica forma de responder de forma convincente a la cuestion
sobre la universalidad de la 16gica clésica es investigar cuidadosamente cémo ac-
tida y cuales pudieran ser los procedimientos de traduccién. Su conclusién es que
aunque sea ésta —incluyendo claramente en ella a la multivariada, y plantedn-
dose si también hacerlo con la de segundo orden— matemédticamente adecuada,
queda por resolver si es “natural” y si los mecanismos de razonamiento se adap-
tan bien a los campos respectivos. Su consejo es usar légicas especializadas para
mantenerse proximo a las aplicaciones, pero sacrificarlas desde el punto de vista
computacional y usar la maquinaria cldsica para el “trabajo pesado”. Hay tam-
bién un compromiso con el razonamiento hibrido, que resulta de la combinacién
de l6gicas.

Pese al conservadurismo que podria sugerir esta declaracién de principios, lo
que hace es construir un marco légico mas flexible y préximo a las dreas de apli-
cacion, investigando primero las necesidades que dichas aplicaciones suscitan.
Olvidando el tema de la comparacién entre 16gica cldsica y no clasica, desarrolla
una légica nueva, que segin él atna las ventajas de la légica clasica y de la
no-clésica.

A partir de una serie de “experiencias de laboratorio”, desarrolla un sistema
mejor. Este sistema se traduce a légica clédsica y su traduccién preserva, hasta
cierto punto la naturalidad. Gabbay considera que para poder presentar a la
l6gica clasica dentro de una pluralidad de légicas necesitamos una nocién de
qué es la ldgica muy amplia, completamente general. Para ello propone el sis-
tema de los LDS y muestra c6mo unifica y sirve de marco para otras légicas,

379
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especialmente cémo se resuelve para el caso del cdlculo Lambeck y para la ldgica
temporal.

Su idea m4s revolucionaria es que la diferencia entre sistemas reside en el
metalenguaje: la mayor parte de las logicas estdn basadas en modus ponens, las
reglas de cuantificadores son las mismas; asi que se distinguen en ciertos aspec-
tos de su teoria de la prueba o de su semdntica que se establecen desde fuera. Si
se encontrase una légica en la que las peculiaridades metalingiiisticas se cifrasen
en el lenguaje objeto —para ser recogidos en un cdlculo— podriamos razona-
blemente esperar que ésta fuese un marco general. El que aparentemente mejor
resuelve los problemas planteados es el de los sistemas deductivos etiquetados,
LDS.

Para apoyar su argumento se propone hacer dos cosas:

1. Mostrar que casi cualquier sistema légico puede presentarse de forma na-
tural como LDS.

2. LDS se traduce a ldgica clésica de forma natural.

sFs de calidad la traduccion?

Una posible objecién es la siguiente, la propia légica cldsica se traduce tanto
a légica intuicionista, como a légica lineal; incluso a modal. ; Por qué preferimos
la clasica?

La fuerza del argumento descansa en los resultados siguientes:

= (Casi cualquier 16gica puede traducirse a légica clédsica

= Algunas légicas poseen requisitos funcionales que reciben mejor trata-
miento al ser traducidas

= Algunos de estos requisitos sélo se explicitan al ser traducidos

Resumen 401 La motivacion de Gabbay al crear los Sistemas Deductivos
Etiquetados (LDS) era la de encontrar un concepto de ldgica que permitiera
el paso de un sistema légico a otro de forma natural y siguiera patrones prede-
finidos de variacion. Se trataria de establecer un marco en el que los aspectos
computacionales de la l6gica fueran lo relevante, asi como de dar cuenta de las
diferentes técnicas de la tradicion légica de forma simple y global.

16.2. ;Qué es un Sistema Légico?

Gabbay empieza proponiendo una respuesta simple, que se va concretando,
enriqueciendo y detallando. Para comenzar, un sistema légico es una relacién
de consecuencia entre conjuntos de férmulas. Por ello podemos entender toda
relacién entre conjuntos de férmulas de la forma A i~ T que se defina mate-
méaticamente y que satisfaga los requisitos de reflexividad, monotonia y corte.
Sus pares se pueden generar semanticamente, de manera conjuntista o mediante
un algoritmo.
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Para esto 1ltimo hay distintas opciones: podemos generar primero el con-
junto de los teoremas 16gicos {A | @ i~ A} mediante un procedimiento axio-
madtico (por ejemplo, en el cdlculo de Hilbert) y a partir de ellos el de los pares de
la relacién 1~ . También podemos generar directamente los pares de la relacién;
es decir, todos los de la forma

{AT) |A~T}

mediante un calculo tipo Gentzen. O utilizar cualquier otro procedimiento de
prueba.

Como punto de partida propone una definicién provisional, para la que con-
creta los apartados siguientes': (1) Un lenguaje formal L, (2) La relacién de
consecuencia A i~ T y (2) Una seméntica para L.

Un sistema deductivo S, no es otra cosa que un modo de generar i~ .

Puesto que Gabbay concede especial importancia al procedimiento deduc-
tivo, una légica no viene determinada simplemente por la relacién i~ sino que
se precisa entender también su peculiar modo de obtencién de los pares de la
relacién de consecuencia; asf podriamos definir una légica como un par: (i~, S,..)

El paso siguiente se da al observar que el razonamiento humano no es es-
tatico, que agrega continuamente nuevos argumentos y que tampoco es mono-
ténico. Ello le lleva a elaborar su primera idea de un sistema deductivo etique-
tado, concebido como marco en el que desarrollar l6gicas. Se separa claramente
del planteamiento tradicional cuando permite que los argumentos se sumen; esto
se puede hacer en los LDS. Ahora se podria definir

Légica = LDS + ciertos mecanismos

Sistema Légico como Relaciéon de Consecuencia

Para definir un sistema 16gico se introduce su lenguaje L; es decir, su alfa-
beto, sus reglas de formacién de férmulas y como resultado de ello, el conjunto
de sus férmulas. A continuacion se pasa a definir la relacién de consecuencia de
esa légica, usando la notacién

A~ Q

para indicar que “Q) se sigue de A en la légica L
De acuerdo con lo anteriormente planteado, la relacién de consecuencia cum-
ple:

1. Ai~Q, si Q€A —reflexividad—

N

A~ Q= A,Al 1~ (@ —monotonia—

3. Ai~mA; AVJAi~Q = A~ (@Q —corte—

ISe expuso con algo mas de detalle en la pagina 329.
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La relacién de consecuencia se puede definir explicitamente —es decir, me-
diante un sistema algoritmico, S,.— o implicitamente —enunciando como pos-
tulados las propiedades que debe cumplir 1~—

Si pensamos que A es una base de datos y () una pregunta, entonces la
reflexividad se interpreta diciendo que se obtiene respuesta a toda pregunta cuya
solucién esté en la base de datos. Monotonia indica acumulacién de informacién
y la regla del corte indica que se pueden usar lemas intermedios.

Tomando a @ como conjunto, lo anterior se generaliza asi:

1. A~T, si ANT # @ —reflexividad—
2. Ai~I'= A,A7i~T —monotonia—

3. Ai~A; AJA~T = Ai~T —corte—

Puesto que estas nociones son monoténicas y la I.A abandona este principio,
muchos de los sistemas sélo coinciden en reflexividad restringida; es decir, en la
regla A 1~ A. También, en ocasiones, se restringe la monotonicidad

A~A; A~B
AA i~ B

Sistemas Légicos como LDS

Una l6gica se habia definido como un par (i~, S.) donde I~ es una
relacién de consecuencia estructurada —pudiera no ser monoténica, pero cumple
alguna version restringida de identidad y de corte— sobre un lenguaje L; S, es
ahora un LDS.

Un sistema LDS es una tripla ordenada, (L, A, M), donde L es un
lenguaje l6gico, A es un dlgebra de etiquetas y M es la disciplina de etiquetado
de férmulas de la 16gica. Contiene dos tipos de reglas: las de deduccién y las de
distribucién y propagacion de etiquetas.

Ejemplo 402 L : lenguaje de primer orden, ldgica cldsica. A : etiquetas gene-
radas con las constantes y variables del lenguaje usando functores (por ejem-
plo, t1(y), ta(z,y), etc). Las formulas y las etiquetas comparten variables. Se

forma con ambas las unidades declarativas que son de la forma ti(y) :
JxA(z,y), ti(a): FxA(z,a)

16.3. Lenguaje de LDS

La definicién precisa de estos sistemas deductivos etiquetados es como sigue:

Definicién 403 Partimos de un lenguaje de primer orden, cuyos signos pecu-
liares constituyen la familia A = (A, Ry,....Rk, f1,.., fm) donde A es el
conjunto de términos del dlgebra, que incluye variables y constantes; cada R; es
un relator i—ario y cada  f; es un functor j—ario. Los elementos de A son
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etiquetas atémicas, con los functores se generan mds etiquetas y los relatores les
otorgan una cierta estructura.

Un diagrama de etiquetas es un conjunto M que contiene los elementos gene-
rados a partir de A usando functores y las féormulas atdmicas £R(t1,...,tx), donde
cada t; € M vy el relator R es del dlgebra

Sea L wun lenguaje de primer orden que contiene las conectivas #1,... 4, de
diferentes ariedades, con cuantificadores y con los mismos términos atémicos
que el dlgebra.

Definimos los conceptos de unidad declarativa, base de datos y etiqueta asi:

Definicién 404 FEtiquetas: Atomicas, t € A. De forma general todas las que
se forman recursivamente a partir de A wusando los functores fi,..., fm.
Formulas: las formulas de L

Unidad declarativa: es un par de la forma t: B donde t esuna etiqueta
y B es una formula.

Base de datos: Son unidades declarativas o de la forma {(a, M, f) donde
M es un diagrama finito; a € M es una etiqueta singularizada y ; £ asocia a
cada etiqueta t de M o bien una base de datos o un conjunto finito de férmulas.
(Esta clausula es recursiva. Una base de datos simple se obtiene siempre que la
funcion f asocie a cada etiqueta un conjunto finito de férmulas.)

Una vez definido LDS se pasa a justificar su adecuacién como “lingua
franca”, lo que hemos venido llamando marco unificador.

¢ Qué es un marco unificador? Como ya dije, hay reducciones que no reciben
tal consideraciéon. Ciertamente toda légica puede ser simulada mediante una
maquina de Turing. ; Vale esto como marco unificador? En nuestro caso, jusamos
las etiquetas para que emulen maquinas de Turing? La respuesta es que aunque
se trate de caracterfsticas del metalenguaje, las etiquetas no actian en ese nivel,
lo hacen directamente sobre el lenguaje objeto. Ademds, hay varias restricciones
sobre el uso de LDS. En especial:

1. Sélo se usan reglas de inferencia cldsicas: modus ponens y una versién del
teorema de la deduccion.

2. La distribucion de etiquetas obedece reglas fijadas para toda légica, pero
aunque el formato sea fijo, permite variaciones de detalle que hacen que
incluso la regla de modus ponens se restrinja para ciertas légicas.

3. Las variaciones entre légicas que se producen en el metalenguaje aqui se
expresan en el lenguaje objeto, en el mecanismo de etiquetado.

Resumen 405 Un sistema LDS es una tripla ordenada,
(L, A, M)

donde L es un lenguaje l6gico, A es un dlgebra de etiquetas y M es la dis-
ciplina de etiquetado de formulas de la l6gica. Contiene dos tipos de reglas: las
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de deduccion y las de distribucion y propagacion de etiquetas. LDS  supone
también el concepto de base de datos. Las unidades declarativas estdin forma-
das por formulas y etiquetas; estas ultimas aportan informacion extra sobre la
formula que no estd codificado en ella. De hecho, las etiquetas funcionan como
un sistema de control de las manipulaciones simbdlicas a las que sometemos
a las formulas en un proceso deductivo; guardan memoria de lo acontecido en
el mismo. Las formulas etiquetadas aparecen en bases de datos que, a su vez,
pueden estar etiquetadas, lo que permite que puedan intervenir en el proceso
deductivo. Las bases de datos pueden representar varias cosas: por ejemplo, un
supuesto transitorio utilizado en una inferencia del cdlculo de deduccion natural
para légica cldsica, o los mundos de la légica modal o los estados de una mdquina
en ldgica lineal, etc. El uso reglado de las etiquetas y lo que en ellas hayamos
cifrado distingue a una ldgica de otra.

16.4. Demostraciones en LDS
En LDS se sustituye el concepto de prueba tradicional
By,...B,FC
por el de prueba de férmulas con etiquetas
t1:By,..,tp, : B, Fs:C

Mientras que en la légica tradicional las reglas de deduccién se definen para
férmulas, en LDS se toman en consideracién tanto ellas como sus etiquetas.
Tenemos reglas para manipular las etiquetas, de forma que es ahi, en el dlgebra
de las etiquetas en donde residen las caracteristicas del metalenguaje responsa-
bles de las diferencias entre légicas; las reglas de las férmulas se reflejan en el
lenguaje objeto.

Ahora caracterizamos a un sistema l6gico como a un par (i~, LDS,.) donde
I~ es una relacién de consecuencia entre A, una base de datos etiquetada y uni-
dades declarativas t: A y LDS,. es un sistema algoritmico para calcular la
relacién anterior.

Retorno a la légica original

Antes habldbamos de que un sistema légico es un par (i~, S.) donde
I~ es una relacién de consecuencia que verifica Identidad y corte quirirgico y
S~ un algoritmo para calcularlo. Ahora se ha reelaborado el concepto, se han
introducido los sistemas deductivos etiquetados, ;Cémo rescatamos el concepto
antiguo (i~, S..) a partir del nuevo (i~, LDS,.)? Es decir, debemos ahora
anadir a nuestro sistema LDS la posibilidad de eliminar las etiquetas; a este
proceso le denominamos compresion.

Ejemplo 406 (Ldgica lineal y de la relevancia). Considerad un lenguaje propo-
sicional que sdlo contiene el signo — Como regla tenemos modus ponens MP y
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deducciéon TD. Tenemos un conjunto de etiquetas: {ay,as,...}. Desde el punto
de vista de un probador de teoremas, la regla de modus ponens no deja de ser
del lenguaje objeto. Por lo tanto, una demostracion de

F(B—A4) = (A= B)— (A= B))

podria hacerse de esta forma:

supongamos que ay: B — A y demuestra que ((A — B) — (A — B)). Asume
que as : A — B y demuestra que A — B. Asume que az: A y demuestra
que  B. El problema se plantea asi:

Supuestos

1.- a1:B— A

2.- as: A— B

3.- as A

Deduccion

4.- asas : B MP 2y38
5.- ajasas : A MP 4yl
.- asaiasas : B MP 5y2
7.- asaias : A — B T™D 38y6
8.- azay : (A— B) — (A— B) TD 2y 7
9.- ay:(B—-A)—-(A—-B)—(A—B)) TD 8yl

16.5. Semantica

No se puede concluir sin mencionar al menos la semdantica. El punto de
vista tradicional, tanto para la cldsica como para la intuicionista o la modal, es
introducir el concepto de clase de modelos y el de evaluacién de las férmulas.
Es decir, tenemos una clase 91 de modelos y definimos m |- A para cada
modelo m € MM (validez de A en 9M). Sino entramos en el detalle de los
modelos ni de cémo se evalian las férmulas, lo inico que podemos decir es que
con cada m se asocia una funcién que a cada férmula le asigna un valor en
el conjunto {F,V}. Decimos que una légica 1~ es completa respecto de una
clase M de modelos si se verifica lo siguiente:

A~ B syss paracada meM: (ml-F A= ml- B)

La semantica de Gabbay, por el contrario, se incluye en los propios mecanismos
de LDS y pasa a formar parte de la sintaxis. Esto se puede hacer de forma
simple en el caso de la 16gica modal, donde las etiquetas denotan mundos posibles
y las reglas reflejan la seméantica de las férmulas. Esto lo vimos claramente en el
calculo modal de tableaux en la seccion 8.8, por estar mds pegado a la seméntica
de las férmulas.

& Qué se necesita para establecer de manera meramente sintdctica las caracte-
risticas de la semdantica? ;Qué reemplazard a los modelos, a las interpretaciones,
al propio concepto de completud?

Definicién 407 Semadntica sintdctica. Sea i~ una relacion de consecuencia
y sea R wuna clase de relaciones de consecuencia, no necesariamente en el
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mismo lenguaje. Para cada 1~*€ R sea k.~ una interpretacion de i~ en

*

I~* . Esto incluye un mapa que traduce el lenguaje propio de 1~ al de 1~* que
ademds es un homomorfismo; es decir se cumple

A~ B implica A" \~* B* (aqui A* es k.~(A) ylo mismo B*)
Decimos que 1~ es completa para (R,k) syss para cada 1~*€ K, A* 1~* B*

Ejemplo 408 Las siguientes pueden considerarse interpretaciones semdnticas
en el sentido de Gabbay

1. La interpretacion de Boolos y Solovay de la légica modal G (incluye el
azioma de Léb) donde A significa “A es demostrable en la aritmética”

2. La interpretacion de la légica modal en la cldsica

Para justificar y motivar su seméntica Gabbay presenta a la tradicional de
esta forma.

Definicién 409 Sea L un lenguaje proposicional; por ejemplo, modal con O o
mtuicionista con — .

1. Un modelo adecuado a L es una funcion s que asigna un valor en
{F,V} a cada férmula de L

2. Una semdntica & es una clase de modelos

3. Sea A wun conjunto de férmulas y A wuna férmula. Decimos que
A Fg A syss para cada s € &: si s(B) =V para cada B €
A entonces s(A) =V

Gabbay afirma que este concepto de seméntica es suficiente para caracterizar
cualquier relacién de consecuencia i~ entre conjuntos de férmulas A (puede
ser @)y cualquier férmula A que satisfaga reflexividad, monotonicidad y corte.
Por consiguiente, para cada 1~ existe un & tal que I~ equivale a Fg .

A la seméntica & se le puede proporcionar més estructura, siempre en fun-
cién de sus conectivas. Por ejemplo, se puede usar una relacién binaria definida
asi:

t <s syss para cada A:t(A) <s(A)
Se pueden definir otras relaciones sobre &; por ejemplo, para la 16gica modal
definimos:

(t,s) € R syss paracada A de L:t(0A)=V=s(OA)=V
O se pueden postular conexiones entre valores,
t(0A) =V syss Vs((t,s) € R=s(4)=V)
Para la l6gica intuicionista se introduce la siguiente condicién:
t(A— B)=V syss Vs(t <s&s(Ad)=V=5s(B)=V)

La naturaleza de lo que esta sucediendo aqui se explica muy bien usando la
traduccién a la l6gica cldsica, que veremos en la siguiente seccién.
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Conclusién 410 Finaliza Gabbay su presentacion de los LDS compardndola
con la logica cldsica: el camino entre ambas es de ida y vuelta.

= Todo sistema LDS se puede traducir a la ldgica cldsica bivariada. Una
de las variedades lo serd para el dlgebra de etiquetas. La traduccion de
t: A es A*(t). Este es exactamente el procedimiento que sequimos en la
traduccion de la l6gica modal. De esta forma el apoyo de la tesis de la uni-
versalidad de la l6gica cldsica viene dado por la generalidad de LDS y su
papel unificador; no se necesita, seqgin Gabbay, una interpretacion semdn-
tica de la traduccion. La eleccion del dlgebra de etiquetas para representar
a la ldgica fue aqui lo verdaderamente determinante.

» Fsinteresante serialar que a su vez la [dgica cldsica puede presentarse como
un LDS de forma no trivial. Tomad un predicado cualquiera de la ldgica
clasica; por ejemplo, Q(x,y,z) e imaginad una teoria cldsica T para €.
Puede que al examinar los modelos en sentido cldsico de T encontremos
ciertas reqularidades, algunos elementos destacados que nos permitan des-
cribir mejor Q. Nos puede ayudar escribir x : Q*(y,z) en vez de
Q(z,y,z) y establecer asi semdnticamente esta estructura. Este proceso
es el inverso del de traduccion y lo que interesa es hacer hincapié en las
propiedades semdnticas de x. Las x—etiquetas se manipulardin sepa-
radamente, siguiendo los dictados de la teoria de modelos y el resultado
podria ser una nueva teoria de la demostracion para T mds explicita.
Esto significaria una reformulacion de T desde LDS.

Termina diciendo que podemos prescindir de la semédntica entendida en los
términos de la teoria de modelos. Segiin su criterio, puede ser sustituida por una
correcta traduccién. Dados dos sistemas L1 y Lo decimos que Ly puede ser
usado como semadntica para L si el iltimo puede ser traducido correctamente
a Lo. De esta forma lo que corresponderia a un teorema de completud seria el
teorema de adecuacién de la traduccién (nuestro teorema 13.4.1)

Semadnticas de esta guisa se han dado en la historia de la légica; la ya men-
cionada interpretacién de Boolos de la légica modal G en la aritmética de
Peano y todas las semdnticas operacionales que se usan en informatica tedrica.
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Capitulo 17

Recapitulemos

17.1. Fundamentos (Ldgica)

Hemos estudiado la l6gica cldsica en la primera parte de este libro; esto es,
en los cinco primeros capitulos. Alli vimos los fundamentos de la disciplina tal
y como se desarrollé bajo la presién de las necesidades de la matematica, con
el énfasis puesto en la justificacién del razonamiento atemporal y estético pro-
pio de este drea del saber. Se sentaron las bases del resto de las ramas de la
Summa Logicae, tanto de los desarrollos cldsicos, como de las diversas alternati-
vas v extensiones, que comparten cuanto menos el espiritu de rigor y precisién'
que se fragué en ese dmbito. Introdujimos la légica matemédtica en sus diversas
ramas de teoria de modelos, de la recursion y de la prueba, asi como la teo-
ria de conjuntos. Por supuesto, se pretendia presentar los resultados de manera
critica, comentada, como corresponde al espiritu filoséfico de nuestra Area de
conocimiento?, pero hemos aprovechado el espacio para hacer hincapié tanto
en los aspectos que pudieran interesar a un filésofo de la matematica, como a
un informadtico, o a un estudioso de la Inteligencia Artificial. Por ejemplo, en
el capitulo 5 dedicado a la teoria de conjuntos no nos hemos contentado con
enumerar sus axiomas y algunas de sus consecuencias, sino que hemos seguido
el ejercicio abductivo, cuasi detectivesco de Devlin y los hemos justificado por
servir de andamiaje imprescindible en la construccién de la jerarqufa de Zer-
melo, que es a mi juicio la imagen m4s satisfactoria intuitivamente del universo
matematico.

Los céalculos deductivos que hemos desarrollado con més detalle son los que
mejor se implementan y que por consiguiente despiertan un interés mayor en
la comunidad informética; a saber, los de tableaux y de resolucién, asi como
el de cldusulas de Horn. Para servir a los intereses de la I.A. se ha puesto
énfasis en el planteamiento de los razonamientos expresados en lenguaje natural

IMi tesis es que comparten algo més, que encierran a la logicidad, segin veremos al final
de este capitulo.
2 Légica y Filosofia de la Ciencia.
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y en la bisqueda de soluciones en un drbol formado sélo de hipétesis. A su vez
el concepto de computabilidad se ha estudiado ligado al concepto intuitivo de
procedimiento efectivo.

17.2. Sistemas Légicos (Ldgicas)

En la segunda parte hemos seleccionado de entre la enorme variedad de
sistemas ldgicos existentes a seis, cinco de ellos extienden a la ldgica cldsica
y el de cldusulas de Horn es una subteorfa, tratdndose en todos los casos de
l6gicas que tienen aplicaciones en filosofia, informética, matemaéticas, lingiiistica
e inteligencia artificial.

Hemos presentado con cierto detalle la 16gica de segundo orden y la teoria
de tipos —en los capitulos 10 y 11— que interesan al filésofo porque explicitan
la tensién existente entre lo que sabemos y lo que podemos probar, y lo sensible
que es la légica superior a los supuestos ontolégicos de la teorfa de conjuntos
subyacente. La interdependencia de la capacidad expresiva respecto de la de-
ductiva quedé grificamente fijada con el teorema de incompletud de la 1égica
estdndar de segundo orden, o con la recuperacién de la completud al admitir
modelos no estdndar. Viendo que el razonamiento de orden superior queda plas-
mado con naturalidad en la seméntica de modelos no estdandar, se fortalece la
intuicién de que en SOL con seméntica estdndar muchos de los resultados a ella
atribuidos nada tienen que ver con la naturaleza del razonamiento efectuado,
sino con su abigarrado envoltorio de teoria de conjuntos. La inspiracién de la
conversién de otras légicas a la multivariada parte de la prueba de completud
de la légica superior con modelos generales y asi lo expliqué en su momento, en
la pagina 343.

Dejadme citarme a m{ misma?:

Further motivation for using general models may be found in van
Benthem’s recent essay “The sources of complexity”, where the aut-
hor considers that with general semantics

“..we achieve a moral rarity, being a combination of philosophical
virtue with computational advantage,...”

In fact, when considering the arguments used in the second chapter of
this book, one can argue that the standard semantics is not logically
adequate in the sense that it does not allow all logically possible
interpretations of second order formulas as models because of the
argument posed by Németi in the following form:

“We have to be placed in a set-theoretical universe, even assuming
that there could be more than one such. Nevertheless, in the set theo-
retical universe you choose to be in, the GCH is either true or false.

3En la pagina XVI del prefacio de mi libro Extensions of First Order Logic.
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Assume it is true. Then, in every standard model for SOL the SOL
formula ¢ expressing this hypothesis is true and so ¢ is valid.
But since GCH 1is not derivable from ZFC, the result suggest that an
interpretation ¥ such that W ¢ can not be excluded as ‘logically
impossible’. So, at least one & with - - s a logical possibility
(by Paul Cohen’s classical result). But such a model is not allowed in
the standard semantics. So, we feel that the standard semantics does
not include all logically possible worlds as models (we have to think
about formulas, like GCH, which are both expressible in second order
logic and independent from Zermelo-Fraenkel set theory). This argu-
ment is reinforced by the fact that there is an inexhaustible supply of
independent formulas like GCH. In Henkin’s general semantics many
possibilities are restored as possible models; for instance, models with
or without the GCH.”

As you will see, the general model strategy is also used in modal
logic and dynamic logic. Both logics are faithfully represented by
many-sorted theories with a comprehension schema restricted to a
definable subclass of many-sorted formulas.

17.3. Tratamientos unificadores (Logicidad)
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Intentaré sintetizar mi punto de vista. Para poder comparar sistemas 1égicos
es preciso saber qué son, ello nos conduce a una disyuntiva que se concreta en

dos programas de investigacion, posiblemente convergentes:

1. Ver qué problemas intentaban resolver con la esperanza de que la “lo-
gicidad” se oculte alli*; Este proyecto se retroalimenta ya que conlleva,
ademds de la reflexién sobre el concepto de ldgica, la investigacion de
aquellas dreas de estudio emergentes del andlisis que estén necesitadas de
légicas que las comprendan y expresen de forma natural, relevante, expli-
citando mediante reglas de la légica sus raices empiricas, pero exigiendo
al producto no sélo coherencia interna —consistencia— sino todo el rigor
metodolégico y la precision matematica al que la l6gica nos tiene acostum-
brados. Por su propia naturaleza, este ambicioso proyecto se puede poner
en marcha, pero no efectuar su balance ahora, por lo que en el presente

trabajo no entra en consideracién.

2. Pasando por alto el hacer previamente la definicién comprensiva del con-
cepto, usamos como criterio demarcador el meramente extensional, —obte-
nido de la colecciéon de Handbooks— y tomamos una definicién conceptual
provisional, como herramienta de trabajo. Analizamos qué posibilidades
tenemos para comparar légicas, considerando de interés los siguientes cri-

terios:

4Bajando la escalera, junto al Aleph de Borges.
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S

— — — ~—

Propiedades matematicas de la relacién de consecuencia

(=

Equilibrio entre potencia expresiva y deductiva

o

Recursos matemaéticos precisos para su desarrollo

d) Traducibilidad a un marco comin

Asi traducidas la comparacion sera sencillamente entre teorias de una misma
l6gica. El propio concepto de traduccién y de légica marco tiene que ser esclare-
cido; hemos optado por una traduccién que permita que haya una corresponden-
cia entre todos los componentes de las légicas —modelos y cdlculo— y hemos
elegido a la légica multivariada como marco.

Reduccién de otras légicas a la multivariada

El planteamiento estd inspirado en la prueba de Henkin de completud de la
teorfa de tipos. Convertimos los modelos de la l6gica en estudio XL en modelos
extendidos en cuyos universos aparecen explicitamente todos los constructos
definibles con las expresiones de XL. Para axiomatizar esta nueva clase de
estructuras usamos la légica multivariada, de la misma forma que en la prueba
de completud mencionada. El espiritu de la correspondencia que se establece es
semdntico.

El programa se desarrolla a tres niveles, o etapas; en el primero nos de-
tenemos en la mera representaciéon de la verdad en la légica en estudio como
verdad de su traduccién en estructuras multivariadas, médulo una cierta teoria
cuya definicién constituye una parte importante del programa de reduccién; en
el segundo la equivalencia se extiende al concepto de consecuencia a partir de
conjuntos cualesquiera de hipdtesis; en el tercero se demuestra la equivalencia
del célculo de la légica en estudio con la teorfa multivariada que la simula. Pese
a su inspiracién seméntica, ya desde el primer nivel —incluso si la l6gica XL
careciera de cdlculo—, podemos usar el cdlculo multivariado para demostrar las
férmulas vilidas de la ldgica en estudio. La razén es que a partir del teorema
de representacion se demuestra facilmente el teorema de enumerabilidad para
la 16gica XL. Por lo tanto, sabemos que podremos disenar un célculo para XL,
pero también sabemos que en MSL podemos simular ese cédlculo e incluso usar
un demostrador de teoremas de MSL.

Asi que, aunque la reduccién se hubiera detenido en este nivel, los resultados
desde un punto de vista préctico serian impresionantes.

Cuando la correspondencia supera también los niveles segundo y tercero
obtenemos como subproducto los teoremas de compacidad, Léwenheim-Skolem
y completud para la légica XL.

En suma: Pretendemos una unificacién del “lenguaje mdquina” y realizar
en él todos los computos que en otro caso se harfan en una multiplicidad de
sistemas, y arrastrar las metapropiedades de la légica multivariada a los siste-
mas l6gicos en estudio. Sin embargo, mantenemos los diversos lenguajes como
“lenguaje de usuario” por ser mds naturales y adaptarse mejor a sus respectivos
dmbitos de estudio.
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Otros planteamientos unificadores

Hemos estudiado otros planteamientos unificadores; a saber, el de las légicas

generales —en el capitulo 15— y el de los sistemas deductivos etiquetados —en
el capitulo 16.

1.

El analisis llevado a término en el primer caso es supraestructural, lo que
quiere decir que se sitia a un nivel de abstraccién muy elevado. No nos
extrana: la 16gica subyacente es aquf la teoria de la categorias, que ocupa
un nivel de abstraccién superior al de la teoria de modelos que, a su vez,
olvida la naturaleza de los objetos de la “realidad matemdtica” inmediata
—numeros naturales, reales, etc.— y estudia las relaciones entre ellos. Una
conceptualizacién de este tipo es matemédticamente muy poderosa, pero
necesariamente més alejada del significado de las férmulas.

En el segundo caso la maquinaria que se pone en funcionamiento es funda-
mentalmente sintéctica y a ella revierte la seméntica. Se trata igualmente
de una herramienta muy poderosa y de aplicabilidad en sistemas extraor-
dinariamente diversos.

No deja de ser curioso que tanto cuando se utilizan en la traduccién crite-

rios semdnticos, como cuando son supraestructurales o sintdcticos el resultado
obtenido sea el mismo.

¢No serd que la “logicidad” equivale a la traducibilidad a ldgica clasica?



