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1. MOTIVACION.

Se llama logica intuicionista a la amplia familia de sistemas formales que codifican €l
razonamiento constructivo. Una prueba es constructiva cuando ofrece un procedimiento
reglado o algoritmico para“construir” o calcular explicitamente su resultado. Antes de
ofrecer definiciones precisas de estos términos, consideremos intuitivamente algunos

gjemplos. Una lectura de El Quijote nos asegura que del enunciado
Q) Dulcinea es una mujer

tenemos una demostracién (informal) que apela a las definiciones contenidas en € libro.

Sin embargo, del enunciado:
2 Dulcinea tiene un nimero primo de pecas 0 no lo tiene

no tenemos informacién alguna que nos permita asertarlo ni negarlo. Si (2) se considera
una instancia de |a tautol ogia clésica AUDA, entonces (2) puede considerarse verdadero.
Considerémoslo verdadero. Con ello no hemos ganado informacién alguna acerca del
nimero de pecas de Dulcinea. Nos hemos asegurado de la verdad de (2), pero no de su
demostrabilidad. Desde el punto de vista constructivo, su verdad no es unarazén suficiente
para asertar (2): solo informacion pertinente acerca de Dulcinea—no acercade “0” ni acerca

de “no”- permitira asertar (2).



Consideremos ahora €l siguiente razonamiento matemético informal. Hay dos nimeros

irracionalesay b tales que al es un ntimero racional. Prueba: €22 esracional o no lo es.

Si esracional, seaa=b=CP, y d teorema se cumple. Si esirracional, sea a=(2%, b=CP.
Entonces ab =2, y el teorema también se cumple. Por tanto, el teorema se cumple en todo
caso.

Esta prueba no es constructiva porgue no establece su resultado para un valor especifico de
a(b) y no demuestra que (P2 esirracional (ni naturalmente demuestra que es racional). El
teorema sin duda es verdadero s o es € enunciado “x esracional 0 X no esraciona” (en
generd, s 1o es AUZA). Concedamos que el argumento establece la verdad de su
conclusion. La cuestion es que el argumento no establece la demostrabilidad (constructiva)

de su conclusion.

L os dos casos sefialados son g emplos que muestran que apelar a principio de tercero
excluido (AUGA) carece de justificacion constructiva en ausencia tanto de una prueba tanto
de A como de DA. Desde un punto de vista més general, s se trata de demostrar:

A
es falaz limitarse a afirmar :

Esverdad A
y esinsuficiente el hecho que:

Esverdad A

Esto es, la verdad de A no prueba A. La operacion clésica de consecuencialdgica no esta
concebida para reflgjar este estado de cosas, yaque “A” y “Es verdad A” son clasicamente
equivalentes. Mientras que A es consecuencia clasicade G syss A es a menos tan

verdadero como G en cuaquier interpretacion de ambos, agui nos importan relaciones de

consecuencia que preserven demostrabilidad y no verdad, de manera que G |=A syssen

cualquier interpretacion de G en la que sea demostrable, también A es demostrable.



Obsérvese que € tipo de razonamiento no constructivo gjemplificado arriba en absoluto
resulta extraordinario ni marginal. Por el contrario, relevantes teoremas en distintas areas de
la matematica se demuestran de manera no constructiva. El teorema del supremo es un
gjemplo notable, como lo son los lemas de Konig, Zorn, o Lindenbaum y en general los
teoremas equivalentes o implicados por el axioma de eleccién. Llamamos constructivos no
a resultados (teoremas) sino a pruebas (argumentos). De manera gue un mismo resultado
puede eventual mente tener tanto demostracion constructiva como no constructiva. Las
|6gicas intuicionistas o constructivas en genera pretenden solucionar problemas como los
siguientes. ¢qué tipos de razonamientos son constructivamente validos? ¢gqué teoremas son
demostrabl es constructivamente? ¢existen procedimientos automaticos para reproducir

cualquier inferencia constructivamente valida?

2. FUNDAMENTOS PROPOSICIONALES: NEGACIONES CONSTRUCTIVAS.

Desde un punto de vista proposicional, la clave de las |6gicas constructivas esta en la
negacion. Supongamos que estamos en una situacion a en la que pretendemos evaluar la
proposicion JA. Si por “evaluar” entendemos asignar un unico valor de verdad del
conjunto {v,f}, entonces la negacion clésica o booleana es paradigmaticamente simple: JA

esverdadero en a (alcA) syss A no esverdadero en a (alicA). Esto es:
(negacion clésica)  ab@A U alA

Ahorabien, s € valor semantico que nos importa en A no es su verdad bivalente, entonces

el postulado anterior pierde su sentido. En particular, no diremos que la situacion a contiene

informacion suficiente para garantizar @A siempre que no contenga informacion suficiente

como para garantizar A. Dado que los recursos de cualquier sistema son en general
limitados, del hecho que en un estado a no se verifique A (ad;A), no concluiremos en

general que en tal estado se verifica JA (adiJA).



El contenido informacional de los enunciados negativos es inespecifico en e sentido
siguiente: en general no es reemplazable por un Unico enunciado positivo con e mismo
contenido. Asi por gemplo, Si careciésemos de negacion y quisiera convencer a alguien de
su error a creer que mis calcetines son blancos, podia sin duda convencerle de que son
verdes. Pero entonces solo esta convencido de que son blancosy verdes. Se requiere
adicionalmente algun expediente para excluir informacion, ademés de acumularla. Por este
motivo los sistemas formales puramente positivos son expresivamente pobres (aunque
ideales desde un punto de vista estrictamente constructivo).

Sea® lacongtante clasica de laimplicacién material, y sea”™ unaletra constante afladida al

lenguaje formal. La negacion positiva de cualquier proposicion A es la prueba constructiva

de que implica materialmente * -
(negacion positiva)  ad@A U alA® »

El simbolo @ de la negacidn es entonces introducible o eliminable de acuerdo ala

convencion: JA=g4A® A

Laimplicacion material esla® clasica, de manera que toda la divergencia arriba propuesta
respecto alalogica proposicional clasica[Cp] proviene de la negacién. Recordamos que la
|6gica proposicional clasica puede axiomatizarse con Modus Ponensy 1os esquemas
siguientes:
cp®

Al.A® (B® A)

A2. (A® (B®C))® ((A® B)® (A® C))
Cp?

(Cp?). (TA® ZB)® (B® A)

Los axiomas implicativos A1y A2 son axiomas constructivamente validos y seran por

tanto axiomas de la légica intuicionista. Llamemos Cp® a conjunto de todas |as instancias
de substitucion de teoremas deducidos de { A1,A2,MP}. El resultado de afiadir (negacion



positiva) aCp® nos muestra el conjunto de tesis negativas cuya validez es puramente
implicativa (depende exclusivamente de A1, A2).

Por eemplo, (B® A) ® (DA® @B) es un teorema de Cp® +(negacion positiva), ya que lo
es (BR A)® ((A® *)® (B® ")), que no es sino unainstancia del teorema de Cp® :
(B®A)® ((A® C)® (B® Q)).

La negacidn positiva es una negacion minima en e sentido que todos sus teoremas
negativos no son mas que instancias de teoremas implicativos positivos de Cp® . Por otra
parte, no todo teorema implicativo clésico es un teorema de Cp® (por tanto Cp® no es el
fragmento implicativo de Cp). Larazdn es que existen teoremas implativos clasicos para
cuya prueba se requiere la negacion clasica o booleana (C%). Ejemplos notables son las
tautol ogias clésicas siguientes, que no son constructivamente vélidas:

(A®BB)®A)®A (Ley de Peirce)

(A®B)®B)« ((B®A)®A)

Cp® +(negacion positiva) si es en cambio idéntico al fragmento implicativo de lalégica
intuicionista[I®] (en lenguajes con (negacion positiva)). Algunos teoremas caracteristicos
de 1® son los siguientes, que se indican sefialando |os axiomas que los demuestran y, en su

caso, |os operadores algebraicos que los identifican:

T1 A®A | (identidad) [A1,A2]

T2 (BEC)® (A®B)® (A® C)) B (transitividad) [A1,A2]

T3 (A®B)®C)® (B® C) [ALA2,T2]
T4 (A®B)® (A®C)® (A® (B® C)) [T3]

T5 (A® (B®C)® (B® (A® Q) C (permutacion) [A2,T4,T2]
T6 (A®B)® ((B® C)® (A® C)) B’ (transitividad) [T2,T5)

T7 (A® (A®B))® (A® B) W (contraccion) [A2,T5,T1]

A modo de gjemplo, la siguiente es una prueba de T3:
1. B®C)® (A®B)® (A® Q) [T2]



2. 1)® [[((A® B)® C)® (B® (A® B))|® (T3))] [AZ]

3. [((A®B)®C)® ((B® (A® B))]® (T3) [MP1,2]

4. (B® (A®B))® ((A® B)®C)® (B® (A® B))) [Al]

5. B® (A® B) [Al]

6. (A® B)® C)® (B® (A® B)) [MP 4,5]
7. T3 [MP3,6]

Ejercicio 1:
1.i. Demostrar, siguiendo las indicaciones arriba, los teoremas T1-T7
1.ii. Demostrar |os siguientes teoremas de 1®
T8.(A® B)® ((A® (B®C))® (A® C))
T9. A® ((A® B)® B)
T10. ((A® A) ® B) ® B§

L os teoremas siguientes indican algunos principal es teoremas positivamente negativos de
1®:

T11. (A® B)® ((A® ZB)® JA) [A2]
T12. A® @DA [TY]
T13. (A® @A) ® DA [T7]
T14. (A® JB) ® (B® JA) [T6,T12]
T15. (A® B)® (ZB® @A) [T6]
Ejercicio 2.

Demostrar T11-14 con las indicaciones ofrecidas.
Ejercicio 3.
Demostrar que e siguiente es un teorema de negacion positiva:
T16. SODA® DA
Ejercicio 4.
Un sistema axiomatico S colapsa en otro sistema S siempre que todos los

teoremas de Slo son también de S'. Demostrar que ss JA® A fuese un



teorema de la negacion positiva [I® 6 Cp® +(negacion positiva)], entonces
colapsaria en la negacion cléasica[Cp]. [Nota: basta demostrar que C? seria

teorema). 8

Adviértase que la negacidn positiva es minima en el sentido de contener todos y solo los
teoremas negativos que son instancias de teoremas implicativos de 1®, y por lo tanto
sistemas implicativos més débiles contienen negaciones subminimas. Ahora bien, sin duda
hay distintas maneras de extender la negacion minima hasta codificar conceptos mas fuertes
0 genuinos de negaciodn, en los que la constante * merezca ser interpretada designando
falsedad. Por g emplo, podemos entender que cualquier situacion a que verifique @A,
verifique también A. Entonces tenemos, en esencia, la llamada negacién De Morgan. Otra
aternativa es interpretar la constante  como el absurdo (la contradiccién) y asumir que
cualquier situacién a que verifique” verificard cualquier proposicion. Lalégica
intuicionista estandar toma precisamente esta alternativa, que define la negacion
intuicionistay es preferible desde un punto de vista constructivo (que en a no se refute
constructivamente @A no aporta una prueba de A). Con independencia de que existen otras
alternativas intermedias (parai ntuicionistas, semiclasicas), aqui nos limitaremos a

considerar la negacion intuicionista estandar, que se axiomatiza afiadiendo a|® el axioma:
A3. "®A
Que se corresponde a la interpretacion siguiente: (negacién positiva) y

(negacion intuicionista) aji® U ajiA (paratodaA)

El siguiente es el principal teorema caracteristico de la negacion intuicionista
(ademés de | os propios de la negacion positiva), codificando las pruebas por reduccién al
absurdo en & sistema{A1,A2,A3,MP}, que es & fragmento implicativo y negativo de la

|6gica proposicional intuicionista [I®9]:

T17. A® (ZA® B) reductio [A3,T5,T6]



Ejercicio 5.
Demostrar el teoremade 1®2:
PA® (A® B)

Ejercicio 6.

Demostrar laequivalenciade A3y T17 §

Adviértase que puede fortalecerse alln més la negacion intuicionista hasta llegar a asumir
Cp? (negacion clésica o booleana), y en realidad también a negaciones méas potentes que la
clasica (ortonegaciones). Ello se indica plasticamente en el diagrama siguiente, en el que la

altura en la pagina indica inclusién conjuntista:

Mapa de negaciones:
Ortonegacion
Booleana
De Morgan paraintuicionista intuicionista
Positiva
subminimas

Una bonita peculiaridad de la | 6gica proposicional clésica es la posibilidad de definir
cualquier conectiva® UU slo con la negacion y una de ellas. Esta propiedad se pierde en

cuanto la negacion no es clésica, de manera que 1°? no es toda la | égica proposicional

intuicionista Ip. Es necesario entonces afiadir axiomas para la conjuncion:

A4 (AUB)® A (AUB)® B



A5 A® (B® (AUB))

Y paraladisyuncion:

A6 A® (AUB) B® (AUB)
A7 (A® C)® ((B® C) ® ((AUB) ® C))

El resultado { A1-A7,MP} axiomatiza Ip. Los siguientes son algunos teoremas

caracteristicos de I p:

T18. (A® B)® ((A® C) ® (A® (BUC))
T19. (A® (B® C))« ((AUB) ® C)
T20. (AU(BUC))« ((AUB)UC)

T21. (AU(BUC))« ((AUB)UC)

T22. B(AUB)« (BAUDZB)

T23. (AUB) ® (A® B)

T24. B(AUDA)

T25. ZG(AUDA)

[A2,A5]
[A5,T2,T5]
[A4,T18]
[A6,A7]
[A6,T18,T15]
[A1,A7,A3]
[A4,T18]
[T18,T21,T24]

Un gemplo del procedimiento de prueba, que ya resultara familiar desde €l estudio de la

|6gica clasica es € siguiente. Para demostrar T19 (derecha-izquierda) puede procederse asi:

1. (B® (AUB))® (((AUB)® C)® (B® C))) [T2]
2. A® (B® (AUB) [A5]
3.(2® (()® (A® (((AUB)® C)® (B® C))) [Te]
4. A® (((AUB)® C))® (B® C)) [2MP1,2,3]
5. (4) )® ((AUB)® C))® (A® (B® C))) [T5]

6. (AUB)® C)® (A® (B® C))

[MP4,5]



Ejercicio 7.
Demostrar T18-T25 empleando eventualmente | os teoremas indicados como

pistas. §

Notese como las leyes clésicas de De Morgan sélo son vélidas en sus versiones débiles
(T22), mientras que las conversas de |os siguientes teoremas de Ip son tautologias clasicas,
no son constructivamente validos:

T26. (2AUZB)® 3(AUB)

T27. (AUB)® 2(2AUZB)

T28. (AUB)® @(AUZB)

Andogamente, las interdefiniciones clasicas entre ® y U(U) ho son teoremas de Ip, sino T23
y:

T29. (AUB)® g(A® @B)

T30. (A® B)® g(AUZB)

Ejercicio 8.
(i) Demostrar T26-T30.
(if) Comprobar que las siguientes leyes distributivas clasicas son teoremas de
Ip:
T26. A« (AUA)« (AUA)« (AU(AUB))« (AU(AUB))
T27. (AU(BUC))« ((AUB)U(AUC)
T28. (AU(BUC))« ((AUB)U(AUC))
T29. (A® (BUC))« ((A® B)u(A® C)
T30. ((AuB)® C)« ((A® C)u(Be C)) 8§
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3. FUNDAMENTOS CUANTIFICACIONALES: EXISTENCIA.

Proponemos entender cada enunciado A como un problema: € problema de encontrar una
prueba (o una refutacion) de A. Solucionar € problema A es aportar bien su prueba bien su

refutacion. El enunciado:
(B) existe una solucion para cada problema

es a su vez un problema, y por cierto un problema que no ha encontrado solucién. No existe
una prueba de B, ya que existen multitud de conjeturas no demostradas ni refutadas.
Tampoco existe una refutacion de B, por cuanto la ausencia de demostracion o refutacion

de tales conjeturas no impide e ulterior avance del conocimiento (matematico o de otro

tipo).

En general, se asertara B sdlo s (i) asumimos que somos razonadores omniscientes, o bien,
(i) asertamos algunos enunciados indemostrados. (i) es una asuncién empiricamente
injustificada, y (ii) es constructivamente inaceptable. Por ello no se asertaB y en
consecuencia tampoco € principio de tercero excluido (AU@A) —que es constructivamente

equivalente a B-.

Obsérvese como este planteamiento también impone constricciones sobre €l acancey
sentido de los cuantificadores. Interpretar A yano es asignar verdad a tal enunciado en una
u otra circunstancia, sino asignarle solucién en una u otra circunstancia. Por tanto las
inferencias validas que se pretende codificar son aguellas que preservan su solucion (no su
verdad) cuando su interpretacion varia arbitrariamente. Ello implica que en los enunciados
0 problemas cuantificacionales no se cuantifica sobre individuos arbitrarios o conjuntos de
éstos, sino sblo sobre individuos capaces de entrar en alguna solucién. Podemos entender
tales individuos como datos de aguna solucién. Constructivamente solo se cuantifica sobre
tales datos, que son individuos o colecciones dadas explicitamente. Enunciados o

problemas cuantificados como: “existe un x tal que P(x)” significa que es posible producir

11



un x tal que Px. Si la solucion depende de determinados parametros, entonces debe ser
posible producir explicitamente la solucion por medio de alguna regla o algoritmo sobre
tales parametros. Por gjemplo, € enunciado o problema “ paratodo x existe algun y tal que
P(x,y)" significa que se posee un procedimiento explicito para encontrar y dado x tal que
P(x,y). En consecuencia, €l dominio de cuantificacion no es simplemente cual quier

conjunto, sino mas bien cualquier coleccion de objetos o datos explicitamente accesibles.

Al menos en contextos matematicos, es posible definir con precision qué se entiende por
“explicitamente”. Un numera “n” refiere explicitamente aun nimero n s y slo s existe
algun algoritmo para calcular ny “n” designa n. Evidentemente, cada nimero natural es
explicitamente designable mediante 0 y la funcidn sucesor. Pares de numerales explicitos
pueden a su vez designar explicitamente, de manera que todo nimero racional también es
explicitamente designable. Pero, ¢qué puede significar referir explicitamente a un nimero
real, que es un objeto infinito? Hay varias alternativas formales para una misma idea:
literalmente se identifica un nimero real con cada secuencia (regladamente construible) de

nUmeros racionales que se le aproxima indefinidamente.

Sea cud fuere la definicidn de “explicitamente”, la justificacion constructiva de los
siguientes axiomas es clara, si se considera cualquier estado informacional a en el que se
prueban sus antecedentes:

A8. A(H)® $XA(X)
A9." XA(X)® A(t)

E igualmente es claro que las reglas siguientes preservan validez constructiva, si se

considera que sus antecedentes son demostrables en cualquier estado informacional:

RQL. [A® B(X)p LA® " XB(X)
RQ2. [AX)® Bb [$XA(X)® B

(En todos ellos asumimos como es habitual quet es libre parax y x no ocurre libre en B).
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El resultado de afadir A8,A9 y RQ1, RQ2 a lp es una axiomatizacion de lalogica

intuicionista de predicados |g. Los siguientes son algunos teoremas caracteristicos de 1q:

T31. $XTAX)® B" XA(X)

T32. BEXA(X)« " XDA(X)

T33. (AU" xB(x))® " x(AUB(X))
T34." X(A® B(X))< (A® " xB(x))
T35." X(A(X)® B)« ($XA(X)® B)

Ejercicio 9.

Demostrar T31-T35 siguiendo eventualmente las pistas indicadas.

Ejercicio 10.

Demostrar |os siguientes teoremas de |Q:
T36. $X(A® B(X))® (A® $XB(X))
T37. $X(A(X)® B)® (" XA(X)® B)
T38. @' xAX)® " xTDA(X) 8

Adviértase que latesis:
J' XAX)® $xTA(X)
no es constructivamente valida (razonando informalmente) y que su afiadido a Ig colapsa en

lalégica clésica de predicados.

4. SISTEMASIp, Iq.

El lenguge formal en el que definimos Ip e 1q es un lenguaje (proposicional o
cuantificacional) estandar de primer orden, compuesto por el habitual conjunto enumerable
de simbolos-tipo (junto con, eventualmente, la constante proposicional ” ), las conocidas
reglas recursivas para concatenarlos en formulas bien formadas y finalmente las rutinas

habituales para concatenar formulas en pruebas con los siguientes axiomas y reglas:

13



Al. A® (B® A)

A2. (A® (B® C))® ((A® B)® (A® C))
A3."® A

A4. (AUB)® A (AUB)® B
A5. A® (B® (AUB))

A6. A® (AUB) B® (AUB)

A7. (A® C)® ((B® C)® ((AUB)® C))

Modus Ponens: }A, FA® Bp |B

A8. A()® $xA(X) [t libre parax]
A9." XA(X)® A(t)

RQL [A®B(X)p FA® " xB(X)  [x no ocurre libre en B]
RQ2. }A(X)® Bp [$XAKX)® B

Alternativamente, A3 puede substituirse por A® ( @A ® B) s € lenguaje carece de la
constante”* . Por otra parte, sl alp se le afiade cualquierade lastesis. (A ® B)® A) ® A,
AUZA, ZDA® A, @ resultado es una axiomatizacion de la l6gica proposicional clésica con

® ,U,U como conectivas primitivas.

L os teoremas de deduccion e intercambio de equival entes se demuestran paralp e lq del
mismo modo que para laldgica clasica. De hecho, la [6gica intuicionista también puede ser
presentada como un célculo de deduccién natural con las reglas clésicas parala
introduccion y eliminacion de simbolos 16gicos, substituyendo laregla clésica de

eliminacion de la negacion por:

14



ECQ A UgA | B
y afiadiendo la regla:
Rep AlA

ECQ abrevia“ex contradictione quodlibet” y Rep abrevia “repeticion”. El sistema
resultante puede llamarse DNIp (DNIQ), y su funcionamiento es analogo al célculo clésico.
Tales sistemas son deductivamente equivalentes a Ip e 1q, respectivamente. Para demostrar
GlonA syss GHA Usese e teorema de deduccidn e induccion simple sobre la longitud de las

pruebas Gl A, de acuerdo alas indicaciones del gjercicio siguiente:

Ejercicio 11.

(i) Demostrar GH,A b GlonpA [basta derivar en DNIp los axiomas de Ip]

(i) Demostrar GlonA P GHA . [Ejemplo-pista. Supongamos que A hasido
derivada por BJ. Entonces Glon BUC, GBlonA, GClon A. Por hipétesis
de induccién, GH BUC, GBHA, GCH A Por e teorema de deduccién,
GLHB® A, GHC® A, de donde, por A7, se concluye GHA]8

Sefialamos que la siguiente oleccion de reglas define un calculo Gentzen paralaldgica
proposicional intuicionista deductivamente equivalente a I p:

Rep ECQ
GpDb p G~ Db A
De® AGb B Ize GA®B,Db A GB,Db C
Gb A® B GA® B,Db C
DeU GbA GB IZ0 GAB,Db C
Gb AUB GAUBDb C
Del Gb A Gb B 120 GADPC GBDbPC
Gb AUB Gb AUB G,AUB,Db C
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Sefialamos algunos de |os principal es resultados acerca de la teoria de pruebas de Ip e lq,
gue convierten lalogica intuicionista en un valioso instrumento formal. En primer lugar,
obsérvese cOmo las reglas recursivas parala formacion de pruebas en principio no
economizan recursos l6gicos y permiten pruebas que los dilapidan o emplean
superfluamente. Las reglas de inferencia aportan todas las formulas imprescindibles para
alcanzar una conclusion deducible en el curso de una prueba, pero no aportan solo tales
formulas. Una prueba se llama normal sdlo si es una secuencia de férmulas ninguna de las
cuales es superflua. Lalégica intuicionista es fuertemente normalizable en € sentido

siguiente:

Normalizacién fuerte: existe procedimiento efectivo parareducir cualquier pruebade Ip
(19) en una prueba normal. De esta propiedad es resultado la siguiente, que simplificala
tarea de encontrar una prueba para cualquier teoremade Ip (1q) hasta el punto que basta
buscar entre sus subformulas:

Propiedad de la subférmula: en una prueba normal de GHA, sélo ocurren subférmulas de
GyA.

Corolario de ésta es € teorema siguiente, que muestra como “parasita’ 1q respecto de Ip.
(Por supuesto, hay un resultado andlogo paralaldgica clésica):

GhoA syssGH,A (Si A esproposicional)

GhoA syssGE{A8, A9, RQ1, RQ2} F,A.

L as l6gicas intuicionistas comparten con la logica clasica ademas €l

Teorema de interpolacion: § FA® B, entonces existe unaféormula C tal que:

A® C, C® B, y todos los simbolos no 16gicos que ocurren en C, ocurren en A 'y en B.
Peculiar de laldgicaintuicionista es la independencia deductiva de las conectivas
proposicionales. Cada fragmento 12,1 19 (12%,12Y 129 se [lama fragmento elemental, y
son ireducibles entre si. Notamos que el teorema de interpolacion es valido en cada

fragmento elemental.
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L os resultados siguientes esclarecen larelacion de Ip (1g) con laldgica clasica:
(Glivenko): Si A esteorema proposicional clasico, entonces @JA es teorema intuicionista

(Godel): Si A es un teorema proposicional clésico solo con conectivas @,U entonces A es

un teorema intuicionista.

5. SEMANTICA RELACIONAL.

Existen diversas semanticas completas para la |6gica intuicionista que responen a diferentes
intereses y motivaciones. La semantica relaciona estilo Kripke que se define a
continuacion es unainterpretacion clasica de lalogicaintuicionista, que también es
completa respecto de otras semanticas relacionales (arboles de Beth), semanticas
algebraicas (agebras de Heyting) y recursivo teoréticas (realizabilidad). El interés
pedagdgico de esta semantica radica en permitir € estudio unificado de distintas |6gicas

congtructivas, l6gicas modales y otras |égicas no clasicas.

Un modelo paralp (mlp) es una estructura del tipo <K,R,p> donde:

(& K1 A esun conjunto no vacio. Entre nosotros, puede convenir representarnos los
elementos de K informalmente como puntos, situaciones o0 mundos y en general
cualquier cosa que aporte valor semantico a las formulas del lengugje. En el caso
particular de lalégica intuicionista, puede convenir representarnos los elementos de
K como estados informacionales.

(b) RI K" K esunarelacion diddicareflexivay transitiva definidaen K, esto es:

" a K(Raa)
- " abl K(Rabb (Rbcb Rag)).
Extraoficialmente leeremos “b extiende &’ a leer “Rab”.

(©) p:F K® {1,0} esunafuncién que asigna uno de los vaores{1,0} acadaformula
bien formada (tomada del conjunto F de formulas bien formadas del lenguaje) en
cada estado informacional de K.
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Cuandoquieraque p asigne el valor 1 alaférmula A en e estado a escribiremos
p(A,a)=1 6 smplemente alA con la siguiente interpretacion pretendida: el estado
informacional a garantiza (prueba) la proposicion A. En caso contrario, p(A,a)=0

[adA], estamos ante un estado informacional que no garantiza (prueba) A.

L as siguientes reglas recursivas estipulan qué valores asigna p a proposiciones de
cualquier complejidad |6gica dada cualquier asignacion a sus componentes de
complegjidad 0 (férmulas atémicas). Obviamente, ello implica la interpretacion de
las constantes |6gicas de | p. Para cualesquieraformulas A,B de F y estados a,b de
K, las reglas son las siguientes:

0] S Raby p(A,a)=1, entonces p(A,b)=1

(i)  p(AUB,a)=1syssp(A,a)=16p(B,a)=1

(i)  p(AUB,a)=1syssp(A,a)=1y p(B,a)=1

(v) p(A® B,a)=1 syssparatodo bl K, s Raby p(A,b)=1, entonces p(B,b)=1
v) p(A,a)=1 syss paratodo bl K, si Rab, entonces p(A,b)=0

o alternativamente

V) pCt.a=0

Las cladsulas (i)-(v') explicitan semanticamente |os desiderata considerados en #1 y #2.
Una disyuncion se prueba en un estado sélo si alguno de las proposiciones diguntas se
prueban. Un estado informacional garantiza una conjuncién s y solo si garantiza sendas
proposiciones conjuntadas. La clave esta sin embargo en los casos de |as proposiciones
condicionales y negativas, para cuya demostracion constructiva no basta—en esta
interpretacion- un solo estado informacional, sino que depende del comportamiento de la
proposicion en todos |os estados que |o extiendan. Esta es, por supuesto, una interpretacion
seméntica muy poco constructiva de laimplicacion y la negacion constructiva (ya que no
podemos acceder constructivamente a la coleccion de todas las extensiones de un estado

dado). Comprobaremos cdmo aungue esta semantica es —metatedricamente- €lla misma

18



clasica, sin embargo captura o reproduce todos y solo |os teoremas intuicionistas. (Puede

entenderse como una interpretacion o lectura clasicay modalizante de Ip).

A esvélida (0A) syssp(A,a)=1 paratodo al K detodo mip. A es consecuencia [dgica

congtructiva de G (GiiA) syss A preserva la demostrabilidad constructiva de G cuando sus
interpretaciones varian arbitrariamente syss toda interpretacion que demuestra
constructivamente G, también demuestra constructivamente A syss p(GE£ p(A) entodo

al K detodo mip.

6. CONSISTENCIA Y CORRECCION.

Un sistema deductivo es correcto syss solo demuestra consecuencias |ogicas de las
premisas que asume, |0 que es decir:

GOAP GHiA
S Gesvacio, un sistema deductivo correcto contendra como teoremas solo formulas
vélidas, esto es:

O0iAP §iA

Para demostrar que Ip es correcto, basta comprobar que A1-A7 son validosy que laregla
Modus Ponens preserva validez. El razonamiento siguiente demuestra la validez de A3y
servird de g emplo a lector para demostrar la validez de los otros axiomas.
Problema: A® (J A® B)
a. Planteamiento. Hay que mostrar que un estado arbitrario a, p(A® (J
A® B),a)=1. De acuerdo alaclausula (iv) ése sera el caso s cualquier
estado b que extienda a (esto es, Rab) estal que si p(A,b)=1, entonces
p(JA® B,b)=1. Asumamos entonces Rab y p(A,b)=1. Para comprobar
p (JA® B,b)=1 necesitamos, de nuevo por la cladusula (iv), acudir a

cualquier estado arbitrario ¢ que extienda b (Rbc) y que verifique A
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[p(DA,c)=1]. El problema se reduce a demostrar que c verifica B. El

planteamiento es por tanto el siguiente:

(1) a0A
¢(HITA® B?
(2) bdA
(3) Rab
¢CiB?
(4) Rbc

. Razonamiento. Supongamos por reductio que la respuesta es negativa:

(5) clB (esto es, p(B,c)=0)

Puesto que b extiende ay (1), aplicando la clausula (i) deducimos:

(6 bOA

Por tanto, b es un estado informacional inconsistente (6) y (2). Puesto que ¢
extiende b, necesariamente (6) y clusula (i):

(7 ciA

Y por lomismo [(2) y (1)]

(8 cidA

gue es tanto como decir (clausula (v))

(9 clA

Pero (7) y (9) son contradictorios, y en consecuencia (5) es falso.
Conclusion.

Se ha demostrado que ciB. Puesto que ¢ es un estado arbitrario que extiende

b, necesariamente biJA® B. Y Puesto que b es un estado arbitrario que

extiende a, A® (JA® B). aes arbitrario, luego A3 es véido.
Ejercicio 12.

Siguiendo € procedimiento indicado, demostrar lavalidez de Al, A2, A4-
A7.8
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La prueba de que MP preserva validez constructiva es esencialmente la misma que

demuestra preservalavalidez clasica. Con ello queda establecida la correccion de I p.

Por un procedimiento analogo al esbozado arriba, puede igualmente mostrarse la
existencia de mlps que refutan tautologias clésicas que no son constructivamente validas.
Por ggemplo, ((A® B) ® A) ® A sefdsaen un mip en e que

- K={abc}

- Rab, Rbc

- p(Ab)=0, p(A,0)=1, p(B,c)=0

Y (A® B)U(B® A) sefasaen un mip en e que:
- K={abc}
- Rab, Rbc
- p(Ab)=1, p(B,b)=0; p(B,0)=1, p(A,c)=0

Ejercicio 13.

Demostrar la invalidez constructiva de las siguientes tautol ogias clésicas:
- ((A® B)® B)® ((B® A)® A)

- (A® (BUC))® ((A® B)U(A® C))
- ((AUB)® C)® ((A® C)U(B® C))
- (BA® IB)® (B® A)

- OOA® A

- (ZA® B)® (B® @A)

- (GA® A)® A

- (A® B)® ((A® @B) ® TA)

- Z(AUB)® (DAUDB)

- (A® B)® (@AUB)

- AUQA S
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Laconsistenciade Ip (U;pAU@A) es, como en el caso de laldgica clésica, un corolario
inmediato de su correccién. También se comprobara que | p satisface lallamada propiedad
deladisyuncién (de la que carece lalégica clésica): s HpAUB, entonces FipA 6 HipB.
Ejercicio 14.
Un sistema deductivo S se dice trivial syss cualquier formula es un teorema de S.

Demostrar que Ip estrivial syss esinconsistente. 8

7. COMPLETUD Y DECIDIBILIDAD: PRUEBA CLASICA.

A continuacién damos una prueba de completud de I p respecto de la semantica descrita en
#5. La prueba es, en esencia, tipo Henkin. Esto es, definiremos el “modelo canénico” y se
probara que todas las férmulas que no sean teoremas de | p son falsas (constructivamente
indemostrables) en algun estado informacional del modelo candnico. Esta estrategia puede
ser de aplicacion en contextos y sobre sistemas muy diversos. Para la construccion del
modelo candnico se empleard & [lamado método de las teorias primas, que también es til

en muy diversos contextos.

Primero una bateria de definiciones en las que las expresiones del (metalenguaje) castellano

“no”, “0","y", “syss’, “b ” deben leerse clasicamente.

Decimos de un conjunto arbitrario Z de formulas que:

- estacerrado por Modus Ponens syss: (A® Bl Zy Al Z) b Bl Z

- estacerrado por laimplicacién material teoremética syss. (0A® By

Al Z2)p Bl Z
- estacerrado por adjunciénsyss: (AT Zy Bl Z) b AUBI Z

- esteoria syss esta cerrado por Modus Ponens

Decimos de una teoria arbitraria a que:

- esnormal syss: AP Al a
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- esprimasyss. AUBI ab (Al a6 Bl a)
- esinconsistente syss: @Al a paraagunaformulaA tal que A

- esconsstente syss no es inconsistente

El modelo candnico para Ip es la estructura mlp* =<K* ,R* ,p*> donde:

- K* es e conjunto de todas las teorias normales, consistentes y primas
- R* es unarelacion binaria definida en K* con la condicion siguiente para cualquier
abl K*: R*ab syssa b

. p* se define como sigue; para cuaquier formulaA y al K*: p*(A,a)=1syssAl a

Probamaos tres lemas previos:
Lemal. S aesunateoria normal, entonces (i) esta cerrada por laimplicacion
material teoremética, y (ii) esté cerrada por adjuncién.
Prueba: (i) Supdngase SA® B y Al a. Siendo a normal, A® Bl a Siendo a

teoria, Bl a
(ii) Supongamos Al a, Bl a. Por A5, y (i): B® (AUB)I a. Siendo a teoria,
AUBI a.

Lema2. Si UjpA, entonces hay unateoria T tal que Tl K°y AT T.

Es decir, s A no esteorema, entonces A no forma parte de alguna teoria normal,

consistente y prima: A no pertenece a algun estado canénico T.
Prueba: La propialdogica lp esla minimateoria normal y consistente sin A.
Ordénense todas |as teorias normales y consistentes sin A con lainclusién
conjuntista. El resultado es el conjunto ordenado de teorias normalesy
consistentes { Ipl Tol Til ...}. Puesto que cada teoriatiene un limite superior
(unateoria del conjunto que laincluye), existe — por € Lemade Zorn- un
[imite maximo o teoriamaxima T normal y consistente, que extiende Ip y no

contiene A. [Que T es maxima significa que para cualquier teoria normal y

consistente T’, si Tl T, entonces Al T'].
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Ahora es necesario demostrar que T es prima. Supongamos que no |o es.
Entonces para algunas formulas B,C ocurrirdque BUCT T,BI T,CI T.
Definimos los siguientes conjuntos de formulas:

[T,B]={E:$D(D1 T, 8(BUD)® E)}

[T,C]={E:$D(DI T, 8(CUD)® E)}

Es decir, [T,B] es @ conjunto de todas las formulas E tales que (BUD)® E es
teoremade Ip, siendo D cualquier féormulade T. [T,C] puede interpretarse
andogamente. Pues bien, probaremos que los conjuntos [T,B], [T,C] son en
realidad (i) teorias (ii) normalesy (iii) consistentes que (ii) incluyen
estrictamente T. Como hemos visto que T es maxima, se seguira (iv)

Al [T,B] y Al [T,C]. Pero de la definicion de ambas teorias se deducira (v)
Al T, lo cua esimposibley reduce a absurdo & supuesto inicial que T no es
prima. Por tanto, T es prima [razonando por reductio clasica)l.

@) [T,B] y [T,C] son teorias.

Podemos suponer (1) y (2), dada la definicion de teoria:

(1) D® El [T,B]

(2) DI [T,B]

(3) 8 (BUF)® (D® E) dondeFl T  [(1), def. [T,B]]
(4 8 (BUF)® D dondeFT T [(2), def. [T,B]]
(5) 8 (BU(FUF))® (BUF) [T26]

(6) 8 (BU(FUF))® (BUF) [T26]

(7) 8 (BU(FUF))® (D® E) [(3).(5).T€]

(8 8 (BU(FUF))® D [(4).(6).T€]

(9) 8 (BU(RUF))® E [(7).(8).A2]

Ahorabien, como T es teoria normal, esta cerrada por adjuncion (Lema 1).
De manera que FUF'T T. Por tanto,
(10) DI [TB] [(9), def. [T,B]]

Demostrando que [T,B] es teoria. Analogamente para[T,C].
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Gy TI[TB], T [T,.C]

Demostrar Ti [T,B] es mostrar que para cualquier formulaD, si DI T,
entonces DI [T,B]. Pero (BUD)® D es A4, luego DI [T,B] por definicion de
[T,B]. O seaque efectivamente Ti [T,B]. Ahora basta exhibir alguna
formulaD tal que DI [T,B] y Di T. Pues bien, B es una formula semejante,
ya que por hipétesis Bl T, y para cuaquier Bl T:

(BUE)® B [A4], luego Bl [T,B] por definicion de[T,B].

De (ii) se sigue que [T,B] es normal. Los razonamientos para [T,C] son

analogos.

(iii) [T,B] y [T,C] son consistentes
Supongamos por reductio que para agunaformulaD,
(1) DU@DI [T,B]

(2) 8 (BUF)® (DUGD) (FI T) [(1),def.[T,B]]
(3) 8F® (B® (DUZD)) [(2),T5,T19]
Dado que T esnormal y FI T:

(4) dB® (DUZD)I T [(3)]

(5) 3 (B® (DUZD)) ® (3(DUZD) ® @B) [T15]

(6) Z(DUZD) ® @BI T [(4),(5),T normal]

(7) @(DUZD)T T [T24,T normal]

(8 @BI T [(6),(7)]

(9) 3 (BUC)UZB)® C [T19,T27]

(100 CIT [(8),(9]

Pero (10) constradice nuestra hipétesis (BUCT T, BI T, CI T). Por tanto,

[T,B] es consistente. De modo similar se prueba que [T,C] es consistente.
vy Al[T,B]yAl [T,C]

Puesto que T es la maxima teoria normal y consistente sin A, dado que [T,B]

y [T,C] son teorias normales y consistentes que incluyen estrictamente T
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[(i),(ii),(iii)], necesariamente Al [T,B] y Al [T,C] (cfr. supra definicion de

“maxima’).

v) AT
Utilizando algunos teoremas el emental es sobre conjuncion, disyuncion y la
relacion entre ambas, €l lector puede demostrar sin dificultad que si Al [T,B]

y Al [T,C], entonces Al T.

La prueba del Lema 1 es ahorainmediata: hemos construido una teoria
normal y consistente T que no contiene A. Hemos supuesto por reductio que
T no es prima. De esta suposicion se sigue (v) Al T. En consecuencia, T es

una teoria normal, consistente y prima que no contiene A.

Lema 3. mip* esun mip.

El modelo candnico es en efecto un modelo para lp.

Prueba: Se trata de demostrar que la estructura mip* cumple las condiciones
indicadas en la definicion de mip (p.17). K¥R* y p* en sus casos
conjuntivos y disyuntivos no plantean problemas (aunque si €l gercicio 14).
Bastard demostrar p* que satisface las clausulas (iv) y (v) parap.

(ivb ) S p*(A® B,a)=1, entonces para cuaquier bl K*, si R*aby
p*(A,b)=1, entonces p*(B,b)=1.

Suponemos:

(1) A®BI a,(2)d b, (3) Al b

De (1) y (2) deducimos: (4) A® Bl b. Siendo b teoria, de (3) y (4) se sigue:
(5) Bl b, y en consecuencia: (6) p*(B,b)=1[(5) y definicion p*].

(iv0 ) Si paracualquier bl K*, s dado R*aby p*(A,b)=1 tenemos
p*(B,b)=1, entonces p* (A® B,a)=1. Razonamos por contraposicion.
Suponemos p* (AB,a)=0 y hemos de demostrar que hay un bl K* tal que
R*aby p*(A,b)=1y p*(B,b)=0.

26



Pues bien, definamos el conjunto:
X={C:A® CI a}

Con €l objetivo de demostrar que X es una (1) teoria (11) normal, (I111)

consistente, (IV)al X, (V)AT Xy (VI)BI X:

() X esteoria

1.D® El X
2.0l X

3.A® (D® E)i a[1,def.X]

4.A® DI a

5.A® El a[A2, ateoria]

6.E X

(V) a X
1.DI a

[2,def X]

[5,def X]

(1) X es normal

1.D

2.A®D

3. A® DI a[2,a esnormal]
4.DI X [3, def.X]

(V) AT X
1. A® Al a [T1, a normal]

2.A® DI a [Allateoria] 2.Al X [1,def. X]

3.Di X

[2, def. X]

(111) X es consistente
1. DU@DI X
2. A® (DUZD)! a[1,def.X]
3. g(DUZD) ® @Al a[2,T15]
4. @Al a[3,T24, ateorig
5. JA® (A® B) [A3,T5]
6. A®Bl a [4,5, ateorig]
6 contradice p* (A® B,a)=0.

(V1) BI X

1. Bl X

2. A® Bl a[1, def.X]

3. 2 contradice p*(A® B,a)=0

Ahora, de (I)-(1V) y las definiciones de p* y R* se sigue que X es unateoria

normal y consistente tal que R*aX, p*(A,X)=1y p*(B,X)=0. Mostramos como

extender X a unateoria que ademas es prima. Considérese el conjunto Y de todas

|as teorias consistentes tales que Xi Y y Bi Y. Exactamente igual a como se

demuestraen & Lemal que T es prima, se prueba que en Y hay unateoria prima,

pongamos b, tal que Xi by Bl b. Puesto que b es normal, consistente y prima,

bl K*. Al ser el caso R*aX y Xi b, necesariamente tenemos R* ab. Por otra parte,
p*(A,b)=1[pues p*(A,X)=1] y p*(B,b)=0[BI b]. Esdecir, b es precisamente la

teoria que se requeria para demostrar (ivU ).

27



Finalmente, notamos que la prueba de la clausula (v) es —esencialmente-
andloga ala ofrecida parala clausula (iv), con lo cual mip* es efectivamente un

mip.

Teorema de Completud. Si 6A, entonces dA.
Prueba: razonamos por contraposicion clasica. Supdngase que UA. Por € Lema 2,
hay unateoria T normal, consistente y primatal que Al T. Por & Lema 3,

p*(A,T)=0, es decir, A no es demostrable en e modelo candnico y, por tanto, 0A.

Ejercicio 14.

Completar prueba de Lema 3 siguiendo las indicaciones ofrecidas. §

Ejercicio 15.
Considerando que cualquier prueba en Ip es una secuencia finita de férmulas y
empleando e teorema de deduccion demostrar la siguiente version fuerte del

teorema de completud: Si GIA, entonces GOA. §

Ip carece de matriz caracteristica finita, de manera que para mostrar su decidibilidad no
cabe proceder a modo de laldgica proposicional clasica. La prueba no constructiva de
decibilidad de I p procede mostrando la propiedad de los modelos finitos (de modo andogo
a como se demuestra para distintos sistemas modales). Este tipo de prueba, a diferencia del
gue estudiamos a continuacion, produce un mecanismo de decision extraordinariamente
inefectivo (consiste en recorrer “ciegamente” finitos model os en busqueda de |a refutacion

de cualquier proposicion intuicionista no teoremética).
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8. COMPLETUD Y DECIDIBILIDAD: VERSION CONSTRUCTIVA

La semantica relacional expuesta en secciones anteriores ofrece unainterpretacion clasica
de laldgicaintuicionista. Tanto las definiciones de las constantes 16gicas como la

metal 6gica de la prueba de completud son clasicas. Las |égicas constructivas también son
demostrablemente compl etas respecto de su interpretacion intuicionista y, adicionalmente,
las correspondientes pruebas de completud pueden ser constructivamente validas. Ello tiene
un notable interés tedrico, y ademas tiene un gran interés practico, pues permite construir
algoritmos eficientes e implementables para producir autométicamente teoremas y
refutaciones constructivas.

Sin pérdida de generalidad deductiva, podemos limitarnos a considerar € calculo de
secuentes presentado arriba (p. ). Acerca de cualquier instancia de una regla de inferencia
Gp A ental clculo, convengamos introducir las nociones siguientes:

- Gp A preserva demostr abilidad constructiva syss es posible computar una I p-

deduccién de A a partir de finitas |p-deducciones de férmulas de G.

- Gp A preserva refutabilidad constructiva syss dado un mip que refute alguna

formulade G, entonces también refuta A.

Ademés de preservar todas ellas | p-derivabilidad, ocurre que las reglas De® , DeU, 12U e
120 preservan ademas refutabilidad, como €l lector puede comprobar sencillamente. Las

siguientes reglas preservan también derivabilidad y refutabilidad:

12" ® GDb A
G2 ®B,Db A
I2U® GB® C® D,Db A

G,BUC® D,Db A
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1Z7U® GB® p,C® p,p® C,Db A

GBUC® C,DP A p no ocurre en la conclusion
Izp® GC,Db A
pl GD
Gp® C,Db A

Notese que las reglas |2 'y Del no preservan refutabilidad (aunque [zp® muestra
preservacion parcial en €l caso de |Z®).
SeaY el conjunto de instancias de las reglas . Todos los elementos de preservan
derivabilidad y refutabilidad, y ademas, €l grado 16gico de cada premisa es menor que €l de
su conclusion, de acuerdo con la definicion siguiente de grado lineal g:

9(p)=9(" )=0

9(A® B)=1+g(A)+9(B)

g(AUB)=2+g(A)+g(B)

g(AUB)=3+g(A)+y(B)

9(Bi,...,Bn)=g(B1)+...+9(Bn)

oGP A)=g(G+g(A)

Decimos que un secuente GP A es reducible syss es una instancia de una conclusién de

unaregla pertenecientea’Y o bien es una instancia de una conclusion de Rep 6 ECQ.

Lema A. ParacadaGP A pueden encontrarse secuentes Sy,...,S, tales que:
(@ 9(S)<g(GP A) paracadali
(b) S S esderivable, entonces Gb A también lo es.
(¢) S mip refuta al menos aguan S, entonces también refuta Gb A.
Prueba: Caso G=Gy,BUC,Dy. Sean Sy y S, respectivamente las premisas izquierday
derechade 1zU, con BUC como férmula principal. (8) es obvio, (b) es consecuencia

de que |z preserva derivabilidad y finalmente (c) de que preserve refutabilidad.
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Caso G=Gp,(BUC)® C,y. Si C es formula compuesta, apliquese 1Z7U® . Si C es
atémicao es” , apliquese 12J® .
El resto de casos se demuestra aplicando del mismo modo las reglas

correspondientes.

El lema A nos asegura la decidibilidad de todos los secuentes reducibles, ya que:

CorolarioA’. Si g(G,A)Eny Gb A esreducible, entonces el secuente aporta su derivacion

0 su refutacion.
Prueba. Si n=0, €l corolario es obvio. Por hipétesis de induccion, es vaido para cada

m<n, de manera que cada secuente S; resultado de aplicar el Lema A aporta una
derivacion de GP A o bien aguin contramodelo querefutaGp A. Si~ T GO GP A es

atémica, obtenemos una derivacion de Gb A por Rep 6 ECQ.

¢Qué ocurre con los secuentes irreducibles? Por una parte, tenemos €l problemade 1B, y
en particular de lapremisa GA® B,DP A. S A es unaformula compuesta, entonces es

D® E, DUE 6 DUE. De las reglas siguientes:

12® ® D,GE® B,DP E

G,(D® E)® B,Db D® E

I2U® GD® B,DP DGE® B,Db E

G(DUE)® B,Db DUE

12U® G,D® B,E®R B,Db X
(X=D 6 X=E)

G,(DUE)® B,Dp DUE

cabe demostrar que preservan derivabilidad y, adicionalmente, 122U® elz2® ® preservan
refutabilidad. Por otra parte, las formulas en laforma p® A se tratarén aplicando 1zp® s p
ocurre en € lado izquierdo del secuente. En cualquier otro caso, seré de aplicacion € lema

siguiente:
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LemaB.S GP A esun secuente irreducible, mlp un modelo todos cuyos estados
informacionales atestiguan Gy si A es una disyuncion AgUA, dados a,bl mlp refutando
Gk Aoy GP A; respectivamente, entonces c={p:pl G} refutaGp A.

Prueba: puesto que adG, necesariamente a3{p:pl G} y por tanto cI mlp. Por

hipétesis, mlpoG, de manera que a fortiori cOG. Demostramos clA. Puesto que

Gb A esirreductible, A es o bien atdmicay Al Go bien es”™ o bien una disyuncion
AoUA;. En el primer caso, Al {p:pl G y en consecuenciaclA por canonicidad. Si
A= " entonces cOA por la definicion de mlp. Finalmente, siendo A= AqUA dado
a£cy bEc, lahipbtesis del teoremay la monotonicidad de 6, necesariamente cliAg

y clA1, esto es, por definicion, ci AgUAL

Loslemas A y B implican la decidibilidad de Ip, razonando por induccion sobre n:
Teorema decidibilidad. Cada G- A con g(G,A) £n tiene una derivacion o una refutacion.

Decidibilidad en fragmentos primer orden.

9. APLICACIONESY PERSPECTIVAS.

Los sistemas formales intuicionistas son los més estudiados y mejor conocidos de entre
todos los sistemas no clésicos. Como consecuencia de ello, también son 1os més ricos en
aplicaciones de todo tipo: aplicaciones a otros sistemas formales, aplicaciones
metamatematicas, fundacionales y computacionales. Sefialamos someramente algunas
aplicaciones principales, que agrupamos en categorias que atraviesan los diversos tipos de

aplicaciones recién sefialados.
0] Reducciones (aplicaciones reductivas).

Primero unas palabras de contextualizacion. Del mismo modo como la primera aplicacion

de los sistemas formales en genera fue representar la practica matemética informal
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enriqueciendo la logica clasica con los axiomas pertinentes, asi los sistemas formales
intuicionistas representan la practica matemética constructiva afiadiendo tales axiomas a la
|6gica intuicionista. De este modo corresponden a los sistemas formales clasicos parala
aritmética (aritmética de Peano PA), el andlisisy lateoria de conjuntos -que estan basados
en lalogicacléasicay pueden presuponer colecciones actualmente infinitas de objetos-
sistemas formales constructivos para la aritmética (aritmética de Heyting HA), andlisis
constructivo y teoria constructiva de conjuntos —basados en lalégicaintuicionistasin
presuponer colecciones infinitas no accesibles constructivamente-. Hacemos notar que los
avances logrados en la obtencién de andl ogos constructivos de resultados clésicos en todos

los campos de la matemética han sido notables en |os Ultimos decenios ([06], [07], [11]).

Incluso desde una perspectiva clasica, 10s sistemas intuicionistas tiene multiples
aplicaciones demostrativo-teoréticas, permitiendo definir restricciones o extensiones
constructivas de sistemas clasicos. En particular, es destacable el logro de reducciones de
sistemas formales clasicos a sistemas mas constructivos, que eventualmente permite la
reduccion de sistemas infinitarios a finitarios y la reduccién de sistemas impredicativos a
predicativos. El patron general de estas reducciones fue inaugurado por Godel en su
[lamada interpretacion “diaéctica’ de HA ([29],[26]):

- sereduce un sistema axiomatico clasico a una variante intuicionista, basada en
lalogicaintuicionista, esto es, resultado de afiadir a ésta los axiomas
pertienentes de la teoria que se reduce (PA se reduce a HA, por gemplo).

- Seexplotan las propiedades constructivas de la variante obtenida, bien mediante
su reinterpretacion semantica (por jemplo interpretaciones funcionales libres de
cuantificadores) bien sintacticamente (por € emplo obteniendo pruebas
constructivas de normalizacion).

El interés de tales reducciones no es exclusivamente fundacional, ya que las mismas
estrategias reductivas se aplican en la extraccién de los elementos constructivos de pruebas
clasicas, permitiendo € disefio de busquedas autométicas de pruebas y procedimientos

efectivos de decision ([45]).
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(i) Pruebas como programeas.

De nuevo primero unas palabras de contextualizacion. Supongamos que identificamos cada
proposicion intuicionista con €l conjunto (constructivo) de sus pruebas. Adicionamente,
identifiquemos cada conjunto (constructivo) con una proposicién, cuyas pruebas son los
elementos del conjunto. Asi € conjunto Q de los nimeros racionales es la proposicion
intuicionista: hay algin nimero racional, que tiene tantas pruebas constructivas hormales
como instancias, esto es, elementos de Q. Esta es la idea basica de |a propuesta de
comprender |as proposiciones como tipos. Martin-L6f construye semanticas compl etas para
Ip e lq basadas en estaidea([40],[46]). Puesto que, por otra parte, es bien conocidala
correspondencia entre pruebas |6gicas y programas (descubierta primero para pruebas
puramente implicativas [44]), cabe afirmar que |os teoremas intuicionistas pueden
considerarse como programas, cuyas pruebas constructivas son algoritmos que los
verifican, y en consecuencia, lalogica intuicionista es un método para desarrollar
programas constructivamente correctos.

Este hecho explica que en los dos paradigmas de programaci én existentes, el paradigma
funcional y e paradigma relacional (o programacion “légica’), la légica intuicionista
cuente con multiples aplicaciones (tanto fundacionales como computacionales) que

obviamos detallar.

(i) Extensiones y restricciones.

Todas las extensiones de Ip que no colapsan en la logica clasica son llamados sistemas
intermedios o superintuicionistas. Entre ellos hay 16gicas de gran interés, que coinciden con
diversas |6gicas multivaluadas, difusas o probabilisticas, ala vez que conservan diferentes
peculiaridades constructivas. También restricciones de la |6gica intuicionista,

especia mente sobre su fragmento implicativo (16gicas intuicionistas sin contraccion,
|6gicas lineales intuicionistas) cuentan con multiples aplicaciones computacionales y
fundacionales (demostracion automética de teoremas, andlisis sintactico del lenguaje
natural, codificacion del razonamiento espacial, etc.). Evidentemente, en tres horas (y pico)

s0lo nos queda constatar la existencia de tales universos.
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