Capitulo 6

Loégica de clausulas de Horn

6.1. Introduccion

La l6gica de las cldusulas de Horn es una parte de la 16gica de primer orden.
Fue definida por McKinsey [5] en 1943, cuando investigaba problemas de decidi-
bilidad. Entre 1956 y 1970 Mal’tsev demostré que constituye el formalismo ideal
para el dlgebra universal. En 1970 se demostré que la teoria de la prueba de la
l6gica de las cldusulas de Horn era especialmente potente. En 1979 Kowalski [4]
hizo notar que las sentencias de una teoria de cldusulas de Horn tienen una lec-
tura bastante natural como instrucciones de un computador. Siguiendo dichas
instrucciones el computador encuentra las pruebas de los teoremas de cualquier
teorfa asi expresada.

Esta idea se ha usado con enorme éxito en programacién légica, tanto en
Prolog como en Datalog.

6.2. Definicion de formulas de Horn

El lenguaje es el de primer orden y la formacién de férmulas es la misma.

Definicién 217 Se llaman hechos a las férmulas atémicas. Si son distintos de
L se llaman estrictas.

Definicién 218 Se llaman reglas a las férmulas de la forma
at A ... Na, —

donde todas las formulas ay,...,c, y B son atémicas (a [ se le llama la
cabeza y a las otras el cuerpo). Se puede decir que un hecho es un caso extremo
de regla; cuando su cuerpo es Q.

Definicién 219 El conjunto de las formulas bdsicas de Horn es la union
de los anteriores.
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166 CAPITULO 6. LOGICA DE CLAUSULAS DE HORN

Definicién 220 Una férmula bdsica de Horn es estricta si no contiene el signo
para lo falso, L

La férmula
ar A...Nay — L

no es estricta, equivale a
-1 V.. Voo,

Una regla de Horn estricta equivale a
—a1 V...V may V B
donde todas las férmulas aq, ..., a,, y B son estrictas.

Definicién 221 Decimos que v, A ... A7, es una formula de Horn sin
cuantificadores, si cada v; es una férmula bdsica de Horn.

Definicién 222 Decimos que Qo es una formula de Horn, si QQ es una
cadena de cuantificadores y « es una férmula de Horn sin cuantificadores.
Decimos que es estricta si no usa 1y que es una sentencia, si no contiene
variables libres.

Definicién 223 Una teoria de Horn es un conjunto de sentencias de Horn

Ejemplo 224 Para expresar “cada cadena de caracteres tiene una longitud, que
es un numero natural” podemos usar esta férmula

Vz(cadena(x) — Jy(longitud(xy) A n°natural(y)))
que, aunque no es una sentencia de Horn, se reescribe ast:
Va3y((cadena(z) — longitud(zy)) A (cadena(z) — n°natural(y)))
esta dltima es una sentencia de Horn estricta

Definiciéon 225 Una sentencia de Horn universal es una sentencia de
Horn que sélo contiene cuantificadores universales.

Puesto que la férmula

Va(a A B)

es equivalente a
Vea AVzf

cada sentencia de Horn universal puede escribirse como conjuncién de sentencias
de la forma
Vaq...xp0

siendo « una férmula bésica
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Definicién 226 Se llaman clédusulas de Horn a las formulas
V... x0
Dependiendo de si la formula o« es un hecho o una regla, la cléusula también

Definicién 227 Una teoria de cldusulas de Horn es un conjunto de sen-
tencias que tienen esta forma
lexkﬁ(xvl‘k)

Vay..xg(a (21...xp) A oo A ap(21...2) — B(z1...2%))

6.3. Importancia de estas férmulas

sHay alguna razon que explique porqué la légica de las cldusulas de Horn es
tan 4til y sus propiedades tan interesantes?
Hodges responde a esta pregunta asf:

Cldusulas de Horn e induccién
Las cldusulas de Horn permiten construir conjuntos inductivamente
Ejemplo 228 FEsta es una teoria de clausulas de Horn
par(0)
YV (par(x) — impar(siguiente(z)))
Va(impar(z) — par(siguiente(z)))
Esta teoria sirve para formar inductivamente dos conjuntos: el de los pares
y el de los impares. Este ejemplo es tipico: los hechos de Horn nos dicen qué
elementos debemos poner en el conjunto al empezar, las reglas de Horn nos dicen

que otros elementos debemos ir anadiendo, en funcién de los que ya tengamos
en ese momento.

Ejemplo 229 Imaginad una base de datos que almacena la informacion de la
red de autobuses: como llegar de una ciudad espanola a otra utilizando este
transporte

Va enlazada(x, x)

enlace directo(Salamanca, Madrid)

enlace directo(Barcelona, Salamanca)

Vay (enlazada(z,y) — enlazada(y, x))
Vryz (enlazada(z,y) A enlace directo(y, z) — enlazada(z, z))

De esta forma conseguimos los pares de ciudades que estdn enlazadas mediante
autobis, tanto si es directo, como con transbordo.
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Subteoria de hechos atémicos

Dada una teoria T cualquiera de cldusulas de Horn, existe un tnico con-
junto S (es el menor de los que existen) formado exclusivamente por hechos
atémicos, que deben ser verdaderos para que lo sean las féormulas de 7. Los
hechos atémicos de S son descripciones de los conjuntos y relaciones defini-
dos mediante T'. En el ejemplo de los autobuses, el conjunto S contiene estas
sentencias

enlace directo(Salamanca, Avila)

enlace directo(Zamora, Salamanca)

En el ejemplo de los pares y los impares el conjunto es infinito.

Esta propiedad de poseer una subteoria atémica con tan buenas prestaciones
no la tiene cualquier teorfa légica; basta pensar en cualquiera que contenga esta
férmula

pVyq

Elementos de S

El conjunto S (que define el modelo inicial de la teoria T') estd formado
por las férmulas atémicas que se deducen a partir de 7.

Debido a esta condicién y a la mencionada en el apartado anterior, las dife-
rencias entre verdad y demostrabilidad para cldusulas de Horn no es tan clara
como en el resto de la l6gica de primer orden. Ello permite una simplificacién
de la metateorfa y abre ciertos debates tales como si una Base de Tipos es una
teorfa (un conjunto de sentencias) o un dlgebra (un modelo)

Procedimiento de prueba

Se puede demostrar que una sentencia dada estd en S siguiendo el proce-
dimiento mediante el cual se definen los conjuntos en la teoria T.

6.4. Niveles de estudio

El conjunto S puede estudiarse a tres niveles diferentes. En el inferior, se
analiza su construccién; esto nos lleva a la semdntica del punto fijo del Prolog
(Emden-Kowalsky). En el segundo se observan los itinerarios de prueba; nos con-
duce a la definicién de un célculo especifico para cldusulas de Horn, directamente
emparentado con la metateorfa. Finalmente, se describe la coleccién completa
de todas las pruebas y se examina el modo de encontrar entre ellas una concreta,
la de un hecho preciso. Al traducir estas pruebas simples en pruebas mediante
resolucién nos encontramos cémodamente instalados en la programacion légica.
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6.5. Usos destacados

Como se sugiri6 en el apartado 6.3, las cldusulas de Horn aparecen cuando se
selecciona a los elementos de un conjunto mediante la aplicacién de reglas. Por
ejemplo, el conjunto de las oraciones de una gramética (de una lengua natural
cualquiera, pero que posea estructura de frases) se obtiene al aplicar las reglas
a un léxico bdsico. Se puede escribir el léxico bdsico como un conjunto de hechos
y las reglas como cldusulas de Horn. (No es una casualidad el hecho de que
el creador del Prolog, Alain Colmenauer, fuera un investigador de lingiifstica
computacional.)

Fl resultado apunta a otro mucho més general: todo conjunto recursivamente
enumerable puede ser definido mediante una teoria de cldusulas de Horn.

Puesto que el conjunto de los teoremas légicos de la 1égica de primer orden
es recursivamente enumerable, la l6gica de cldusulas de Horn puede servir para
simular toda la l6gica de primer orden. Siendo esto asi resulta que el problema
de la decisién para la légica de primer orden y para su subteoria de cldusulas
de Horn es de la misma complejidad computacional.

Sin embargo, hay ciertos conjuntos de sentencias de Horn que, desde el punto
de vista de la teorfa de la decidibilidad, se comportan mucho mejor que sus
sentencias asociadas de primer orden.

La légica ecuacional es un caso particular de cldusulas: las identidades son
hechos de Horn y los axiomas de sustitucién son leyes de Horn. Justamente
aqui es donde se establece el vinculo entre el dlgebra universal y nuestras clau-
sulas. Las reglas de reescritura son las que mayormente se utilizan en la légica
ecuacional; en nuestra légica se anaden a éstas las proposicionales.

6.6. Conversion

En el ejercicio 224 vimos que atin cuando las sentencias de primer orden no
sean de Horn, algunas de sus equivalentes podrian serlo.

s Como sabemos cuando se puede reescribir una sentencia de primer orden
dada en una de Horn y cuando no?

A veces la conversién no es tan inmediata, requiriendo un cambio de lenguaje.

Ejemplo 230 Aunque esta férmula no es de Horn
Va(p(z) — Jy(y = g(z) Ar(y)) V q(z))
es légicamente equivalente a esta otra

Va3y(((y # 9(z) A —q(2)) = =p(x)) A ((=r(y) A ~q(z)) = —p(2)))

que aunque tampoco lo es, se convierte al cambiar —p,—q y—r porp,q y r e
introducir D(z,y) por x #vy. El resultado es la férmula

Va3y(((D(y; 9(x)) A q(z)) — pz)) A ((F(y) A gle)) — ple)))
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A este procedimiento se le denomina renombrado y a la funcién correspon-
diente funcion de renombrado.

No siempre se puede convertir un conjunto de sentencias en sentencias de
Horn mediante este procedimiento.

Va(p(z) V q(z) V r(z)),
Ejemplo 231 Este conjunto gigl—)'(]il;/\;‘ggg x ::g%%: no es converti-
Va(-p(z) V ~q(z) V r(z))

ble.

La respuesta a la pregunta planteada sobre si hay un procedimiento general
para determinar convertibilidad nos la proporciona el siguiente teorema.

Teorema 232 (Lewis 1978). Sea T un conjunto de clausulas vy, ...,7y,, donde
cada vy; es de la forma
Vf(av’h V..V akh,h)

Sea TTewis g teoria formada por todas las sentencias de la forma
Vf(ai,h V..V Oéj’h)

donde V. < h<m y V <1i < j < k. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1.  Existe una funcion de renombrado que convierte T en un conjunto de
clausulas de Horn

2. La Teoria TTews es consistente.

6.7. El cdlculo simple de Horn

Por supuesto, cualquier cédlculo de primer orden serviria, pero éste refleja
) )
mejor el comportamiento de las cldusulas de Horn.

Definicién 233 Una T-inferencia es un diagrama de sentencias de la forma

1 (7). (D)
5

stendo
VZ(a1(T) A ... A an(T) — B(T))

una sentencia de T y T una secuencia de términos cerrados. Cuando mn =0
tenemos

siendo

un hecho.
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Definicién 234 Una T—prueba de una sentencia atémica -~ a partir de
una teoria de cldusulas de Horn T se define como un drbol formado por
T—inferencias que cumple:

1. Las T—inferencias de inicio no tienen premisas (provienen de hechos)

2. ~ es la sentencia final

3. L no ocurre jamds en el drbol, excepto, tal vez, al final.

Vep(x)
Vi (p(z) — q(z))
Ejemplo 235 Sea T = Va(p(z) Aq(z) — r(x)) p la deduccion es ast:
vx(?"(f(ﬁ(b“))) -1

Notacién 236 FEn el caso anterior decimos que 1 es deducible de T en el
cdlculo simple de Horn y usamos esta notacion

T l_simple €

6.8. Modelo inicial

Cuando una teoria de cldusulas de Horn es sintdcticamente consistente, tiene
modelos muy simples; en particular tiene un modelo inicial, &

Definicién 237 Sea T wuna teoria de cldusulas de Horn y & un modelo.
Decimos que ¥ es un modelo inicial de T si se verifica lo siguiente:

. . X 393
1. Cada elemento del universo de I tiene esta forma p* (es la denotacion
de un término cerrado)

2.  Para cada sentencia atdmica se cumple:

SEa syss T Fgimple

3. & es un modelo de T
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Usos de los modelos iniciales

Una de las aplicaciones de los modelos iniciales es de indole psicolégica. En
deduccién automética es importante subrayar la relacién légica entre férmulas.
De manera natural tratamos de usar el significado de la férmula. Es dificil
comprender c6mo se puede usar el significado de una férmula sin dar un modelo
de ella; una interpretacién seméantica. Este es justamente el problema: lo normal
es que las relaciones légicas entre férmulas no sean privativas de un modelo,
de una interpretaciéon particular, sino de todas en conjunto. I' F o significa
que todas las interpretaciones que son modelo de I' lo son también de «.
Toda teorfa de cldusulas de Horn sintdcticamente consistente tiene la siguiente
propiedad: ser deducible a partir de I' equivale a ser verdadera en el modelo
inicial: Por lo tanto podemos asociar la deducibilidad a partir de I' con la
verdad en su modelo inicial.

Con todos los reparos hacia el psicologicismo es interesante senalar las tesis
de Johnson-Laird y Byrne; segin ellos cuando las personas normales deducen
algo lo que hacen es representarse modelos esquematicos de las premisas y exa-
minarlos. La dificultad de una deduccién (medida en el tiempo que se tarda en
hacerla o en la cantidad de gente que se equivoca) est4 directamente relacionada
con la cantidad de modelos que deben ser examinados: Si ello es cierto, deducir
sentencias atémicas a partir de cldusulas de Horn es especialmente sencillo ya
que basta con examinar un modelo.

Estos autores analizan veintisiete silogismos y los ordenan por su dificultad
(estadistica de los que se equivocan al hacerlo). De entre ellos destacan seis,
que son bésicamente razonamientos con cldusulas de Horn, y que se encuentran
entre los nueve més féciles de todo el bloque.

6.9. Codificacién de la légica de primer orden

sCual es la relacion existente entre la légica de primer orden y la de las
cldusulas de Horn?

Hemos visto que no todas las teorfas son de Horn, ni convertibles en ellas
mediante alguna funcién de renombrado (teorema 232). Sin embargo, puesto
que todo conjunto recursivamente enumerable puede ser definido mediante una
teoria de cldusulas de Horn, parece que hay esperanzas de poder usar esta teoria
incluso para determinar validez. De hecho, hay dos casos en los que la suerte
nos acompana:

1. La pregunta de si una sentencia cualquiera de primer orden es l6gicamente
valida puede convertirse en la pregunta sobre la inconsistencia de una
cldusula de Horn asociada a ella.

' . . " . .
2. Para cada teoria de primer orden existe una teoria de cldusulas de Horn
que tiene los mismos modelos (o “casi”)
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