Capitulo 15

Logicas Generales

15.1. Introduccion

La teorfa de las l6gicas generales [7] es un estudio axiomético de los diferentes
elementos de una légica y de las relaciones entre diferentes l6gicas; en particular,
su relacién de consecuencia sintdctica —integrada en el denominado sistema
implicativo—, su cdlculo y su aparato semdantico —este ltimo, se estudia bajo
la nocién de institucion.

La idea mds interesante, extraida de la teoria de categorias, es que las pro-
piedades més fecundas de un sistema légico o de una estructura matemdtica
no residen en ellos mismos, sino en su interrelacién con sistemas o estructuras
similares. Por ejemplo, se estudia mejor la teorfa de grupos partiendo del he-
cho de que ellos y sus homomorfismos constituyen una categoria. Este punto
de vista se adopta también en la teoria de las légicas generales, en donde se
considera que la consecuencia sintédctica, el cdlculo deductivo y las denominadas
instituciones son estructuras semejantes a los grupos del ejemplo y se estable-
cen entre ellas correspondencias (mapas) capaces de preservar su estructura. Asf
que el punto fuerte de estas logicas generales reside en definir adecuadamente
las correspondencias entre ellas de tal manera que los mapas entre sistemas im-
plicativos preserven la relacién de consecuencia sintéctica, los establecidos entre
los célculos dejen fija lo anterior y las propias pruebas y los que se definen entre
instituciones conserven la relacién semdntica de satisfacibilidad.

En consonancia con esta filosofia, una légica marco § serd aquella capaz de
representar a muchas otras y ello se concreta en el establecimiento de mapas de
las l6gicas en estudio a .

En el capitulo 13 propuse una correspondencia entre légicas basada en una
traduccién de férmulas y una conversién de estructuras, pues al utilizar la légica
multivariada como marco en donde situar las légicas en estudio se pueden eco-
nomizar recursos; esto es, con frecuencia se pueden arrastrar resultados desde
la multivariada a la légica en estudio. Uno de los casos alli tratados es el de la
légica modal S4.
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Asi que tanto en la teoria de las légicas generales, como en la teoria de la
correspondencia —esto es, la corriente traduccionista a la que me ascribo— se
persigue una reduccién operativa. El trabajo que publiqué con Manuel Clavel
[3] supone un primer esfuerzo hacia la construccién de un puente entre sendos
planteamientos, que permita la comunicacién de resultados ya establecidos en
ambas direcciones. En la seccién 15.2 se recogen las nociones relevantes para
nuestro trabajo de la teoria de logicas generales; en la 15.3 se define el aparato
seméntico de la 16gica modal S/ como una institucion; por ultimo, en el apartado
15.4 se define el mapa de instituciones entre S4 y la légica multivariada (o
heterogénea), y proponemos una ampliacién de las condiciones para establecer
un mapa de instituciones tal que permita obtener un teorema de representacion
—Ilo hacemos en 15.4.1—.

15.2. Légicas Generales

Estos son los componentes bésicos de las 16gicas generales:

Sintaxis

Para presentar un lenguaje se proporciona su signatura X y las reglas de
formacién de férmulas. Para cada légica hay una categoria Sign de sus posibles
signaturas y un functor sen que a cada signatura X le asigna el conjunto de
sus férmulas, sen(X)

Sistemas implicativos

Dada una signatura ¥ en Sign la derivabilidad de una sentencia « € sen(X)
a partir de un conjunto I' C sen(X) es una relacién binaria que normalmente
indicamos asf:

I'a

v que se establece siempre que a partir de los axiomas de I' se siga « usando
las reglas de la légica en estudio —se dice que I' implica a—
Formalmente se define un sistema implicativo como una tripla ordenada

& = (Sign,sen, )

La relacién - cumple reflexividad, monotonia y transitividad (corte) ademds
de la propiedad de F —traducibilidad; esto es,
Si
I |_E «

entonces para cada H : Y — X/ en Sign se cumple
sen(H)(T) by sen(H)(a)

Es decir, la derivabilidad se conserva aunque cambie el lenguaje!.

LA esto se le suele llamar principio de sustitucién.
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Instituciones

Una institucion es una cuddrupla
S = (Sign, sen, Mod, IF)

tal que Sign es una categoria cuyos objetos llamamos signaturas, sen es un
functor que asocia a cada signatura un conjunto de sentencias, Mod es un
functor que asocia a cada signatura una clase de modelos y IF es una funcién
que asocia a cada signatura 3 una relacién binaria que llamamos satisfaccion.

La condicién de satisfaccién exige que para cada traduccién sintactica entre
signaturas H un modelo de la segunda signatura satisface la traduccién de
una férmula si y sélo si la traduccién del modelo satisface la férmula original.
El functor Mod es contravariante, funciona hacia atrés.

Consecuencia

Sea T' un conjunto de Y—sentencias. Entonces, se define Mod(X,T') como
el subconjunto de Mod(X) determinado por todos los modelos M € Mod(X)
tales que satisfacen todas las sentencias de I'; esto es, M IFy ¢ para cada
o € I'. Podemos ahora introducir una relacién entre conjuntos de sentencias y
sentencias, que denotamos = del siguiente modo:

PEs ¢ syss Mlky ¢ paracada M € Mod(X,T)

Mapa de Instituciones
Sean las instituciones
S = (Sign, sen, Mod,IF) 'y S' = (Sign’,sen’, Mod',IF)

Entonces, un mapa de instituciones (®,a, ) consta de una transformacion

natural o un functor a—sensible ® entre las categorias de teorias de <& e

S’y una transformacién natural (.

A continuacién definimos con un poco mas de detalle algunos de estos com-
ponentes bésicos.

Definicién 395 Una institucion —véase [1] y [5]— es una cuddrupla
& = (Sign, sen, Mod, IF)
tal que Sign es una categoria cuyos objetos llamamos signaturas,
sen : Sign — Set
es un functor que asocia a cada signatura un conjunto de sentencias,

Mod : Sign — Set?
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es un functor que asocia a cada signatura una clase de modelos, y I es una
funcion que asocia a cada signatura Y una relacion binaria

ks € Mod(%) x sen(X)
que llamamos satisfaccion, tal que para todo
M’ € Mod(¥)

y para cada
H:¥%—Y y ¢pe€sen(Y)

la siguiente propiedad, que llamamos Condicién de Satisfaccion, se cumple:
Mod(H)(M') IFs ¢ syss M, I sen(H)(p).

Definicién 396 Sea I' un conjunto de X—sentencias. Entonces, definimos
Mod(X,T) como el subconjunto de Mod(X) determinado por todos los modelos
M € Mod(X) tales que satisfacen todas las sentencias de T', esto es, M IFy
@ para cada @ € T'. Podemos ahora definir una relacion entre conjuntos de
sentencias y sentencias —que denotamos = — del siguiente modo:

F'kEs e syss Mlkg ¢ para cada M € Mod(2,T)
Definicién 397 Sean las instituciones
S = (Sign, sen, Mod,IF) y ' = (Sign’,sen’, Mod',I")
Entonces, un mapa de instituciones
(®,0,8): S — &
consta de una transformacion natural
«: sen = sen’ o @

un functor a—sensible
&:Th — TH

entre las categorias de teorias de S e &', y una transformacion natural
B: Mod' o ®°P = Mod
tal que para cada
¥ € Sign,p € sen(X) y M’ € Mod (®(%,0))
se cumple la siguiente propiedad:

Mg @0y IFale) syss Bisg(M)IFs ¢



15.3. LA LOGICA MODAL PROPOSICIONAL S4 371

15.3. La Légica Modal Proposicional S4

Dada la similitud de objetivos entre este planteamiento y el de mi libro [6],
parecfa natural establecer vinculos. En [3] se realiza un primer esfuerzo para
construir un puente entre sendos planteamientos, que permita la comunicacion
de resultados ya establecidos en ambas orillas. Lo que hicimos en ese articulo fue
centrarnos en una de las légicas que habian sido satisfactoriamente traducidas
a la multivariada, el sistema S de Lewis.

En primer lugar, definimos el aparato semédntico de la 16gica modal S4 como
una institucion

(Signpar, Modpyr, senpag, IF)

A tal efecto se define la categoria de signaturas modales proposicionales, que de-
notamos Signpys y que tiene signaturas modales proposicionales como objetos
y morfismos de signaturas modales proposicionales como morfismos; la compo-
sicién y la identidad en Signpys se expresan como composicién de funciones
y la funcién identidad, respectivamente.

¢ Cuales serdan los modelos propios de esa ldgica?

Un Y—modelo de §4 es bdsicamente un modelo de Kripke cuya relacién de
accesibilidad es reflexiva y transitiva.

Se requieren también los functores

Modpyy : Signpyy — Set?

senpy : Signpy — Set

Para la introduccién del concepto de verdad en un modelo de Kripke seguimos
el procedimiento habitual, lo que nos lleva a establecer, por induccién sobre ¢,
que para todo morfismo H :Y¥ — ¥’ y ¥ —modelo M’,

Modpar(¢)(M') IFs ¢ syss M s senpar(@)(p)

Por lo tanto asi se presenta a la légica S4 como una institucién.
A continuacién expongo algunos de los detalles de esta definicién.

Una signatura modal proposicional Y es la unién de dos conjuntos disjuntos
de signos que llamamos proposiciones atémicas

P={P,In>0}

y el signo para lo falso; {L}.
Un morfismo de signaturas modales proposicionales H, desde una signatura
Y a una signatura Y’ es una funcién

f:u—Y

tal que f(L)= L.
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Definicién 398 Sea X una signatura modal proposicional. Entonces, un -
modelo de Sj consiste en: (1) un conjunto no vacio W, llamado el universo de
estados o mundos; (2) una relacion binaria R, R C W x W, que es reflexiva
y transitiva; y (3) una funcion

V¥ — p(W)
que asigna un conjunto de estados a cada proposicion atémica y tal que V(L) =0

El functor
Modpy : Signpyy — Set?

envia cada signatura ¥ a la clase Mod(X) de todos los X—modelos, y cada

morfismo de signaturas
H:Yx—Y

a la funcién
Modppy (H) : Mod(X') — Mod(X)

que envia cada Y'—modelo

(W, R, V)
al Y—modelo

(W,R,V)

tal que
W=W R=R'yV=V:H

Una Y —férmula ¢ es un elemento del conjunto “carrier” del dlgebra libre
senppr(X) que tiene como generadores los elementos de ¥y cuya signatura
estd constituida por los operadores prefijos unarios —esto es, =, ¢ y 0 —y
por los operador infijos binarios —esto es, V, A, — y < —.

El functor

senpy : Signpy — Set

envia cada signatura X al conjunto senpp/(X) de todas las ¥—férmulas, y
cada morfismo de signaturas

H: Y —Y

a la funcién
senpy(H) : senppy(X) — senpp(X')

inducida por H.

Sea ¢ una X—férmulay M = (W,R,V) un X-—modelo. Entonces,
M(p) es el conjunto de estados o mundos en los que ¢ es verdadero, y se
define como en la seccién 8.2.2.

Un Y¥—modelo

M=(W,R, V)

satisface una X —férmula ¢ siy sélosi M(p) = W. En este caso, escribimos
M H—E .
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Por induccién estructural sobre ¢, se puede demostrar que para todo mor-
fismo H:Y — ¥ y X'—modelo M/,

Modpp (H)(M') ks ¢ syss M Ikbsr senpy(H) ()

Por lo tanto,
<Sigan, MOdpM, SENPM, “‘>

define la l6gica S4 como una institucién.

15.4. El Mapa de Instituciones PM 54 — FOEQ

Se define un mapa de instituciones entre la l6gica proposicional modal S4
y la légica multivariada. La funcién

alp,u) =VuT RANS(p,u)

—vpara la funcién TRANS se usa la de la seccién 13.4.1—
define una transformacion natural.
Se precisa asf mismo de un functor A que envia:

1. cada teorfa modal proposicional (X,I') a una teoria multivariada de
primer orden integrada por el conjunto MODO(S4)s. y las traducciones
de las férmulas de la teoria (X,T)

2. cada morfismo de teorias modales proposicionales a un morfismo de teorias
multivariadas de primer orden

Si anadimos a lo anterior la conversién de estructuras, CON V53, el resultado
es un mapa de instituciones.

Estos son algunos de los detalles del mapa de instituciones entre la logica
proposicional modal S4 y la légica multivariada?.
El functor
AV Signpy — Signrorg

envia:
= cada signatura modal proposicional 3 a la signatura heterogénea
Q= (S, 71,I)

tal que S = {0,1}, T es una familia de conjuntos vacios y II es la
familia formada por los conjuntos

I =X — {1}, Ihio={e}, O ={S, =1}, Ho ={=0}

2Para la definicién de la instituciéon FOEQ), ver Ejemplo 67 en [4].
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= cada morfismo de signaturas modales proposicionales H : ¥ — Y/, al

morfismo
AY(H) = (Hy, Hy, H3) : A%(%) — A9 (X))

tal que H; y Hs son las funciones identidad y H3z = H para todos los
predicados en II; y la funcién identidad para el resto de conjuntos de
predicados.

La funcién
o senppy(X) x {u} — senpopy (A% (X))

tal que para toda ¢ € senppy(X) y u una variable individual de la 16gica

multivariada,
a(p,u) =VuT RANS(p,u)

define una transformacion natural
o SEnpy = SeNFoEg © A

El functor
A ThpM — ThFoEq

envia:

= cada teoria modal proposicional (X,I') a la teoria heterogénea de primer

orden
(A%(%), MODO(S4)s U ("))

—Para la definicién del conjunto MODO(S4)s ver la pagina 350, o
consultad [6]—

= cada morfismo de teorias modales proposicionales
H: (2 T)— (¥,1)
al morfismo de teorias heterogéneas de primer orden
A(H)=A%(H) : A(S,T) — AX,T)
La familia de funciones CONV3, tal que para cada (X,T) € |[Thpa|,
CONVay, 1 Modpop(A(S,T)) — Modpn (E,T)

envia cada A(X,T')—modelo (A, u,v) aun (Z,T)-modelo (W, R, V), tal que
W =A4;, R=v(S),y V(P)=wv(P), es una transformacién natural.
(Lema 4.5.2 en [6].) Para todo

¥ € Signpm, ¢ € sen(X) y M € Modrorq(A(X,0))
se cumple que:
Mo gy alp) syss CONVa .\ (M) IFs ¢
Por tanto, (A, o, CONV3) define un mapa de instituciones: PM S4 — FOEQ.
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15.4.1. El Teorema de Representaciéon para PM 54

En el capitulo 13 presento un plan general para definir correspondencias entre
l6gicas que tienen como objetivo arrastrar ciertas propiedades desde la légica
marco a la légica objeto de estudio; por ejemplo, enumerabilidad, compacidad
y Lowenheim-Skolem. El siguiente lema relaciona mapas de instituciones con
correspondencia entre ldgicas.

Lema 399 Sean
& = (Sign, sen, Mod, )

Q' = (Sign, sen’, Mod', )

instituciones, y sea (®,a,8) : § — ' un mapa de instituciones tal que
para cada X € Sign, ﬂ(z’@) es una funcion epiyectiva. Entonces, para cada
Y € Sign, ¢ € sen(X), se cumple que: (Teorema de representacion)

0’ ):sz'gn’(@(il,@)) aZ(@) SYss |:E 2
donde (' es el conjunto de aziomas de la teoria ®(%,0).

De hecho,
(A, o, CONV,) : PMS4 — FOEQ

define una correspondencia en el nivel del teorema de representacion.

Comentario 400 Vimos [13] que hay tres niveles de correspondencia entre
légicas: (1) teorema de representacion, (2) teorema principal, y (3) equivalencia
de cdlculos. El lema demostrado en [3] para mapas de instituciones establece
el nivel de correspondencia entre ldgicas del teorema de representacion. Es de
esperar que estos resultados puedan mejorarse en investigaciones futuras.
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