Capitulo 13

Logica Multivariada es
Unificadora

13.1. Introduccién

Este capitulo serd una sucinta exposicién de la segunda parte de mi libro
[19]. En Extensions of first order logic se estudian varias extensiones de la légica
de primer orden que tienen aplicacién en filosofia, informética, matematicas,
lingiifstica e inteligencia artificial. En él se introducen con cierto detalle los
siguientes sistemas légicos (ver figura 13.1): légica de segundo orden (SOL),
tres lenguajes para la teorfa de tipos, 16gicas modales proposicionales (PML) y
l6gica modal de primer orden-S5, légica dindmica proposicional (PDL) y l6gica
multivariada o heterogénea (MSL).

Una de las caracteristicas del libro es que en él se administra una sustanciosa
dosis de lo que Johan van Benthem denominaria perspectiva ldgica (ver figura
13.2).

El primer objetivo es, sencillamente, el de presentar al lector una coleccién
de l6gicas —es relativamente detallada en el caso de la 16gica de orden superior
y de la multivariada, y como meros ejemplos de aplicacién de la maquinaria
de traduccién propuesta para las modales y dindmica— ; el segundo objetivo
es desarrollar la tesis de que la mayoria de los sistemas “razonables” de 16gica
se traducen de forma natural a la légica multivariada. Esta tesis se mantiene
a lo largo de todo él, pero se desarrolla abierta y explicitamente en el tltimo
capitulo, en el que todas las 1égicas consideradas se ponen en correspondencia
directa con la légica MSL.

En el presente libro he decidido reducir la exposicién al caso general y a un
sélo ejemplo, el de la 16gica modal proposicional.
Me cito a mi misma':

Lo digo en el prefacio de [19].
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Figura 13.1: Ldgicas estudiadas

The book is also connected to my own intellectual and personal
biography, not only in the obvious sense, in terms of the time it
took me to write it, but because the subject has been around me
(back and forth) for many years. The subject of my Master’s thesis
was completeness for second order logic and my PhD thesis was on
second order logic as well. Both were presented in the Department
of Logic in the University of Barcelona. It was decisive for this book
that I spent the academic year 1977-1978 as a Fulbright Scholar in
Berkeley, and that Leon Henkin guided me as my advisor. There I
learnt many of the things that directly or indirectly, I hope, will show
in these pages, including an intellectual appreciation of the beauty
of teaching and the value of effort put into pedagogical issues. I have
always thanked Leon Henkin for introducing me, with his enormous
gifts for teaching, in a non-traumatic style, to his own wise overview
of metamathematics and algebra. The subject presented was the
usual one in graduate courses, but the presentation and insights were
a challenge. The daily handwritten handouts in the unmistakable
violet color of the Vietnamese copier... unforgettable!

When I first learnt about modal logic, the idea of translating it into
first order many-sorted logic appeared immediately. Right from the
start for me it was directly connected with what had been done
in higher order logic. I have always had the feeling that this was
just putting another piece of the puzzle? in the right place. I soon

2Como muestra la figura 13.3.
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Figura 13.2: Perspectiva ldgica

discovered that this idea had already generated a whole industry and
I became very happy afterwards when reading Johan van Benthem’s
survey and book. Wonderful, hats off! I applied the same treatment
to dynamic logic and wrote a paper on this. I was in Leeds at that
time, at the Centre for Theoretical Computer Science. Somehow this
book grew from that paper and that visit.

13.2. ;Por qué la légica multivariada?

¢Por qué MSL?, se podrfa preguntar.

Vimos en el capitulo 7 que MSL es una légica muy flexible, resultando ser
la eleccién obvia cuando se pretende tratar con méas de un tipo de objetos. Pero
ademds de ser la logica natural para estos casos, es también una légica eficaz
ya que su teorfa de la prueba est4 bien desarrollada —posee un cédlculo no sélo
correcto, sino también completo. Debido a su versatilidad, MSL puede ser usada
como marco unificador en el que situar a otras légicas.

Como ya comenté anteriormente, la proliferacién actual de légicas usadas
en filosoffa, informatica, lingiifstica, matematicas e inteligencia artificial hacen
urgente y muy necesaria la reduccién operativa de todas ellas. El objetivo es
triple:

1. Usar en todos los casos un tnico cslculo deductivo y, a ser posible, un
unico demostrador de teoremas
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Figura 13.3: La pieza del puzzle

2. Arrastrar algunas de las metapropiedades desde MSL hasta otras légicas
en estudio

3. Comparar entre sf a las diferentes l6gicas, mediante la comparacién entre
las teorfas multivariadas que las representen.

Desde mi punto de vista, este planteamiento es tan obvio e intuitivo que sélo
precisa de un poco de sentido comun para entender la construccién. Ademés,
si se modifican los ingredientes bdsicos, la receta puede adaptarse para cocinar
diferentes platos®.

Es dificil rastrear el origen y desarrollo de este enfoque, ya que cada l6gica
no cldsica conté con su “doble” clésica casi desde su nacimiento. Sin embargo,
debo atribuir la mayorfa de las ideas que yo uso en este planteamiento a dos
articulos de Henkin que menciono en las referencias: “Completeness in the theory
of types”, de 1950, y “Banishing the rule of substitution for functional variables”,
de 1953.

Sin embargo, no quisiera inducir a error. No hay en su mencionado articulo
de 1950 traducciones de férmulas, ni tan siquiera aparece explicitamente el len-
guaje y el cdlculo multivariado. En conexién con la légica de orden superior,
este cdlculo se usa, que yo sepa, por primera vez en el articulo de 1953. En él
Henkin propone el axioma de definicién de clases y relaciones (comprehension)
como alternativa a la regla de sustitucién usada en los cdlculos anteriormente

3 Asi lo planteamos en [17].
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propuestos para la légica superior. Si del nuevo se elimina el axioma de com-
prehensién, obtenemos uno multivariado; es decir, el cdlculo MSL. Otra de las
ventajas del que Henkin propone en 1953 es que permite aislar a otros célculos
situados entre el de MSL y los de orden superior. El procedimiento es senci-
llo: debilitando comprehensién. En el dltimo capitulo de mi libro Extensions of
First-order Logic esta idea se usa tanto en el estudio de la l6gica dindmica como
en el de la 16gica modal.

El Teorema de Completud en la Légica de Orden Superior

En la seccién 10.6 vimos que las ventajas de la nueva seméntica no-estandar
son evidentes ya que:

1. Conseguimos asi un teorema de completud

2. Sirve para destacar no sélo a la 1égica MSL sino también a otras ldgicas
entre MSL y SOL, obtenidas debilitando comprehension.

Debilitar el axioma de comprehensién

Aqui radica el programa de investigacién que quiero comentar a continua-
cién, pero permitidme que os recuerde donde se sitian esas 16gicas intermedias®.

Esta otra idea, ahora tomada del articulo de 1953, también resulta intere-
sante: Si debilitamos el axioma de comprehensién —por ejemplo, lo restringimos
a férmulas de primer orden, o a traducciones de férmulas dindmicas o modales, o
a cualquier otro conjunto recursivo— obtenemos cdlculos entre MSL y SOL. Y
resulta facil encontrarles su semédntica correspondiente. Naturalmente, la clase
de estructuras que les corresponde estard situada entre § y 6.6. La nueva
l6gica, llamémosla XL, serd también completa. El motivo es que esta clase de
modelos es axiomatizable. Esta idea se explotard tanto en PML como en PDL,
aunque con distinto alcance.

13.3. Reduccién de otras légicas a la multiva-
riada

Lo que haré ahora es explicar brevemente la idea general del programa de
reduccién. Dicho programa se desarrolla en tres niveles, o etapas (ver figura
13.4); en el primero nos detenemos en la mera representacién de la verdad en
la l6gica en estudio como verdad de su traduccién en estructuras multivariadas,
modulo una cierta teoria cuya definicién constituye una parte importante del
programa de reduccién; en el segundo la equivalencia se extiende al concepto
de consecuencia a partir de conjuntos cualesquiera de hipétesis; en el tercero
se demuestra la equivalencia del cédlculo de la légica en estudio con la teoria
multivariada que la simula.

4Consultad la figura de la pagina 278.
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Figura 13.4: Niveles del proceso de reduccion

13.3.1. Primer nivel: Teoremas de representacién

El plan general es como sigue:

La signatura de la l6gica en estudio —llamémosla XL— se transforma en una
signatura heterogénea, las expresiones de la légica XL se traducen a MSL y las
estructuras propias de XL se convierten en estructuras heterogéneas. Por con-
siguiente, necesitamos definir una funcién recursiva TRANS para la traduccién
y una conversién directa de estructuras, CONV.

Una posibilidad es anadir a las estructuras heterogéneas universos que con-
tengan todas las categorias de objetos matemdticos de los que queramos —y
podamos— hablar en la 16gica XL. Por consiguiente, en CONV 1(A) anadiremos
universos que contengan los conjuntos y relaciones definibles en las estructuras
originales, A, mediante los constructos de XL. A consecuencia de este cam-
bio, parece que estemos tomando estructuras propias para SOL en vez de para
MSL. Pero nosotros ya sabemos —lo aprendimos en la prueba de completud
de Henkin— cémo evitar el uso explicito de SOL, cambiando a MSL: nuestros
universos serdn multivariados o heterogéneos, pero anadiremos relaciones de
pertenecia y el axioma de extensionalidad.

El primer objetivo es definir CONV; y TRANS de forma que podamos
demostrar

Lema 370 Al ¢ <=CONV;(A) IF VTRANS(p)

Con la conversién directa de estructuras queremos obtener como resultado
la equivalencia entre la validez de una férmula cualquiera ¢ en las estructuras
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originales de la légica en estudio —llamémoslas simplemente &% (XL)—, y la
validez de la clausura universal de su traduccion a légica multivariada

VTRANS(p)
en la clase G* de las estructuras obtenidas por conversién
donde &* = CONV1(6%(XL))
Esto es,
Teorema 371 Fex(x1) ¢ < Fs- VI RANS(¢)

Naturalmente, la primera pregunta que uno debe hacerse es si &* puede
reemplazarse por la clase de modelos de un conjunto de férmulas heterogéneas a
determinar, A. Por consiguiente, la clave para las definiciones de TRANS y de
CONYV 1, es el poder simplificar la demostracién de la equivalencia seméntica,
y en este sentido la relevancia de los resultados que pudieran derivarse depende
de si se puede o no axiomatizar G*. En algunos casos, bastard con axiomatizar
una clase algo mds amplia, que incluya a &*.

Resumiendo, nuestro primer objetivo es demostrar un teorema de represen-
tacion; es decir, un teorema de esta forma

Teorema 372 (De representacion) Fsz(x1) ¢ <= A Fez(msr) YTRANS(p).

A partir de este teorema se demuestra facilmente el teorema de enumerabi-
lidad para la légica XL. Por lo tanto, sabemos que podremos disenar un cédlculo
para XL, pero también sabemos que en MSL podemos simular ese cédlculo e
incluso, si lo hubiera, usar el demostrador de teoremas de MSL.

También se demuestra

Teorema 373 TRANS(II) UA Fezamsr) TRANS(¢) = Il Fgs(x1) ¥

Asi que, aunque la reduccion se hubiera detenido en este nivel, los resultados
desde un punto de vista practico serfan impresionantes (ver figura 13.5).

13.3.2. Segundo nivel: El Teorema Principal

Una vez demostrado el teorema de representacion la pregunta inmediata es,

sSe puede hacer algo mas?

¢ Es el teorema de representacion el objetivo mdximo?

Cuando la légica en estudio XL posee un concepto de consecuencia, podemos
intentar demostrar lo que yo llamo el teorema principal; esto es, que consecuen-
cia en XL equivale a consecuencia de las traducciones mdédulo la teoria A.
Concretamente,

Teorema 374 (Principal) Il Fgz(xr) ¢ <= TRANS(II)UA Fezarsr) TRANS(p)
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Figura 13.5: Primer nivel

A partir del teorema principal se obtienen compacidad y Lowenheim-Skolem
para XL, usando las correspondientes propiedades de MSL. Para demostrar el
teorema principal hace falta definir una conversién inversa de estructuras; nues-
tro objetivo al definirlas es demostrar que si partimos de un modelo de A,
digamos, B, y de una férmula modal ¢, B es modelo de la clausura universal
de la traduccién de o, YTRANS(yp), si y s6lo si la conversién inversa de B lo
es de . Esto es,

Lema 375 CONVy(B) IF ¢ <= BIF VTRANS(¢)

Resumiendo, éste seria el resultado (ver figura 13.6)

13.3.3. Tercer nivel: Equivalencia de los cédlculos

Cuando la légica en estudio XL posee también un célculo deductivo, pode-
mos intentar utilizar la maquinaria de la correspondencia ya desarrollada para
demostrar, si es posible, correccién y completud para XL.
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Figura 13.6: Sequndo nivel

Puesto que contamos ya con el teorema principal y con completud y correc-

cién para MSL, nos gustarfa completar el cuadro demostrando la doble flecha
en la linea de abajo

TRANS(H) UA 'ZG‘I(MSL) TRANS((p) —1II 'zgg(x_g) 2}

i
TRANS(IT)UA F TRANS(p) <= I F ¢

La flecha hacia la izquierda es normalmente de demostraciéon muy sencilla ya
que podemos anadir a A las condiciones requeridas, como axiomas. En algunos

casos resulta 1til poder usar la construccién del modelo canénico Acany para
poder demostrar

Lema 376 CONV (Acan)IF QTRANS((,O) —btxL @
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13.4. Lébgicas modales K y S

En esta seccién lo que haremos es analizar el caso de la légica modal y
muy especialmente la minimal, K y la légica S4. La traduccién de férmulas
serd la estandar, la conversiéon de estructuras consiste en anadir un universo
en donde situar los conjuntos de mundos significativos y definiremos una teorfa
heterogénea que representa y equivale a la modal, tanto en el caso de K como

de §4.

13.4.1. El teorema de representacién en PML

En este caso se reducird PML a MSL”. Este lenguaje multivariado contiene
los simbolos siguientes: |, -, —, los relatores monarios Py, Py, Ps, ... €l relator
binario S, un signo de pertenecia y dos de igualdad; para individuos y relacio-
nes. Hay variables de dos tipos, para individuos y para conjuntos. Usaremos la
conocida traduccién estdndar, que expresa en primer orden las condiciones de
verdad de las férmulas modales. En particular,

» TRANS®(L)[u] =u #u
» TRANS® (p)[u] =

(
(

s TRANS" (—p)[u] = “TRANS" (¢)[u]

» TRANS™ (¢ — ¥)[u] = (TRANS® (¢)[u] — TRANS® (¥)[u])
(

» TRANS® (Oy)[u] = Yo(Ruv — TRANSE (¢)[v])

Lo que hacemos es formular en ldgica cldsica las condiciones semdnticas
de verdad de las férmulas modales. Prescindimos de nuestras logicas de-moda-
modales y nos ponemos los anteojos cldsicos (ver figura 13.7).

Es fécil ver que las traducciones de los axiomas K y Df{ indican pro-
piedades obvias de la cuantificacién y que por lo tanto estas férmulas pueden
demostrarse en MSL como teoremas 16gicos.

Ejercicio 377 tysr VuT RAN S (K)[u]
Ejercicio 378 ;51 VuTT RANSE (D f,)[u]

Por otra parte, las traducciones tanto del axioma 7T como del axioma 4 no
son férmulas vdlidas en MSL pues necesitan que se verifiquen ciertas hipétesis.

Ejercicio 379 (???) sz VuT RANSE (T)[u]
Ejercicio 380 (?7?) Farsr VuT RANS® (4)[u]

& Cudles?, nos preguntamos.
Las estructuras multivariadas que usaremos se obtienen a partir de las es-
tructuras modales al anadir universos que contengan conjuntos de estados, o
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Figura 13.7: Gafas

mundos. La intuicién aqui es que queremos tener explicitamente representados
todos los conjuntos que pueden ser definidos modalmente —esto es, mediante
férmulas modales en estructuras de Kripke—.

Dada una estructura modal .4 construimos un marco al afiadir un uni-
verso de subconjuntos de W, W’. Una clase muy especial de marcos son los
que denomino modelos generales construidos sobre estructuras modales. Para
construir un modelo general de esta clase lo que hacemos en incluir en W’ el
conjunto DEF de los subconjuntos de W definibles algebraicamente —esto es,
DEF C W' y est4 cerrado bajo ciertas operaciones—; afladiremos los conjuntos
unitarios y el de los puntos accesibles a partir de uno dado. DEF contiene el
conjunto vacfo @), todo Wy las interpretaciones de las proposiciones atémicas.
DEF esté cerrado bajo operaciones booleanas; esto es,

VI'(T,S € DEF =TUS,W —T € DEF)
y bajo la siguiente operacién
VT(T € DEF = Dom(RN (W x T)) € DEF)
Fuera de DEF, pero en W', tenemos los unitarios de todos los elementos
de W. La pertenencia a W’ también obedece esta regla
Vw(w € W = Rec(RN ({w} x W)) € W)

Llamemos § a la clase de todos los marcos construidos sobre estructuras
modales y & a la clase de todas las estructuras generales contruidas sobre
estructuras modales.
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Se puede demostrar que & estd contenido en la clase de marcos construidos
sobre estructuras modales cuyo universo W’ contiene todos los conjuntos
definibles mediante féormulas modales en sus propias estructuras modales. As{
mismo, se puede demostrar que una férmula modal ¢ define en una estructura
modal A el mismo conjunto que su traduccién define en cualquier estructura
general construida sobre A; esto es, en A®. Es decir,

Lema 381 AS(AuTRANS(p)[u]) = A(p)

Finalmente, demostramos que la validez de una férmula ¢ en PML equivale
a la validez de la clausura universal de su traduccién en la clase &. Es decir,

Teorema 382 F ¢ en PML <= Fg YuT' RANS(¢)[u]

Ahora la pregunta es, spodemos axiomatizar &?

La respuesta en este caso es afirmativa, ya que definimos la teoria MODO
cuyos axiomas son los esquemas de comprehension para traducciones de férmulas
modales, para férmulas atémicas con igualdad y para dtomos que usan el relator
binario S —que representa a la relacién de accesibilidad—. Esto es,

VIXVu(euX < ¢) donde ¢ € TRANS(PML)UIUX

I contiene las férmulas de la forma u = v, y X contiene todas las férmulas
de la forma Swuv.

Anadiremos extensionalidad, porque queremos simular la légica de segundo
orden en la multivariada.

Se demuestra lo siguiente:

Teorema 383 Mod(MODO) = &

Usando estos resultados obtenemos un teorema de representacion para la
l6gica minimal, K.

Teorema 384 (De representacion, para K)

E ¢ en PML <= MODO kz YuT'RANS(¢)[u] en MSL

A partir del teorema de representacion se demuestra enumerabilidad para la
l6gica K de PML. Ademds, caso de existir un probador de teoremas para MSL,
podria ser usado para demostrar teoremas modales.

Ya que tenemos un teorema de representacién para K, buscamos uno para
la l6gica S4. Llamemos MODO(S4) a la teoria heterogénea obtenida al anadir
a MODO las condiciones abstractas de segundo orden correspondientes a las
férmulas modales Ty 4 —llamémoslas MS(T) y MS(4)—. Sea D la clase de
las estructuras de Kripke reflexivas y transitivas. El teorema de representacion
de S/ tiene esta forma

Teorema 385 (De representacion, para S4)Fp ¢ en PML <=MODO(S4)Fz
VuT RANS(p)[u] en MSL
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Este resultado es de facil obtencién porque en el cédlculo multivariado se
puede demostrar que las formulaciones habituales de reflexividad y transitividad
equivalen a MS(T) y MS(4) médulo la teoria MODO.

Ejercicio 386 (Resultado crucial) En el cdlculo multivariado,

MODO + MS(T) < Reflexividad
MODO F MS(4) < Transitividad

Comentario 387 Esta situacion es mejor que la que encontramos en PML con
la semantica de modelos. Alli una estructura de Kripke reflexiva es un modelo
de T, una transitiva lo es de 4, etc, pero hay modelos irreflexivos de T y modelos
intransitivos de 4. Por lo tanto, si pensamos que los axiomas modales tratan de
definir la relacion de accesibilidad que les es propia, esto puede ser considerado
como un cierto fracaso. Verdad es que se puede tomar la conocida como semdn-
tica de marcos para PML. La alternativa que yo propongo es que vayamos al
entorno de las estructuras generales aqui definidas, puesto que nos ofrece una
caracterizacion de las propiedades semdnticas de la relacion de accesibilidad sin
perder el cédlculo.

13.4.2. El teorema principal en PML

Puesto que ya tenemos el teorema de representacién y en 1égica modal conta-
mos con el concepto de consecuencia, intentamos conseguir el teorema principal.
En PML la conversién inversa es la funcién inversa de CONV'; (borramos el uni-
verso W') y asi obtenemos facilmente el teorema principal tanto para K como
para S4. Esto es,

Teorema 388 (Principal, K) I1F ¢ <= TRANSII)UMODO £ TRANS(p)

Teorema 389 (Principal, S4) Il Ep ¢ <= TRANS(II) U MODO(S54) E
TRANS(p)

(siendo D la clase de estructuras de Kripke reflexivas y transitivas.

Como dije antes, asi conseguimos gratis los teoremas de compacidad y de
Léwenheim-Skolem para las l6gicas K y S4. La demostracién se basa en el
resultado crucial antes mencionado en el ejercicio 386.

13.4.3. Los cédlculos modales K y S4

Queremos demostrar que los cdlculos modales para K y S5/ tienen un corre-
lato en MSL. Es decir, que las teorias heterogéneas que las representan, MODO
y MODO(S/), son también equivalentes sintécticamente a K y S4. Es decir,

TRANS(IT) U MODO + TRANS(p) <= T b ¢
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TRANS(IT) U MODO(S4) - TRANS(¢) <= I Fg4 ¢

Por lo que a la légica K se refiere la flecha hacia la izquierda se obtiene
facilmente porque las traducciones tanto de K como de Df{ expresan
propiedades obvias de la cuantificacién. La regla de necesariedad se preserva
bajo traduccién. Por lo que respecta a la légica S/, usando MS(T) y MS(4) y
comprehensién obtenemos la traduccién deseada de cada ocurrencia de T o de
4.

En légica modal, dada una légica cualquiera, digamos B, hay un modelo
canonico, Bp, cuyo universo W contiene todos los conjuntos B—maéximamente
consistentes y cuya relacién de accesibilidad se define asi

{z, ) [ {elOp € x} C y}

A partir de este modelo, mediante conversién directa, obtenemos el modelo
candnico general, Bp®.

En el caso de la légica K esta estructura no es tan s6lo un modelo de MODO,
sino que también podemos demostrar que la traduccién de una férmula modal
¢ es verdadera en un punto del modelo candnico si y sélo si la férmula pertenece
a dicho punto,

Br®[t]E TRANS(p)u] <= p €t

Ahora podemos demostrar que
Br® EVuTRANS(p)u] =tk ¢
Concluimos finalmente que
MODO Fpsr, VuTRANS(p)[u] <=tk ¢

Usando este resultado llegamos a la completud y correccién de la l6gica
minimal de PML, K. No hemos hecho una demostracién directa, la hemos traido
de MSL.

Para la logica S4 se obtiene un resultado similar.
MODO(S4) Farse VUTRANS(QO)[U] = tss 0
Ahora, los teoremas de completud y correccion se demuestran con facilidad.
Comentario 390 Si alguien me prequntara que qué hemos obtenido, la Tes-

puesta seria que ahora tenemos a una serie de ldgicas preciosamente enmarcadas
(ver figura: 13.8).
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Figura 13.8: Marco multivariado
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