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1. Posibilidad y necesariedad

Las légicas modales se definieron diciendo que en ellas
la verdad puede ser calificada; esto es, las sentencias
adquieren una dimensién autorreflexiva, ademas de la
meramente descriptiva o denotativa.

Calificativos mas usados: necesario, obligatorio, siem-
pre, de ahora en adelante, después de ejecutar una
accion, sabido, conocido, etc.

Los I6gicos modales crearon un formalismo capaz de
captar situaciones dinamicas, de relativizar la verdad.

Desde una perspectiva actual:

* herramientas para identificar fragmentos intere-
santes de la légica clasica
* lenguajes a medida para tareas de modelaje e

inferencia



Condicional e implicacién

Las denominadas paradojas de la implicacion material
fueron anticipadas por los filésofos medievales.

> Una proposicidn verdadera es implicada por cualquier
proposicién

q— (p— q)
> Toda proposicién falsa implica cualquier proposi-
ciéon

—p—(p—q)
> Todas las proposiciones estan conectadas por
implicacién

(p—q)V(g—Dp)



Siglo XX

* MacColl (1906) introduce las operaciones de:

disyuncién:  (a + b)
negacién: (al)
implicaciéon:  (a : b)
equivalencia: (a = b)

y sostiene que es valida
(a:b):((ar) +0b)

pero no lo es

(a:b) = ((ar) +b)

* Lewis (1918) observa distintos sentidos de la
disyuncién:

« : Sécrates murié o Sdcrates es una piedra
B : Frank me ama o Frank no me ama

Nueva implicacién: a — (3 equivalente a

O — B)



Semantica

Y Lukasievicz

La interpretacion de las conectivas como funciones
veritativas es ciertamente fructifera. Sin embargo, jcémo
interpretar O y L1p?, ninguna de las conectivas monar-
ias sobre {1,0} serviria para ello. Una posibilidad es
tomar mas valores de verdad. Asi:

@ | Oy e | Qp
1 1 1 1
1/2]0 1/2 1
0 |0 0 |0

* Carnap (Semantica para S5)
Idea retomada en modelos candnicos para prueba de
completud.

U : descripciones de estados

s : un estado

p : proposicidon atédmica
U,slkpsysspé€s

U, s |- Uy syss para todot € U : U,tIF ¢



) ¢ Kripke (Semantica actual)
Muy versatil, permite poner énfasis en las distintas
relaciones de accesibilidad.

A= <W’ R, <pA>p€ATOM>

W : estados, mundos, situaciones, puntos,...

R : relacién de accesibilidad

pA conjunto de mundos donde p es verdadera

A slkp syss s e pA
A, slFQp syss dt(t € W & (s,t) € R&t € A, tlF )

* Légica multimodal
Permite tener varias relaciones de accesibilidad

A = <W, <7TA>7T€REL ’ <pA>p€ATOM>

W : estados, mundos, situaciones, puntos,...
74 . una relacién de accesibilidad para cada ™ € REL
pA conjunto de mundos donde p es verdadera

A, s {(m)p syss
Jt(t € W & (s,t) € &t € A, tIF @)



ecturas de Necesario:

Loégica, Fisica, Teorias del Tiempo, Teorias del Conocimien-
to, de la Creencia, de la Moral,...

v es necesariamente verdadero
0 es siempre verdadero
@ es obligatorio
[lp : ¢ es sabido
@ es creido
@ es demostrable (en la Aritmética)
¢ es verdadero tras ejecutar el programa

Por consiguiente, no hay una udnica Iégica modal, sino
multitud de ellas. Ello se concreta a nivel sintactico y
semantico.

distintos axiomas

Sintacticamente: . . ..
distintas légicas

distintas propiedades

Semanticamente: ., .
relacion de accesibilidad



2. Semantica relacional: Impacto

Estudiando la clase de los modelos de Kripke y la
validez en un modelo se demuestra:

T := Ly — ¢ es valida, si R es reflexiva

4 := [p — [y es valida, si R es transitiva
D = [y — Oy es vdlida para R serial

B := ¢ — [0y es valida para R simétrica

* ¢ 2 % %

5:= 0y — Oy es valida para R euclidea
Preguntas tipicas de esta linea de investigacion:

Dadas: P (propiedad) y R (clase estructuras rela-
cionales que la satisfacen). Sea I" el conjunto de todas
las férmulas modales verdaderas en R,

= {p € FORM(ML) | Al ¢, para toda A € R}

i Podemos axiomatizar I en légica modal?
iHay un cdlculo CAL(A) para I'?



Completud y Correccién

Expresamos completud y correccion asi:

FocAL(a) P Syss Fa e
/ Qué problemas resuelven estos teoremas?

» Describir recursivamente propiedades de las es-
tructuras de R.

» Encontrar una buena semantica para un calculo
deductivo CAL(A).

Los axiomas de una légica modal intentan caracterizar
las propiedades de la relacion de accesibilidad que les
es propia. Usando los resultados anteriores junto a las
técnicas de construccién de modelos canédnicos (o de
filtrado), obtenemos equivalencias entre semantica y
calculo, por ejemplo:

* Una férmula modal es un teorema de S4 syss
es verdadera en todos los modelos de Kripke reflexivos
y transitivos.



Correspondencia

Dada propiedad P, j podemos axiomatizarla finitamente

en légica modal?

iHay I modal, finito, tal que para cada A :
AIFT syss A tiene la propiedad P?

Las férmulas modales puede ser eficazmente traduci-
das a légica clasica

TRANSH(L)[u] =uw #u  TRANSH(p)[u] = Pu
TRANSH(—¢)[u] = =TRANSS(¢)[u]
TRANSH (o — 9¥)[u] = (TRANSH(¢)[u] —TRANSH () [u])

TRANSH () [u] = Vo(Ruv —TRANS(p)[v])

de manera que se puede demostrar que la validez
modal equivale a la de la traducida en los modelos
de ciertas teorias relacionales

F ¢ en PML <= Fg YuTRANS(¢)[u]



Definibilidad

/ Hasta qué punto la I6gica modal define las propiedades
de la relacion de accesibilidad?

Toda férmula modal se traduce a una de primer orden,
pero hay algunas que equivalen a férmulas de primer
orden que sélo emplean un relator binario (para la
relaciéon de accesibilidad).

Durante un tiempo parecia que la I6gica modal proposi-
cional y la de primer orden (usualmente con un tnico
relator binario) se correspondian. Pero se demostré que
no era el caso.



Contraejemplos

El denominado axioma de McKinsey

M = 0 — QU

caracteriza una propiedad que no puede ser defini-
da mediante ningln conjunto de sentencias de ese
lenguaje de primer orden.

Hay propiedades binarias muy simples que sin embargo
no se expresan mediante ningin esquema modal. Por
ejemplo, la asimetria, la irreflexividad.

El lenguaje modal puede entenderse como el lenguaje
ideal para expresar propiedades de las relaciones bina-
rias, aunque puede mejorarse.



3. Lenguaje para relaciones bina-

rias

/ Por qué empleamos estructuras relacionales?

> Abundan. Casi todas las estructuras matematicas
pueden ser vistas asi. La légica modal extiende su ra-
dio de accidn.

> Permite centrarse en propiedades de la relacién
de accesibilidad de la estructura (érdenes parciales,
relaciones de equivalencia, grafos y algebras varias).

Sin embargo, estas estructuras ya se empleaban pro-
fusamente en muchas areas de la matematica y de la
informdtica sin usar légica modal.

> La légica modal y la clasica se complementan.



Moda Modal

/ Qué se gana al utilizar la Iégica modal?

> Entender, precisar y axiomatizar las estructuras
compuestas por estados, transiciones entre estados vy
procedimientos

> Expresiéon formal concisa (operador disefiado
ad hoc)

> Légicas modales decidibles, a diferencia de la
|6gica de primer orden.

> Enfoque local: Para estudiar y comprender las
estructuras de transiciones entre estados nos situamos
dentro.

> Perspectiva interna (AUTOMATA:= se sitda den-
tro del modelo y analiza los estados accesibles)

/ Qué defectos tiene la logica modal?

Asimetria esencial:

> Los estados son cruciales
> No podemos referirnos a ellos
> Se complica el calculo deductivo con herramien-

tas del metalenguaje



4. Logica temporal

Nuevos operadores modales:

(P) @ Alguna vez en el pasado, ¢
(F) ¢ Alguna vez en el futuro, ¢
[P] ¢ Siempre en el pasado, ¢
[F] ¢ Siempre en el futuro, ¢

e —=pr[PleNeN[F]p Siempre
Op —=pr(P)eVeVI(F)p Alguna vez

Prior (1967) formula varias tesis sobre el tiempo, que

servirdn de axiomas en su légica temporal

[Fle — (F) ¢ Lo que siempre serd verdadero, lo

sera alguna vez



(F)p — (F)Y(F)p Si o serd verdadero alguna
vez, entonces sera alguna vez verdadero que ¢ sera ver-
dadero alguna vez

—(F)p — (F)=(F)p Si ¢ no serd verdadero
nunca, entonces sera alguna vez verdadero que ¢ no
sera verdadero nunca

[Fl(p — ) — ([Fle — [F]¥)  Si siempre a
partir de ahora, 1 se sigue de ,entonces si © es siem-
pre verdadero también 1) sera siempre verdadero

Novedad: el pasado y el futuro son interdefinibles

@ — [P]{(F) Lo que es verdadero, fue siempre
verdadero que alguna vez seria verdadero

e — [F](P) ¢ Lo que es verdadero, sera siempre
verdadero que alguna vez fue verdadero

Estos axiomas de la I6gica temporal K; expresan propiedades

muy generales de los operadores temporales, indepen-
dientes de la naturaleza de la relacién de orden que
representara al tiempo.



Aplicaciones

Tiempos verbales

q Maria canta
q Maria cantara
q Maria canté
(P)q Maria habia cantado
(P)q Maria habra cantado
(F) q Maria cantaria

(F)
(P)
(P)
(F)
(P)
Tragicomedia de Calisto y Melibea

(' := Calisto ama a Melibea
M = Melibea ama a Calixto
D := Calixto es dichoso

Alguna vez am¢é Calisto a Melibea

(P)C

El amor de Melibea por Calisto fue siempre correspon-
dido

[P](M — C)



Melibea no amaba a Calisto en el mismo instante en
que Calisto amaba a Melibea

(P) (=M A C)
Te amo ahora y siempre te amaré (Calisto a Melibea)
CA[F]C

Te amo ahora, pero dejaré de hacerlo en alglin mo-
mento (Melibea a Calisto)

M AN (F)—-M
Sélo si siempre me amas seré feliz



; Qué propiedades podemos exigir a
la relacién temporal?

R es una relacidn transitiva, lineal hacia atras, rami-
ficado hacia el futuro.

Axiomas modales de la légica temporal (afiadidos a la
minimal)

(FY(F)p — (F)p para la transitividad

((P) oA (P) ) = ((P) (e Ap)V ((P) (e A (P)Y))V
((P) ({P) ¢ N)) para un pasado lineal



Tiempo lineal

R es una relacidn de orden lineal, en ambos sentidos

Exigimos que la relacidn esté conectada, esto equivale
a evitar ramificaciones en ambos sentidos por lo que
anadimos a la légica el axioma para un futuro también
lineal

((F) e AN (F) ) —
((E) (e AP) vV ((F) (p A ) 9)) vV ((F) (CF) 0 A )

No podemos expresar

La relacién temporal es asimétrica y es irreflexiva, pero
eso no lo podemos expresar en este lenguaje modal.



i Preguntas?

» jHay un inicio y un fin?: Ni o ni w
R(—«) Vst (t,s) € R no hay principio
R(—w) Vst (s,t) € R no hay fin
Axiomas:
A(—a)  [Fle—=(F)y
A(-w)  [Ple = (P)y

» Densidad Rp
Vstdr ((s,t) e R = (s,r) € R& (r,t) € R)
Axioma modal:
Ap (FYp — (F) (F) @ para la densidad

» Continuidad R&: Si cortamos el orden en dos hay
un elemento en el medio, no hay agujeros
Axioma modal:

([Pl — (F) [Ple) — ([Ple — [F]v)



5. Lagicas Hibridas

Asimetria légica modal:
> Los estados son cruciales
> No podemos referirnos a ellos

En lenguajes hibridos se puede:

* introducir referencias explicitas a los elementos
del dominio de un modelo; por ejemplo, momentos es-
pecificos (dias anos, etc.)

* mejorar el poder expresivo; por ejemplo, mod-
elar indexicales temporales (ayer, hoy, mafiana, aho-
ra,...)

* elegante teoria de la prueba, préxima a los sis-

temas deductivos etiquetados
) ¢ definir propiedades de marcos relevantes para
|6gica temporal (irreflexividad, asimetria)



Cémo se crea una légica hibrida

> Antecedente: Prior en sus dltimos trabajos uti-
liza términos para referirse a instantes de tiempo y los
trata como férmulas

F(i A p)

dice que el instante ¢ y la proposiciéon p estan en el
futuro y coinciden. Esto es, p ocurre en el instante
futuro 2.

> Extender lenguaje anadiendo un conjunto de
nominales

ATOM U NOM

la idea es usar férmulas para referirse a los mundos
> Agregar un conjunto de operadores modales

{@; | ¢ € NOM}

> Formar férmulas en este lenguaje extendido, us-
ando nuevas reglas:

1. NOM C FORM 2. ©;¢o € FORM



> Interpretar : € NOM en A como clase unitaria:

i = {a}
> Definimos la interpretacién de férmulas con nuevos
operadores

A, wlF Q;p Syss A A F o

Cambia la légica:
Y La féormula

Ol AP)AO(p Ag) — Op A q)

no es valida, ni tan siquiera lo es

O(r Ap) ANO(r Ag) — O(p A g)

pero si lo es

CEAP) ANO(EAq) — O(p A q)

ya que cada nominal es verdadero en un Unico estado

o mundo.



Mayor capacidad expresiva

Anadimos a la légica modal los conceptos de identidad
y referencia:

Y Podemos verificar si dos estados coinciden

©Q,7 indica que son idénticos los estados cuyos
nombres son 7 y j

) ¢ Reflexividad, simetriay transitividad de la iden-
tidad se expresan como esquemas axiomaticos

* En idénticos estados las proposiciones también
©;j — (o +— Q)

* Podemos expresar que dos estados estan rela-
cionados mediante la relaciéon de accesibilidad

QsOt indica que estan relacionados mediante

R los estados cuyos nombres son s y ¢



Definibilidad

Algunas de las propiedades de la relacién de accesi-
bilidad que eran definibles en la légica modal minimal
(o en la temporal) se definen en la hibrida de forma
mas concisa:

* Reflexividad, simetria'y transitividad de la relacién
de accesibilidad ahora se expresan usando los nomi-
nales

1 — 1 i — 01 OO — Ot

* Densidad y determinismo (la relacién de acce-
sibilidad es una funcién) ahora se concretan asi:



Aumenta la definibilidad

Lo mas importante es que muchas de las propiedades
que no podian ser expresadas en légica modal (o tem-
poral) ahora pueden serlo:

Y Irreflexividad, asimetria, antisimetria e intran-
sitividad de la accesibilidad ahora se expresan

1 — U(O1 — 4) OO1T — =01

* También universalidad, tricotomia y que haya
al menos dos estados (o cuarenta) se puede expresar:



Calculo

Al calculo deductivo modal le anadimos reglas para
las nuevas férmulas

Tenemos reglas para la negacion

PP TP
—Qsp Qs
Y para la conjuncién; esta dice que si la férmula
(e A 9)

es verdadera en el estado s también lo son separada-
mente las férmulas ¢ y 1 en ese estado

@390 _‘@390 ‘ _‘©s¢
Qs

De forma similar para el resto de conectivas binarias.
La simplificacién de la nueva conectiva es también una
regla
Q0 [@] —0;0;¢
O —0p

[—©]



Finalmente, la combinacién de los operadores modales

se resuelve asi

@3<>Q0 _'@SQSO @s<>t .
oo M) e = ()
Qqp

Hay otro grupo de reglas que afectan a los nominales
junto al operador @ ya que ellos proporcionan igualdad
entre estados. Por ejemplo, reflexividad y simetria

[s estd en la rama] Os
©SS @St




