INTRODUCCION A LA TEORIA DE LOS
SISTEMAS DEDUCTIVOS

) HUBERTO MARRAUD GONZALEZ
CAPITULO 1. PRELIMINARES

A primera vista se dirfa que se trata de
pequefias  figuras absurdas que avanzan
bailando a lo ancho del papel en que estin
dibujadas. ¢Por qué razén atribuye usted
importancia a tema tan absurdo?

A.Conan Doyle, La aventura de los bailarines

ARGUMENTOS Y ESTRUCTURAS MATEMATICAS.

La /jgica es una disciplina matematica que tiene por objeto la nocién de correccion argumental.

[1] La logica es, en la actualidad, una disciplina matematica, pero eso no quiere decir que lo haya
sido siempre. Las ciencias cambian a lo largo de la historia y ocasionalmente esos cambios afectan a
la definicién de su objeto.

[2] El concepto de estructura matematica proporciona un modo conveniente de describir el objeto
de la matemitica. En general, una teorfa matematica se define con respecto a una clase de
estructuras matematicas.

[3] En el sentido que aqui es pertinente, un argumento (formulado en un lenguaje L) esta formado
por un cierto nimero de oraciones (de ese lenguaje) O,...,On, On+1. Entre éstas se distinguen las
premisas, Of,...,On, y la conclusiéon, Ogqi.!

[4] Un argumento Ox,...,On, On+1 puede ser correcto o incorrecto; en el primer caso se dice que
On+1 se sigue o es consecuencia de Oy,...,On. Por tanto, extensionalmente, la nocién de correccion
argumental (para un lenguaje L) se identifica con el conjunto de los argumentos en los que la
conclusién es consecuencia de las premisas.

Una estructura matemdtica es una secuencia S=<B,<R;>io,<f>j5j> con dos funciones asociadas
o:I=N y B: I=N tal que: (1) B#O es el universo de la estructura, (2) Iy ] son conjuntos de indices
tales que IUJ#0, (3) para cada iJI, R; es una relacion a(i)-aria definida sobre B, es decir, R; O B 0;
(4) para cada jUJ, fj es una operacién B(j)-atia definida sobtre B, es decit, £;;B # 0-B. El tipo o

signatura de una estructura matematica es <o(,3>.

[1] Lo que aqui lamamos estructura matemdtica recibe en ocasiones los nombres de sistema algebraico o
dominio matemdtico. Puede darse una definicion mas general que la precedente, que por lo demas es
suficiente para nuestras necesidades.

[2] Cuando I=0), se dice que S es un dlgebra, y cuando J=0 que es un sistema relacional.

[3] Si I={1,...n} y J={1,..m} son finitos, suele esctibirse S=<B,Ri,....Rn,{1,...fm> en vez de
S=<B,<Ri>io, <f{>jg)~>.

Una feoria matemitica T estudia las propiedades de las estructuras matemdticas que satisfacen
determinadas condiciones Ci,...,C.

' No obstante, en D.J.Shoesmith y T.J.Smiley (1978) puede encontrarse un concepto més general de
argumento.
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[1] La clase de las estructuras matematicas estudiadas por una determinada teorfa matematica T es
siempre cerrada bajo isomorfismos.

[2] Dos estructuras matematicas S y S' con el mismo tipo son isomotfas syss (si y sélo si) existe una
funcién h:B-B' tal que (1) h es biyectiva, (2) para todo il y toda secuencia <ot,...,0 , 3> de B* @,
<01,..,0 , &> OR; syss <h(o1),..., 0 , 3> LR, y (3) para todo jUJ y toda secuencia <ox,...,0 g 5> de
B0, h(fj<ou,...,0p>) = fj'(<h(01),...,h(0§ 0)>)-

[3] Naturalmente, no todas las teorfas matematicas tienen, atendiendo a su objeto, la misma
generalidad. Por ejemplo, la aritmética es la teorfa de las estructuras isomorfas al anillo <E,+,A> de
los enteros, y asi es una teorfa poco general, contrastando, entre otras, con la teoria de grupos. Esta
tiene por objeto los grupos o estructuras <B,[],*>, donde * es una operacién binaria que satisface
los postulados (1) para cualesquiera elementos a,b y ¢ de B, a® (b*c)=(a*b) *c, y (2) para todo
elemento a de B, hay sendos elementos b y ¢ de B tales que a*b=b®a=a y c*a=a*c=b.

[4] Los dominios de dos teorfas matematicas pueden solaparse. Esto incluye el caso en el que el
dominio de una de ellas estd contenido en el de otra. Asi, los grupos que satisfacen, para
cualesquiera a y b de B, el postulado adicional a®b=bea reciben el nombre de grupos abelianvs.

Un gistema légico es una estructura matematica S=<Sb(F),J,C>, donde F es un conjunto no-vacio
(de férmulas), Sb(F) es el conjunto de sus partes, y C:Sb(F)~»Sb(F) es una operacién unaria
(operacién de consecuencia).

[1] La idea es identificar una teorfa de la correccion argumental para un lenguaje L con el
correspondiente sistema légico S=<Sb(F),C>, donde F es el conjunto de oraciones de L. Puesto
que C(X) es, intuitivamente, el conjunto de las consecuencias de X, la correccion de un argumento
con las premisas Ay,...,Aq y la conclusién An+i se representa como An+1UC({Ay,...,An}).

[2] A veces se reemplaza la operacién de consecuencia por una relaciéon de consecuencia R [J
Sb(F)xF. Es cuestién de gustos, puesto que se tiene ALC(X) syss <X,A>[IR.

[3] La ldgica es la teoria de los sistemas 16gicos; #na ligica (p.ej., 1a 16gica clasica, la 16gica intuicionista,
etc.) es una teorfa de una clase de sistemas légicos.

[4] Para simplificar, en lo que sigue escribiremos <F,C> por <Sb(F),C>. En lo sucesivo y a lo largo
de todo el libro se siguen usando X,Y,Z,... para partes o subconjuntos de F, y A,B,C,... para
elementos de F.

PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS LOGICOS.

Un sistema logico S=<F,C> es tarskiano syss satisface las condiciones siguientes:

(T1) AOCH{A}) reflexividad
(T2) si XUY entonces C(X) LC(Y) monotonia
(T3) C(CX)OC(X) transitividad

Un sistema légico S=<F,C> es finitario syss
(T4) para toda férmula A y todo conjunto de férmulas X, si AOC(X) entonces hay un
subconjunto finito X' de X tal que ALC(X").

Un sistema légico S=<S,F> es estructural syss
(T5) s(C(X))=C(s(X)) para toda sustitucion s sobre F.

Un sistema logico es estdndar syss es tarskiano, estructural y finitatio.

[1] Entre las férmulas las hay simples y complejas. Una férmula simple se caracteriza porque
ninguna de sus partes (salvo la propia férmula) es una férmula. Una sustitucion sobre F es entonces
una funcién s del conjunto de férmulas simples de I en el conjunto de férmulas de F. Si A es una
térmula de F, cuyas subférmulas simples son Bi,...,.Ba, v s es una sustitucion, s(A) es la férmula
resultante de sustituir simultineamente en A cada ocurrencia de Bi,..,Bn por s(Bi),...,s(Bn).
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Analogamente, si X es un conjunto de férmulas de I, s(X) es el conjunto resultante de reemplazar
cada ALX por s(A).

[2] La clasificacién anterior de los sistemas logicos se transfiere a las 16gicas, de manera que se dice
que una légica es tarskiana (no-tarskiana) syss los sistemas logicos que estudia son tarskianos (no-
tarskianos),etc.

[3] Los postulados del dltimo recuadro fueron propuestos por Tarski? como parte de la definiciéon
de operacién de consecuencia. Hay que sefialar a este respecto que para cualquiera de ellos se
conocen légicas que no lo satisfacen, y algunas de ellas son relativamente populares o lo han sido en
algin momento (por ejemplo, las 16gicas no-mondtonas).

[4] En determinados contextos puede ser interesante considerar otros postulados: un sistema logico
es teorematico syss C(LJ)Z0, es explosivo syss para algin conjunto finito de férmulas X, C(X)=F,
etc.

[5] Dado un sistema légico S=<F,C>, una #oria de S es un XUF tal que C(X)=X. Un conjunto de
férmulas X es axiomatizable en S si y s6lo si existe un YUX finito tal que C(Y)=X. En ese caso, se
dice que Y es una base axiomatica para X.

La relacién u operaciéon de consecuencia de un sistema logico puede definirse semantica o
sintacticamente, es decir, en términos de interpretaciones admisibles de sus férmulas o en términos
de la forma de las mismas, respectivamente.

Se dice que un sistema légico S=<F,C> es un /lenguaje formal cuando C se considera definida
semanticamente, y se conviene en usar 'ks' para designar una relacién de consecuencia definida
semanticamente.

Se dice que un sistema logico S=<F,C> es un sistema deductivo cuando C se considera definida
sinticticamente, y se conviene en usar '|s' para designar una relacién de consecuencia definida
sinticticamente.

[1] La distincién entre sistemas deductivos y lenguajes formales 70 es una divisiéon de los sistemas
légicos, sino mas bien de sus descripciones -un mismo sistema légico puede aparecer como sistema
deductivo y como lenguaje formal; es decir, fsy Fs pueden ser nombres de una misma relacién de
consecuencia.

[2] Dicho esto, hay que seflalar que algunos sistemas légicos sélo pueden ser descritos
semanticamente (como la légica estindar de segundo-orden), si bien para todo sistema deductivo
hay un lenguaje formal que caracteriza al mismo sistema légico.

[3] La definicién de una relaciéon u operacion de consecuencia presupone una definicién previa del
conjunto de férmulas del sistema légico correspondiente. Fsta consta normalmente de una tabla de
signos y de un conjunto de reglas de formacién, que combinados dan una definicion recursiva de
férmula. Para evitar confusiones usamos el término prolengnaje para designar a los lenguajes
artificiales de este tipo.

[4] En ocasiones se usa entrafiamiento semantico por consecuencia (definida) semanticamente y
derivabilidad o derivabilidad formal por consecuencia (definida) sintacticamente.

[5] Para construir un lenguaje formal, dado un prolenguaje, se procede como sigue: (1) se especifica
la clase de las estructuras matematicas admisibles para ese prolenguaje o estructuras-modelo. (2) Se
especifican entonces, por medio de un conjunto de reglas semanticas, las funciones de
interpretacién admisibles de los signos y expresiones del prolenguaje sobre estructuras-modelo. (3)
Una interpretacion admisible del prolenguaje en cuestién es un par <S,I>, formado por una
estructura-modelo y una funcién de interpretacion sobre S. (4) Si V es el conjunto de los valores
que pueden tomar las férmulas de I bajo las interpretaciones admisibles, se determina el
subconjunto W de V de valores designados. (5) Finalmente, se define: ALC(X) syss para toda
interpretacién admisible I, si para todo BUX, I(B)LIW entonces I(A)LIW.

[6] Adviértase que una definicién semantica de la consecuencia no es, segin lo expuesto, una
definicién recursiva. No sucede lo mismo con las definiciones sinticticas, cuyo esquema genérico

2 En honor a la verdad hay que decir que los postulados T1-T5 se deben mas bien a Lo$ y Suszko (1958),
quienes formulan el postulado de reflexividad como XUC(X). Los postulados originales de Tarski son:

cardinal de F<w;, XUC(X); C(CX)UCX); CX)=L{C(Y):Y es un subconjunto finito de X}; hay un A tal que
C(A)=S. Posteriormente Tarski eliminé el dltimo postulado.
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es: un argumento correcto es un argumento que posee tales y cuales propiedades estructurales (es
decir, propiedades concernientes a la forma y disposicion de las férmulas que lo componen y sus
partes) o que puede obtenerse a partir de tales y cuales argumentos estructuralmente descritos por
medio de tales y cuales transformaciones estructurales.

[7] Por consiguiente, la relacion de derivabilidad es recursivamente enumerable, la de entrafiamiento
semantico no tiene porqué serlo. Asi, un sistema légico cuya operacién de consecuencia no sea
recursivamente enumerable no podrd analizarse como sistema deductivo, aunque si como lenguaje
formal.

Segun lo expuesto, podemos distinguir tres partes en el estudio de los sistemas légicos: la teorfa de
los prolenguajes o gramdtica légica, la teorfa de los lenguajes formales o teotrfa de modelos, y la
teorfa de los sistemas deductivos o teorfa de la demostracién.

[1] Obviamente, la gramatica logica es presupuesta por la teorfa de la demostraciéon y la teorfa de
modelos.

[2] El nombre #eoria de la demostracion no es particularmente afortunado, y %oria de la derivabilidad seria
preferible. Una férmula A es demostrable syss ALIC(L). Pero ya se ha seflalado implicitamente que
hay sistemas deductivos no-teorematicos, y por otra parte no puede darse por sentado que, atn en
sistemas teorematicos, la derivabilidad sea definible en términos de demostrabilidad.

[3] Un tdnico sistema légico puede presentarse por medio de sistemas deductivos distintos, como
comprobaremos en lo que sigue.

ARGUMENTOS DEMOSTRATIVOS.

La nocién de consecuencia ha sido formalmente caracterizada por medio de la operacién de
consecuencia C:Sb(F)»Sb(F) o de la relaciéon de consecuencia RUOSb(F)xF. En ambos casos se
asume que un argumento consta de premisas y conclusién, y que las premisas de un argumento
forman un conjunto (de férmulas).

La acepcién de ‘argumento’ implicita en las definiciones precedentes es privativa de la
légica. En una acepcién mas comun, un argumento consta no solo de premisas y conclusion, sino
también de un discurso o cadena argumentativa que pretende mostrar que la conclusion se sigue de
las premisas. Corcoran habla en este segundo caso de argumentos demostrativos. La correccién de un
argumento demostrativo requiere no sélo que la conclusion se siga de las premisas, sino también
que el discurso argumentativo exprese un razonamiento correcto de las premisas a la conclusion.
Naturalmente todo esto queda un poco en el aire mientras no se especifiquen normas de
razonamiento cotrrecto.

La nocién de derivabilidad tiene una conexiéon con la de argumento demostrativo de la que
carece la nocién de entrafiamiento. Las reglas de transformacién de los sistemas deductivos son los
componentes del discurso argumentativo que mostrarfa el modo en que puede transitarse de las
premisas a la conclusién. Un sistema deductivo no sélo clasifica los argumentos del tipo <X,A> en
validos e invalidos sino que ademas, a diferencia de un lenguaje formal, especifica las
manipulaciones posibles de las premisas para extraer la conclusion.

Un modo muy general (es decir, independiente de la especificidad del prolenguaje elegido)
de acotar las manipulaciones admitidas de las premisas es darles alguna estructura suplementaria,
presentindolas no como un mero conjunto sino como, por ejemplo, una secuencia. Asi, aunque un
sistema deductivo define una operacién de conjuntos de férmulas en conjuntos de férmulas, esos
sistemas no operan directamente con argumentos premisas-conclusién —es decir, con pares de la
forma <X,A> donde X es un conjunto de férmulas y A es una férmula. Lo habitual es que un
sistema deductivo opere con expresiones de otro tipo —por ejemplo, pares de la forma <X)Y>
formados por secuencias finitas de foérmulas- para dar una definicién del conjunto de los
argumentos validos, definicién que por ello es, en el sentido pertinente, indirecta. Las expresiones u
objetos sintacticos manipulados pueden cambiar de un sistema deductivo a otro, ain cuando ambos
caractericen una misma relaciéon de consecuencia.
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En suma, un sistema deductivo da en primer lugar una definicién del conjunto de los
argumentos demostrativos cotrectos y a pattir de ahf una definicién del conjunto de los argumentos
premisas-conclusiéon correctos.

En distintos sistemas deductivos, pues, pueden encontrarse distintas asunciones acerca de
las expresiones u objetos manipuladas, que pueden estar formadas por conjuntos, multiconjuntos o
secuencias de formulas (y, a veces, simbolos auxiliares.

Asumiré que el lector sabe qué es un conjunto. Multiconjuntos y secuencias pueden
definirse en términos de conjuntos:

Secuencias. (1) La secuencia vacfa < > es U; (2) la secuencia <a> de un elemento a es {a}; (3) la
secuencia <a,b> es {a,{a,b}}; (4) la secuencia <ai,...,an+1> es <<ai,...,an>2n+11>.

Multiconjuntos. (1) El multiconjunto vacio [] es U; (2) el multiconjunto [a1,...,a] es {a't,...,a'n}, donde
a'i=a; si para todo j<i, aj#a;, y en caso contrario a'={a'v}, donde a=a;, k<i, y para todo m, k<m<i,
amZai. Asi, mientras {a,a,b}={a,b}={b,a}, <aa,b>#<ab>#<b,a>y [a,b,b]#[a,b]=[b,a].

Como, por otra parte, conjuntos y multiconjuntos pueden ser vistos como clases de
equivalencia de secuencias, la descripcién mas general -pero no siempre la mas manejable- de los
sistemas deductivos tomara las secuencias como expresiones u objetos basicos.

GRAMATICA LOGICA ABSTRACTA.

La gramatica logica tiene encomendado el estudio de los prolenguajes. A lo largo de este libro se
describen distintos prolenguajes (P,P l,etc.). A continuacién se introduce de forma general,
abstracta (es decir, sin hacer referencia a simbolos concretos) la nocién de gramatica logica. Al
definir el grado légico, el rango cuantificacional, etc. en el marco de esa gramatica abstracta, no sera
preciso definir esas nociones cada vez que se presente un prolenguaje concreto.

» Tabla de simbolos.

1.Simbolos logicos.
1.1 Operadotes oracionales n-atios (n[JN).
1.2 Cuantificadores.
2. Simbolos no-légicos.
2.1 Variables individuales.
2.2 Letras funcionales n-arias (nIN).
2.3 Letras relacionales n-arias (n[IN).
3. Simbolos auxiliares.
3.1 Paréntesis.

» Definicion de término.
(1) Las variables individuales son términos.
(2) Si f es una letra funcional n-aria y <ti,...,t=> es una secuencia de términos entonces
f(t1,...,tn) €s un término.

> Reglas de formacion. Nocion de féormula.
(RF1) Si R es un simbolo relacional n-ario y <ti,..,ta> es una secuencia de términos
entonces R(ty,...,tn) €s una férmula.
(RF2) Si <Aj,...,Ax> es una secuencia de féormulas y O es un operador oracional n-ario
entonces O(Ay,...,Aq) es una férmula.
(RF3) Si A es una férmula, v una variable individual y Q un cuantificador entonces
(Qv)(A) es una féormula.

[1] Un prolenguaje particular se determina estipulando los simbolos, 16gicos o no légicos, de cada
categoria. En cualquier caso, se conviene que los conjuntos de simbolos de cada categoria son
disjuntos dos a dos.

[2] Un prolenguaje sin cuantificadores, vatiables individuales, letras funcionales y letras relacionales
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no ceroarias es un prolenguaje de orden cero. Un prolenguaje con cuantificadores, variables
individuales y letras relacionales n-arias, para algin n distinto de 0, es un prolenguaje de primer-
orden.

[3] Una caracteristica importante de los prolenguajes es la no ambigiiedad sintictica de sus
férmulas. En algunos casos (cuando no se emplea una notacién prenexa como en el cuadro
precedente) la no-ambigliedad de las férmulas se asegura usando simbolos auxiliares (como los
paréntesis).

[4] Para precisar el punto anterior, definase recursivamente la «secuencia de lectura» de una férmula,
s(A): (1) si A=R(ti,..,tn) entonces s(A)=<R,ti,..ta>, (2) si A=O(A4,...,A;) entonces s(A)=
<O,sA4,..,sA.>, (3) si A=QvB entonces s(A)=<Q,v,sB>. Como obviamente a cada férmula le
corresponde una y sélo una secuencia de lectura, se obtiene el siguiente resultado:

TEOREMA DE UNICIDAD DE LECTURA. s es una inyeccién del conjunto de férmulas de

P en el conjunto de secuencias finitas de signos de P; es decit, s es una funcion y si s(A)=s(B)
entonces A=B.

[5] Las férmulas de un prolenguaje son, en definitiva, secuencias finitas de signos extraidos de un
repertorio previamente especificado, construidas por medio de un nimero finito de reglas fijas. Por
consiguiente, el conjunto de las férmulas de un prolenguaje es decidible, o, con otras palabras,
existe un método efectivo para establecer, para cualquier secuencia finita semejante, si es una
férmula o no.

[6] Antes de abandonar esta cuestién, veamos un caso en el que no puede demostrarse un teorema
de unicidad de lectura. Sea A el conjunto de las letras del alfabeto latino. El conjunto P de
«palabras» se define como sigue: (1) A O P, (2) Si <ay,...,a:> y <PBi,...,> son palabras entonces
<01,...,05,B1,...,37> es una palabra. En suma, las palabras son aqui secuencias finitas de letras del
alfabeto latino. Sin embargo, la palabra <abc>, por ejemplo, puede deerse» de dos maneras
distintas, a saber: <<a,b>,c>y <a,<b,c>>.

[7] Otro nombre, bastante extendido, para las letras funcionales ceroatias es constantes individuales.

A continuacién, definimos un conjunto de nociones gramaticales, y por tanto sinticticas,
basicas. El teorema de unicidad de lectura garantiza la correccién de las definiciones.

Alcance de una ocurrencia de un simbolo légico en una féormula.

Ya se ha sefialado que una férmula es una secuencia finita de signos. Hablando con
propiedad, una férmula es mas bien una secuencia finita de ocurrencias de signos (un mismo signo
puede tener varias ocurrencias en una férmula). Si una ocurrencia de un operador oracional n-ario
'O’ es el i-ésimo término de la secuencia de lectura S(A), los términos i+1-ésimo,...,i+n-ésimo de
s(A) corresponderan a secuencias de lectura de férmulas, s(Ay),..., s(An). Se dice entonces que el
alcance de esa ocurrencia de ‘O’ en A estd formado por las correspondientes ocurrencias de
At,...,Aq en A. Asimismo, si una ocurrencia de un cuantificador ‘Q’ es el i-ésimo término de s(A), el
i+2-ésimo término de s(A) correspondera a una secuencia de lectura de una férmula B. En tal caso,
el alcance de esa ocurrencia de Q en A es la ocurrencia correspondiente de B en A.

Por tanto tanto, el alcance de una ocurrencia de un simbolo légico en una férmula A puede
identificarse con un conjunto de ocurrencias de férmulas en A.

Una secuencia de ocutrencias de simbolos logicos en una féormula A, <si,...,Sa+1>,
constituye una secuencia anidada cuando el alcance de s1 en A estd contenido en el alcance de sz en
A,...., y el alcance de sn en A estd contenido en el alcance de sa+1 en A.

Complejidad o grado légico de una formula A, c(A).

(1) c(Rtiy...,ta)=0,

2) ¢(O(Ai,...,An))= max{c(Ar),...c(An)} + 1,

(3) c(QvA")= c(A") + 1.
La complejidad es pues una funcién de férmulas en nimeros naturales que especifica la longitud de
la secuencia mas larga de ocurrencias anidadas de simbolos logicos de una férmula. Si c(A)=0 se

dice que A es una férmula atémica, y si c(A)Z0 que A es una férmula molecular. Si F es el conjunto
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de las formulas del prolenguaje P usaremos la notacion 'Fy' para designar al conjunto de las
formulas de P de complejidad n (n=0,1,2,...).

Rango cuantificacional de una fé6rmula A, RC(A).
(1) St C(A)=0, RC(A)=0,
(2) C(O(A1,...,An))=max {RC(A1),...RC(An)},
(3) RC(QvA")= RC(A") + 1.

Variables libres en una formula A, VL(A).

Sea V(A) el conjunto de variables individuales que ocurren en una férmula A; entonces:
(1) VL(A)=V(A), si c(A)=0,
(2) VL(O(Ay,...,An))= VL(Ay) O ... 0 VL(Ay),
(3) VL(QvA")= VL(A") - {v}.

Si xOV(A) pero xUVL(A), se dice que x estd ligada en A.

Subformulas de una férmula A.
El conjunto SF(A) de subférmulas de A queda definido por medio de las clausulas siguientes:

(1) SF(A)={A}, si c(A)=0,

(2) SE(O(Ay,...,An)= SF(Ay) U,..., O SF(A,) O {O(A4,..,An)},

(3) SF(QvA")= SF(A") 0 {QvA}.
De entre las subférmulas de una férmula molecular se distinguen sus subférmulas inmediatas: si
A=0O(A4,...,An), sus subférmulas inmediatas son Ay,...,A,, y si A=QvB, que B es la subférmula
inmediata de A.

Ocurrencias libres y ligadas de una variable en una féormula A.

Una ocutrencia x' de una variable x en una férmula A estd libre syss (1) x' estd en una
subférmula B de A, xLOVL(B), y (2) esa ocutrencia de B en A no es una subférmula de ninguna
férmula de la forma QxC. En caso contrario, x' esta ligada en A.

No hay que confundir las nociones de variable libre y ocurrencia libre de una variable: si
una variable v estd libre en una férmula A entonces hay al menos una ocurrencia libre de v en A,
aunque podria haber otras ocurrencias ligadas de esa variable en A.

Formulas abiertas y cerradas.
Si VL(A)=0 se dice que A es una firmmula cerrada de Py en caso contratio -es decit, si
VL(A)Z0- se dice que A es una firmula abierta de P.

Término libre para una variable en una férmula.

Un término t esta libre para una variable v en una férmula A syss al sustituir cualquier
ocurrencia libre de v en A por una ocurrencia de t, toda ocurrencia de una variable libre w en esa
ocurrencia de t estd libre en la férmula resultante.

Subtérminos de un término t.
El conjunto ST(t) de un término t queda definido por las clatsulas:
(1) si t es una variable, ST(t)={t},
(2) si t=12(t1,...,tn) entonces ST(T)={f2(t1,...,to)} U ST(t:1) U ... O ST(tn).

Subférmulas generalizadas.

Una nocién ligeramente distinta de la de subférmula definida antes es la de subfdrmula
generalizada. El conjunto de subférmulas generalizadas de una férmula A, SFG(A), se define asi:

(1) SFG(A)={A}, si c(A)=0,

(2) SFG(O(A1,...,An))= SFG(A1) O,..., 0 SFG(Ar) O {O(Ai,...,An)},

(3) SFG(QvB)= U{SFGB(v/t)/t es un término} U {QvB}, donde B(v/t) es la férmula

resultante de sustituir cada ocurrencia libre de v en B por (una ocurrencia de) t.
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Estructura de las formulas cuantificacionales.
St A=(Q1v1),...,(Qava)B, se dice que (Q1v1),...,(Quvn) es el prefijo cuantificacional de A y que B

es la matriz cnantificacional de A.

Sublenguaje, fragmento de un prolenguaje.
Dados dos prolenguajes Py P ¥, diremos que P es un sublenguaje de 2 ¢ cuando se cumpla FOF'.

Si ademas se cumple Fo=F'y, ditemos que P es un fragmento de 7' “.

TIPOLOGIA DE LOS SISTEMAS DEDUCTIVOS.

Una vez definido el conjunto I de férmulas, hay dos estrategias basicas para definir la derivabilidad:
la hilbertiana y la gentzeniana. En ambos casos se trata de dar una definicién recursiva de una
operacién C:Sb(F)»Sb(F) o de una relaciéon RUSb(F)xF; las diferencias se refieren a cudl sea el
criterio de complejidad adoptado. En los sistemas hilbertianos el criterio es el cardinal del conjunto
de premisas, de modo que primero se define C(L) y sucesivamente se define C(X) para conjuntos
de cardinalidad creciente. El criterio de complejidad que subyace en un sistema gentzeniano es mas
sutil y tiene en cuenta la complejidad de las férmulas que integran el argumento. Si c(A) es la
complejidad de una férmula A, sea ¢(X)=max{c(A)/ALX}. Asi, una posibilidad es decit que un
argumento <X,A> es entonces mas complejo que un argumento <Y,B> si c(X U {A}) > ¢(Y U
{B}). Otra posibilidad es definir la complejidad de un argumento <X,A> por medio de la ecuacién
c(<X,A>)=2{c(B)/BEXL{A}} —es decit, como la suma de las complejidades de las fé6rmulas (y no
de las ocurrencias de esas férmulas) que lo integran. Por consiguiente, sea cual sea la definicion de
la complejidad de un argumento adoptada, un buen ejemplo de deduccién primitiva segin un
criterio gentzeniano es <{A},A> si c(A)=0.3

ESTRATEGIA HIL. BERTLANA.
(1) Se define inductivamente C(L).
(2) Para todo conjunto finito de férmulas X, C(X)queda definido por una estipulacién de la forma:
AUCX) syss BUC().
(3) Para todo conjunto de férmulas X, finito o infinito, C(X) queda definido por la estipulacion:
ADC(X) syss para algin subconjunto finito Y de X, ALC(Y).

ESTRATEGLA GENTZENLANA.

Pueden distinguirse dos variantes, que denominaremos gentzeniano-scottiana y gentzeniano-
tarskiana. Para explicar minimamente esta terminologia, ditemos que de una trelaciéon ROSbFXSbF
que satisface unos requisitos analogos a los enunciados antes para las operaciones de consecuencia
se dice que es una relacioén de consecuencia de Scott (por Dana Scott). Adviértase que la operacion de
consecuencia correspondiente a una relacién de consecuencia de Scott es del tipo
C:SbF - Sb(Sb(F)). Cuando se consideran relaciones de consecuencia de Scott, se denominan
relaciones de consecuencia de Tarski a las relaciones RUSbFXF descritas en las paginas anteriores.

Estrategia de Gentzen-Scott
(1) Se define inductivamente un conjunto de pares de conjuntos finitos de férmulas o secuentes, S
(es decir, una relacién de consecuencia de Scott). Naturalmente, la complejidad de un secuente esta
en funcién de la complejidad de las férmulas que lo integran.
(2) Para todo conjunto finito de férmulas X, C(X) queda definido por la estipulaciéon: AUC(X) syss
<X, {A}>0S.

3 En realidad, la complejidad de un argumento segin un ctiterio gentzeniano depende de la complejidad del
esquema argumental que lo valida, y asi no de la complejidad de las férmulas que integran el argumento sino
de la complejidad de los esquemas de férmula que aparecen en dicho esquema argumental. Asi, los
argumentos <{p},p> v <{O(p1,...,.pn) },O(P1,-.-,pn)> caen bajo el esquema argumental <{A},A> y por

ello se les asignaria la misma complejidad: serfan deducciones basicas.
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(3) Para todo conjunto de férmulas X, finito o infinito, C(X) queda definido por la estipulacién:
AUC(X) syss para algun subconjunto finito Y de X, AUC(Y).

Estrategia de Gentzen-Tarski
(1) Se define inductivamente un conjunto de pares formados por un conjunto finito de férmulas y una
férmula.
(2) Para todo conjunto de férmulas X, finito o infinito, C(X) queda definido por la estipulacién:

AUC(X) syss para algin subconjunto finito Y de X, AOC(Y).

[1] Del mismo modo en que antes se ha distinguido, dentro de los sistemas 16gicos, entre lenguajes
formales y sistemas deductivos, puede distinguirse dentro de éstos entre sistemas hilbertianos y
gentzenianos.

[2] Algunos sistemas deductivos sélo pueden caracterizarse gentzenianamente. En efecto, para que
una relacién u operacién de consecuencia sea definible 4 /2 Hilbert es preciso que sea teorematica (a
menos que sea vacia) y que su naturaleza y los recursos expresivos del prolenguaje correspondiente
permitan capturar una operaciéon sobre conjuntos de formulas a través de una propiedad de las
férmulas (es decir, un conjunto de férmulas).

[3] Adviértase que ambas estrategias presuponen que la relacién de consecuencia es finitaria.

[4] Para simplificar, en las descripciones de las dos estrategias no se han tenido en cuenta las
diferencias de formato entre las expresiones con las que opera el sistema deductivo y los
argumentos.

TIPOLOGIA DE LAS REGLAS DE INFERENCIA.

[1] Reglas de tipo Hilbert o de nivel 0.

Transforman férmulas en férmulas, y por consiguiente son de la forma:

A1,...,An =B

[2] Reglas de tipo Gentzen o de nivel 1.

Transforman reglas de nivel 0 en reglas de nivel 0, y por consiguiente son de la forma:

X = Yl,..., Xo=Ya
X=Y

[3] En general, las reglas de nivel n+1 transforman reglas de nivel n en reglas de nivel n.

[1] Aunque esta jerarquia de las reglas de inferencia fué propuesta -y minimamente explorada- por
Moisil en los afios 50, en la practica sélo se emplean reglas de los niveles 0 y 1.4

[2] En un sistema hilbertiano se empieza por dar una definicién inductiva de un conjunto T de
férmulas (o conjunto de teoremas del sistema). Por tanto consta de clatsulas de base, de la forma
AT o O |-5A o simplemente |-5A, y de cladsulas de recutrencia, de la forma 'si |-5A1,..., |-5Ar1
entonces |sB'. Las formulas declaradas teoremas por las cladsulas de base reciben el nombre de
axiomas del sistema. Por ello a veces se llama sistemas axiomaticos a los sistema hilbertianos. Las
cladsulas de un sistema hilbertiano son, obviamente, reglas de nivel 0. Una ultima precisién
terminoldgica: algunos denominan esguemas de axioma y reglas de prueba a las clatsulas de base y
recurrencia de un sistema hilbertiano.

[3] En un sistema gentzeniano se da una definicién inductiva de un conjunto de pares ordenados de
conjuntos finitos de férmulas o secuentes, 2. En vez de escribir '<X,Y>' para designar un secuente
suele escribirse "X FY' o 'X=>Y'. Asf pues, sus clatsulas de base son de la forma X}FY)OX o
abreviadamente X }Y, y las de recurrencia de la forma 'si Xi }Y1,...,Xa FYa entonces X |}Y. El
conjunto X asi definido es el conjunto de los secuentes derivables del sistema, los secuentes
derivables directamente usando clatsulas de base reciben el nombre de axiomas y las clasisulas de
recurrencia, que son evidentemente reglas de nivel 1, el de reglas derivacionales.

* Sin embatgo, vid. K.Dosen, 'Sequent systems for modal logics'[1985] y G.Crocco y L.Farifias del Certo,
'Structure, Consequence Relation and Logic' en Gabbay [1994] a propdsito de la nocién de secuente de
segundo grado.
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[4] Un sistema hilbertiano puede definirse, por tanto, como un sistema deductivo definido por
reglas de nivel 0, y un sistema gentzeniano como un sistema deductivo definido por reglas de nivel
1.

Esta jerarquia de las reglas de inferencia no estd exenta de alguna ambigiiedad. Un axioma
del célculo secuencial como A FA (cfr. Capitulos 3 y 4) puede verse alternativamente como una

regla de nivel 0 o como una regla de nivel 1 de la forma 0 FOJ = A }A.

CLASIFICACION DE LAS REGLAS DE NIVEL 1.

Como ya se ha indicado al comentar las propiedades definitorias de los sistemas légicos, entre las
férmulas las hay simples y complejas. A continuacion se generaliza la nocién de complejidad de
térmulas a conjuntos de férmulas, secuentes y conjuntos de secuentes.

La complejidad de un conjunto de férmulas X, ¢(X) es la suma de las complejidades de sus
elementos. La complejidad de un secuente X }Y es la suma de las complejidades de X e Y, es decir,
cX FY)=c(X)+c(Y). La complejidad de un conjunto de secuentes Xi FY1,...,Xn FYa es cXi O ...0
Xo) + (Y10 ...0 Yo)=cX1 FY1,.... Xa FY0).

Estas definiciones tratan con conjuntos. Por consiguiente: c({A,B,B})=c(A)+c(B); c(X }Y,

X F)=c(X,Y), etc.

Las reglas de nivel 1, cuya forma genérica es (Xi FY1,...,Xn FYs) = (X}Y), se dividen en reglas
operacionales y reglas estructurales. A continuacién se enuncia un criterio formal para
diferenciarlas.

A) Una regla de nivel 1 es gperacional si para toda aplicacion de esa regla , o bien (Xi FY1,...,Xa FY0)
=c(X FY)+1 o bien c¢(X1 FY1,...,Xa FY0)+1= c¢(X }Y). En el primer caso se dice que es una regla de
eliminacion, en el segundo que es una regla de introduccion.
b) Una regla de nivel 1 es estructural si no es operacional. Por tanto, pueden distinguirse tres
variedades de reglas estructurales atendiendo a la relacion entre c(Xi FY1,...,Xa FYn) v cX FY):
b.1 Reglas estructurales para las que se cumple c(X1 FY1,...,.Xn FY0)=c(X }Y) para cualquier
aplicacion de la regla;
b.2 Reglas en las que la complejidad de Xi FY1,...,. X, FYa es siempre menor o igual que la
complejidad de X }Y. El valor de ¢(X }Y) — c(Xi FY1,...,Xa FYy) varia de una aplicacién a
otra, aunque para al menos una aplicacién es >1.
b.3 Reglas en las que la complejidad de Xi |Yi,...,Xq FYn es siempre mayor o igual que la
complejidad de X FY. El valor de c(Xi FY1,...,Xa FY0)—c(X }Y) es variable, aunque para
alguna aplicacién de la regla es >1.

COMENTARIO.

[1] Por tanto, las reglas de nivel 1 pueden ser estructurales u operacionales (a éstas se les llama a
veces /dgicas). Las reglas estructurales expresan caracteristicas generales bien de la derivabilidad bien
de la misma operacién de consecuencia, y asi se enuncian sin mencionar simbolo légico alguno.
Podria decirse por ello que manipulan estructuras, frente a las reglas operacionales que manipulan
férmulas.

[2] Dentro de las reglas estructurales, se distingue entre reglas de razonamiento y reglas de datos.
Las reglas de razonamiento expresan caracteristicas muy generales de la operacién de consecuencia
como las descritas en el epigrafe Propiedades de los sistemas ldgicos: reflexividad, transitividad, etc. Las
reglas de datos definen la estructura fundamental de los objetos sinticticos con los que opera el
sistema; dicho de otro modo, se refieren a los modos en los que pueden manipularse las férmulas
que integran un argumento para construir argumentos demostrativos. Asi, las reglas de datos
expresan caracteristicas de la derivabilidad antes que caracteristicas de la relacion de consecuencia.
[3] Un buen ejemplo de regla de razonamiento es la regla de corte, X FA X, AFY = X }Y, que
expresa la transitividad de la relacién de consecuencia.

[4] Las reglas de datos dicen, entre otras cosas, si las premisas forman un conjunto, una secuencia,
un multiconjunto o algin otro tipo de estructura mds compleja. Un buen ejemplo de reglas de datos
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son las reglas X,A,B,Z FY = XBAZFY y X FY,AB,Z = X}YBAZ (de permutacién o
intercambio ) especifican que el orden de los elementos del antecedente y el consecuente no es
significativo.

[4] Las reglas operacionales representan las distintas operaciones aplicables a los secuentes en el
lenguaje objeto. Bajo ciertas condiciones minimas, pueden verse como reglas para la manipulacion
de secuentes en el lenguaje objeto. Ejemplos caracteristicos son X,A,B FY = XA&BLY
(introduccién de ‘&’ y X,A&B }Y = X,A,B }Y (eliminacién de ‘&).

[5] Decir que A se sigue de X es decir que pueden manipularse de acuerdo con un procedimiento
previamente establecido férmulas By,...,By de X para extraer la conclusion A. La manipulacién de
las férmulas Bi,...,B, incluye disponerlas en un orden determinado. Puede suceder que una
ordenacién S de By,...,B, permita extraer la conclusién A segin el procedimiento establecido y otra
disposicién S’ no. Dirfamos entonces que el argumento premisas-conclusiéon <X,A> es correcto, lo
mismo que el argumento demostrativo <S,A> y a diferncia del argumento demostrativo <§’,A>.

[6] Las reglas de razonamiento expresan propiedades de los argumentos premisas-conclusion, por
ejemplo, si el argumento <X,A> es correcto, también lo es el argumento <X [ Y,A> (monotonia),
mientras que las reglas de datos expresan propiedades de los argumentos demostrativos (como la
permutacion).

[7] Las reglas de nivel 1 difieren, pues, por su generalidad, maxima en las reglas de razonamiento y
minima en las reglas operacionales. Como las reglas de razonamiento estan ligadas a la idea misma
de consecuencia, cabe esperar que aparezcan —con unos ropajes u otros- en cualquier sistema
deductivo. Las reglas de datos, por su parte, parecen propias de una logica particular, y asi variaran
de una légica a otra pero no cuando se consideren sistemas deductivos distintos para una misma
légica. Finalmente, las reglas operacionales estin vinculadas al prolenguaje utilizado mas que a la
légica que se pretende caracterizar>

Para prevenir confusiones hay que advertir que algunos autores, generalmente en el
contexto de sistemas de deduccion natural (vid. capitulo 7), hablan de reglas operacionales de
introduccién y de eliminacién en un sentido distinto al nuestro. Para caracterizar completamente el
significado derivacional de un operador légico ‘0’ hay que especificar tanto el conjunto de las
consecuencias de las férmulas de la forma O(Ay,...,An) como los conjuntos de férmulas de los que
se siguen esas formulas. Dicho de otro modo, hay que especificar el comportamiento de las
férmulas O(Ay,...,Ay) como premisas y como conclusiones. Hay autores, como Prawitz, que
denominan ‘reglas de eliminacién’ a las reglas operacionales que determinan el comportamiento de
esas formulas en tanto que premisas de una inferencias y ‘reglas de introduccién’ a las que
determinan su comportamiento como conclusion de una inferencia. En los sistemas de deduccion
natural, las dos acepciones de eliminacién/introduccién coinciden, de manera que las reglas
operacionales de introduccién en nuestra acepcion son las reglas operacionales de introduccion en
la acepcién de Prawitz, y lo mismo sucede con las reglas de eliminacion. En los sistemas de calculo
de secuentes, por el contrario, las reglas de eliminacién de Prawitz son, segin nuestra terminologia,
reglas de introduccién en el antecedente, y sus reglas de introduccién son reglas de introduccion en
el consecuente.

EJERCICIOS.

(1) Definir las nociones de conjunto y multiconjunto en términos de relaciones de equivalencia
entre secuencias.

(2) Si E es el conjunto de los enteros no negativos, sea { la relaciéon entre subconjuntos de E 'y
enteros no negativos definida por la estipulacion XCA siy s6lo si max(X)<A (es decir, A es mayor o
igual que el mayor de los elementos de X). ¢Cuales de las propiedads distintivas de los sistemas
légicos estandar posee <E, (>?

(3) Siendo E como en el ejercicio anterior, sea £ la relacion entre subconjuntos de E y enteros no

5 Sin embargo las cosas no son tan sencillas. Es sabido que algunos resultados sobre légicas no
clasicas son sensibles a la eleccién del prolenguaje en el que se expresa esa logica. El fenémeno es
conocido como “advertencia de Makinson”, por ser este autor quien primero repatd en €L
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negativos definida por la estipulacion XA si y sélo si max(X)=A (es decir, A es menor o igual que
el mayor de los elementos de X). ¢ Cuales de las propiedads distintivas de los sistemas logicos
estandar posee <E, £ >?
(4) Si N es el conjunto de los enteros no negativos, la nocién de formula de Py se define como
sigue:

RF1. Si AN entonces (A) es una férmula de Phx.

RF2. Si (X) e (Y) son formulas de Py, (X,Y) es una formula Py.
(Es Py. un prolenguaje? En concreto, ;puede demostrarse un teorema de unicidad de lectura para Py?
(4) Modificar la definicion precedente de férmula de Py para asegurar su no ambigtiedad.

(5) ¢Cuales serfan los simbolos l6gicos, y en qué categoria caerfan, de Py ?
(6) Clasificar las reglas del sistema deductivo SM del capitulo 3, indicando en el caso de las reglas
estructurales si son de tipo b.1, b.2 0 b.3.
(7) Partiendo de la respuesta al ejercicio 2, definir la complejidad o grado 16gico de una férmula de
Py. Calcular la complejidad de las formulas (i) (((1),(3)),(7)), (i) ((13)(580)) y (iii) (((1(3))5)(80)).
(8) Especificar el conjunto de subférmulas de las férmula (i)-(iii) del ejercicio 4.
(9) ¢Se cumple que si c(A)<c(B) entonces B tiene mas subférmulas que A (es decir, formulado con
un poco mas de precision, que el cardinal de SF(B) es mayor que el cardinal de SF(A))?
(10) La regla de nivel 1

X Y

SO (V)
Para cualquier sustitucion s, ¢Es una regla de razonamiento o una regla de datos?
(11) La regla

XY A

X, Z FY,W
¢Hs una regla operacional, estructural o de datos?
(12) Indicar el nivel de la regla

XA = XAF}Y
XFAY X}y
Comparar esa regla con la regla de Corte:
XAFY XFAY
XFY
¢En qué difieren estas dos reglas?
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