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INTRODUCCION A LA TEORIA DE LOS
SISTEMAS DEDUCTIVOS

) HUBERTO MARRAUD GONZALEZ
CAPITULO 1. PRELIMINARES

A primera vista se dirfa que se trata de
pequefias  figuras absurdas que avanzan
bailando a lo ancho del papel en que estan
dibujadas. ¢Por qué razén atribuye usted
importancia a tema tan absurdo?

A.Conan Doyle, La aventura de los bailarines

ARGUMENTOS Y ESTRUCTURAS MATEMATICAS.

La /ggica es una disciplina matematica que tiene por objeto la nocién de correccion argumental.

[1] La logica es, en la actualidad, una disciplina matematica, pero eso no quiere decir que lo haya
sido siempre. Las ciencias cambian a lo largo de la historia y ocasionalmente esos cambios afectan a
la definicién de su objeto.

[2] El concepto de estructura matematica proporciona un modo conveniente de describir el objeto
de la matematica. En general, una teorfa matematica se define con respecto a una clase de
estructuras matematicas.

[3] En el sentido que aqui es pertinente, un argumento (formulado en un lenguaje L) estd formado
por un cierto nimero de oraciones (de ese lenguaje) Of,...,On, On+1. Entre éstas se distinguen las
premisas, Ot,...,On, y la conclusion, Og+1.!

[4] Un argumento Ox,...,On, On+1 puede ser correcto o incorrecto; en el primer caso se dice que
On+1 se sigue o es consecuencia de O,...,On. Por tanto, extensionalmente, la nocién de correccién
argumental (para un lenguaje L) se identifica con el conjunto de los argumentos en los que la
conclusién es consecuencia de las premisas.

Una estructura matemitica es una secuencia S=<B,<R;>jo,<f>jg> con dos funciones asociadas
o:I=N y B: I=N tal que: (1) B#O es el universo de la estructura, (2) Iy ] son conjuntos de indices
tales que IUJ#0, (3) para cada ilJI, R; es una relacion a(i)-atia definida sobre B, es decir, R; O B 0;
(4) para cada jUJ, fj es una operacién B(j)-atia definida sobtre B, es decit, £;:B # 0-B. El tipo o

signatura de una estructura matematica es <o,3>.

[1] Lo que aqui lamamos estructura matemdtica recibe en ocasiones los nombres de sisterza algebraico o
dominio matemitico. Puede darse una definicion mas general que la precedente, que por lo demas es
suficiente para nuestras necesidades.

[2] Cuando I=0), se dice que S es un dlgebra, y cuando J=0 que es un sistema relacional.

[3] Si I={1,...n} y J={1,..m} son finitos, suele esctibirse S=<B,Ri,....Rn,f1,....fn> en vez de
S=<B,<Ri>io,<f>g>.

Una feoria matemdtica T estudia las propiedades de las estructuras matemadticas que satisfacen
determinadas condiciones Cy,...,Cq.

" No obstante, en D.J.Shoesmith y T.J.Smiley (1978) puede encontrarse un concepto mas general de
argumento.



[1] La clase de las estructuras matematicas estudiadas por una determinada teorfa matematica T es
siempre cerrada bajo isomorfismos.

[2] Dos estructuras matematicas S y S' con el mismo tipo son isomotfas syss (si y sélo si) existe una
funcién h:B-B' tal que (1) h es biyectiva, (2) para todo il y toda secuencia <ot,...,0 , 3> de B* @,
<01,..,0 , &> LRi syss <h(o1),..., 0 , »> LR, y (3) para todo jUJ y toda secuencia <ox,...,0 g 5> de
B0, h(fj<ou,...,0p>) = fj'(<h(01),...,h(0§ 0)>)-

[3] Naturalmente, no todas las teorfas matematicas tienen, atendiendo a su objeto, la misma
generalidad. Por ejemplo, la aritmética es la teorfa de las estructuras isomorfas al anillo <E,+,A>} de
los enteros, y asi es una teorfa poco general, contrastando, entre otras, con la teoria de grupos. Esta
tiene por objeto los grupos o estructuras <B,[],*>, donde * es una operacién binaria que satisface
los postulados (1) para cualesquiera elementos a,b y ¢ de B, a® (b*c)=(a*b) *c, y (2) para todo
elemento a de B, hay sendos elementos b y ¢ de B tales que a*b=b®a=a y cea=a*c=b.

[4] Los dominios de dos teorfas matematicas pueden solaparse. Esto incluye el caso en el que el
dominio de una de ellas estd contenido en el de otra. Asi, los grupos que satisfacen, para
cualesquiera a y b de B, el postulado adicional a®b=bea reciben el nombre de grupos abelianvs.

Un gistema légico es una estructura matematica S=<Sb(F),1J,C>, donde F es un conjunto no-vacio
(de férmulas), Sb(F) es el conjunto de sus partes, y C:Sb(F)-»Sb(F) es una operacién unaria
(operacién de consecuencia).

[1] La idea es identificar una teorfa de la correccion argumental para un lenguaje L con el
correspondiente sistema légico S=<Sb(I),C>, donde F es el conjunto de oraciones de L. Puesto
que C(X) es, intuitivamente, el conjunto de las consecuencias de X, la correcciéon de un argumento
con las premisas Ay,...,Aq y la conclusién An+i se representa como An+1UC({Ay,...,An}).

[2] A veces se reemplaza la operacién de consecuencia por una relaciéon de consecuencia R [J
Sb(F)xF. Es cuestién de gustos, puesto que se tiene ALC(X) syss <X,A>[IR.

[3] La ldgica es la teotia de los sistemas 16gicos; #na ldgica (p.ej., 1a l6gica clasica, la 16gica intuicionista,
etc.) es una teorfa de una clase de sistemas légicos.

[4] Para simplificar, en lo que sigue escribiremos <F,C> por <Sb(F),C>. En lo sucesivo y a lo largo
de todo el libro se siguen usando X,Y,Z,... para partes o subconjuntos de F, y A,B,C,... para
elementos de F.

PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS LOGICOS.

Un sistema logico S=<F,C> es tarskiano syss satisface las condiciones siguientes:

(T1) AOCH{A}) reflexcividad
(T2) si XY entonces C(X) LC(Y) monotonia
(T3) C(C(X)ICX) transitividad

Un sistema légico S=<F,C> es finitario syss
(T4) para toda férmula A y todo conjunto de férmulas X, si AOC(X) entonces hay un
subconjunto finito X' de X tal que AC(X").

Un sistema légico S=<S,F> es estructural syss
(T5) s(C(X))=C(s(X)) para toda sustitucion s sobre F.

Un sistema logico es estdndar syss es tatskiano, estructural y finitatio.

[1] Entre las férmulas las hay simples y complejas. Una férmula simple se caracteriza porque
ninguna de sus partes (salvo la propia férmula) es una férmula. Una sustituciéon sobre F es entonces
una funcién s del conjunto de férmulas simples de I en el conjunto de férmulas de F. Si A es una
térmula de F, cuyas subférmulas simples son Bi,...,.Ba, v s es una sustitucion, s(A) es la férmula
resultante de sustituir simultineamente en A cada ocurrencia de Bi,..,Bn por s(Bi),...,s(Bn).



Analogamente, si X es un conjunto de férmulas de F, s(X) es el conjunto resultante de reemplazar
cada AOX por s(A).

[2] La clasificacién anterior de los sistemas l6gicos se transfiere a las 16gicas, de manera que se dice
que una légica es tarskiana (no-tarskiana) syss los sistemas l6gicos que estudia son tarskianos (no-
tarskianos),etc.

[3] Los postulados del dltimo recuadro fueron propuestos por Tarski? como parte de la definicion
de operacién de consecuencia. Hay que seflalar a este respecto que para cualquiera de ellos se
conocen légicas que no lo satisfacen, y algunas de ellas son relativamente populares o lo han sido en
algin momento (por ejemplo, las 16gicas no-mondtonas).

[4] En determinados contextos puede ser interesante considerar otros postulados: un sistema logico
es teorematico syss C(LJ)Z0, es explosivo syss para algin conjunto finito de férmulas X, C(X)=F,
etc.

[5] Dado un sistema légico S=<F,C>, una #eoria de S es un XOF tal que C(X)=X. Un conjunto de
férmulas X es axiomatizable en S si y s6lo si existe un YUX finito tal que C(Y)=X. En ese caso, se
dice que Y es una base axiomatica para X.

La relacién u operacion de consecuencia de un sistema logico puede definirse semdntica o
sinticticamente, es decir, en términos de interpretaciones admisibles de sus férmulas o en términos
de la forma de las mismas, respectivamente.

Se dice que un sistema légico S=<F,C> es un /lenguaje formal cuando C se considera definida
semanticamente, y se conviene en usar 'ks' para designar una relacién de consecuencia definida
semanticamente.

Se dice que un sistema logico S=<F,C> es un sistema deductivo cuando C se considera definida
sinticticamente, y se conviene en usar '|s' para designar una relacién de consecuencia definida
sinticticamente.

[1] La distincién entre sistemas deductivos y lenguajes formales 7o es una divisién de los sistemas
légicos, sino mas bien de sus descripciones -un mismo sistema légico puede aparecer como sistema
deductivo y como lenguaje formal; es decir, |-5 y |=s pueden ser nombres de una misma relaciéon de
consecuencia.

[2] Dicho esto, hay que seflalar que algunos sistemas légicos sélo pueden ser descritos
semanticamente (como la logica estindar de segundo-orden), si bien para todo sistema deductivo
hay un lenguaje formal que caracteriza al mismo sistema logico.

[3] La definicién de una relaciéon u operacioén de consecuencia presupone una definicién previa del
conjunto de férmulas del sistema légico correspondiente. Fista consta normalmente de una tabla de
signos y de un conjunto de reglas de formacién, que combinados dan una definicion recursiva de
térmula. Para evitar confusiones usamos el término prolengnaje para designar a los lenguajes
artificiales de este tipo.

[4] En ocasiones se usa entraflamiento semantico por consecuencia (definida) semanticamente y
derivabilidad o derivabilidad formal por consecuencia (definida) sinticticamente.

[5] Para construir un lenguaje formal, dado un prolenguaje, se procede como sigue: (1) se especifica
la clase de las estructuras matematicas admisibles para ese prolenguaje o estructuras-modelo. (2) Se
especifican entonces, por medio de un conjunto de reglas semanticas, las funciones de
interpretacién admisibles de los signos y expresiones del prolenguaje sobre estructuras-modelo. (3)
Una interpretacién admisible del prolenguaje en cuestiéon es un par <§,I>, formado por una
estructura-modelo y una funcién de interpretacion sobre S. (4) Si V es el conjunto de los valores
que pueden tomar las férmulas de I bajo las interpretaciones admisibles, se determina el

subconjunto W de V de valores designados. (5) Finalmente, se define: ALC(X) syss para toda

interpretacién admisible I, si para todo BUX, I(B)LJW entonces I(A)TW.
[6] Adviértase que una definicién semantica de la consecuencia no es, segin lo expuesto, una
definicién recursiva. No sucede lo mismo con las definiciones sinticticas, cuyo esquema genérico

2 En honor a la verdad hay que decir que los postulados T1-T5 se deben mas bien a Lo$ y Suszko (1958),
quienes formulan el postulado de reflexividad como XUOC(X). Los postulados originales de Tarski son:

cardinal de F<wy; XOC(X); C(CX)UCX); CX)=L{C(Y):Y es un subconjunto finito de X}; hay un A tal que
C(A)=S. Posteriormente Tarski eliminé el dltimo postulado.



es: un argumento correcto es un argumento que posee tales y cuales propiedades estructurales (es
decir, propiedades concernientes a la forma y disposicion de las férmulas que lo componen y sus
partes) o que puede obtenerse a partir de tales y cuales argumentos estructuralmente descritos por
medio de tales y cuales transformaciones estructurales.

[7] Por consiguiente, la relacion de derivabilidad es recursivamente enumerable, la de entrafiamiento
semantico no tiene porqué setlo. Asi, un sistema légico cuya operacién de consecuencia no sea
recursivamente enumerable no podra analizarse como sistema deductivo, aunque si como lenguaje
formal.

Segun lo expuesto, podemos distinguir tres partes en el estudio de los sistemas légicos: la teorfa de
los prolenguajes o gramatica légica, la teorfa de los lenguajes formales o teotrfa de modelos, y la
teorfa de los sistemas deductivos o teoria de la demostracion.

[1] Obviamente, la gramatica logica es presupuesta por la teorfa de la demostracion y la teorfa de
modelos.

[2] El nombre #eoria de la demostracion no es particularmente afortunado, y %eoria de la derivabilidad setia
preferible. Una férmula A es demostrable syss ALIC(L). Pero ya se ha seflalado implicitamente que
hay sistemas deductivos no-teorematicos, y por otra parte no puede darse por sentado que, atn en
sistemas teorematicos, la derivabilidad sea definible en términos de demostrabilidad.

[3] Un tdnico sistema légico puede presentarse por medio de sistemas deductivos distintos, como
comprobaremos en lo que sigue.

ARGUMENTOS DEMOSTRATIVOS.

La nocién de consecuencia ha sido formalmente caracterizada por medio de la operaciéon de

consecuencia C:Sb(F)»Sb(F) o de la relaciéon de consecuencia RUSb(F)xF. En ambos casos se
asume que un argumento consta de premisas y conclusion, y que las premisas de un argumento
forman un conjunto (de férmulas).

La acepcién de ‘argumento’ implicita en las definiciones precedentes es privativa de la
légica. En una acepciéon mas comun, un argumento consta no solo de premisas y conclusion, sino
también de un discurso o cadena argumentativa que pretende mostrar que la conclusion se sigue de
las premisas. Corcoran habla en este segundo caso de argumentos demostrativos. La correccién de un
argumento demostrativo requiere no sélo que la conclusion se siga de las premisas, sino también
que el discurso argumentativo exprese un razonamiento correcto de las premisas a la conclusion.
Naturalmente todo esto queda un poco en el aire mientras no se especifiquen normas de
razonamiento correcto.

La nocién de derivabilidad tiene una conexién con la de argumento demostrativo de la que
carece la nocién de entrafiamiento. Las reglas de transformacién de los sistemas deductivos son los
componentes del discurso argumentativo que mostrarfa el modo en que puede transitarse de las
premisas a la conclusién. Un sistema deductivo no sélo clasifica los argumentos del tipo <X,A> en
validos e invalidos sino que ademas, a diferencia de un lenguaje formal, especifica las
manipulaciones posibles de las premisas para extraer la conclusion.

Un modo muy general (es decir, independiente de la especificidad del prolenguaje elegido)
de acotar las manipulaciones admitidas de las premisas es datles alguna estructura suplementaria,
presentindolas no como un mero conjunto sino como, por ejemplo, una secuencia. Asi, aunque un
sistema deductivo define una operacién de conjuntos de férmulas en conjuntos de férmulas, esos
sistemas no operan directamente con argumentos premisas-conclusién —es decir, con pares de la
forma <X,A> donde X es un conjunto de férmulas y A es una férmula. Lo habitual es que un
sistema deductivo opere con expresiones de otro tipo —por ejemplo, pares de la forma <X)Y>
formados por secuencias finitas de foérmulas- para dar una definicién del conjunto de los
argumentos validos, definicién que por ello es, en el sentido pertinente, indirecta. Las expresiones u
objetos sintacticos manipulados pueden cambiar de un sistema deductivo a otro, ain cuando ambos
caractericen una misma relacién de consecuencia.



En suma, un sistema deductivo da en primer lugar una definicién del conjunto de los
argumentos demostrativos correctos y a partir de ahf una definicién del conjunto de los argumentos
premisas-conclusioén correctos.

En distintos sistemas deductivos, pues, pueden encontrarse distintas asunciones acerca de
las expresiones u objetos manipuladas, que pueden estar formadas por conjuntos, multiconjuntos o
secuencias de férmulas (y, a veces, simbolos auxiliares.

Asumiré que el lector sabe qué es un conjunto. Multiconjuntos y secuencias pueden
definirse en términos de conjuntos:

Secuencias. (1) La secuencia vacia < > es [1; (2) la secuencia <a> de un elemento a es {a}; (3) la
secuencia <a,b> es {a,{a,b}}; (4) la secuencia <ai,...,an+1> €s <<ai,...,an>,an+1>.

Multiconjuntos. (1) El multiconjunto vacio [] es U; (2) el multiconjunto [a1,...,a] es {a't,...,a'n}, donde
a'i=a; si para todo j<i, aj%a;, y en caso contrario ai={a'x}, donde ax=a;, k<i, y pata todo m, k<m<i,
amZai. Asi, mientras {a,a,b}={a,b}={b,a}, <aa,b>#<ab>#<b,a>y [a,b,b]#[a,b]=[b,a].

Como, por otra parte, conjuntos y multiconjuntos pueden ser vistos como clases de
equivalencia de secuencias, la descripcién mas general -pero no siempre la mas manejable- de los
sistemas deductivos tomara las secuencias como expresiones u objetos basicos.

GRAMATICA LOGICA ABSTRACTA.

La gramatica légica tiene encomendado el estudio de los prolenguajes. A lo largo de este libro se
describen distintos prolenguajes (P,P L ctc). A continuacién se introduce de forma general,
abstracta (es decir, sin hacer referencia a simbolos concretos) la nocién de gramatica logica. Al
definir el grado légico, el rango cuantificacional, etc. en el marco de esa gramatica abstracta, no sera
preciso definir esas nociones cada vez que se presente un prolenguaje concreto.

» Tabla de simbolos.

1.Simbolos logicos.
1.1 Operadotes oracionales n-arios (nlIN).
1.2 Cuantificadores.
2. Simbolos no-légicos.
2.1 Variables individuales.
2.2 Letras funcionales n-arias (nJN).
2.3 Letras relacionales n-arias (n[IN).
3. Simbolos auxiliares.
3.1 Paréntesis.

» Definicion de término.
(1) Las variables individuales son términos.
(2) Si f es una letra funcional n-aria y <ti,...,ta> es una secuencia de términos entonces
f(t1,...,tn) €s un término.

» Reglas de formacion. Nocién de formula.
(RF1) Si R es un simbolo relacional n-ario y <ti,..,ta> es una secuencia de términos
entonces R(ty,...,tn) s una férmula.
(RF2) Si <Ai,...,Ax> es una secuencia de féormulas y O es un operador oracional n-ario
entonces O(Ay,...,A,) es una férmula.
(RF3) St A es una férmula, v una variable individual y Q un cuantificador entonces
(Qv)(A) es una férmula.

[1] Un prolenguaje particular se determina estipulando los simbolos, 16gicos o no légicos, de cada
categoria. En cualquier caso, se conviene que los conjuntos de simbolos de cada categoria son
disjuntos dos a dos.

[2] Un prolenguaje sin cuantificadores, vatiables individuales, letras funcionales y letras relacionales



no ceroarias es un prolenguaje de orden cero. Un prolenguaje con cuantificadores, variables
individuales y letras relacionales n-arias, para algin n distinto de 0, es un prolenguaje de primer-
orden.

[3] Una caracteristica importante de los prolenguajes es la no ambigiedad sintictica de sus
férmulas. En algunos casos (cuando no se emplea una notacién prenexa como en el cuadro
precedente) la no-ambigliedad de las férmulas se asegura usando simbolos auxiliares (como los
paréntesis).

[4] Para precisar el punto anterior, definase recursivamente la «secuencia de lectura» de una férmula,
s(A): (1) si A=R(ti,..,tn) entonces s(A)=<R,ti,..ta>, (2) si A=O(A4,...,A;) entonces s(A)=
<O,sA4,...,sA.>, (3) si A=QvB entonces s(A)=<Q,v,sB>. Como obviamente a cada férmula le
corresponde una y sélo una secuencia de lectura, se obtiene el siguiente resultado:

TEOREMA DE UNICIDAD DE LECTURA. s es una inyeccién del conjunto de férmulas de

P en el conjunto de secuencias finitas de signos de P; es decit, s es una funcion y si s(A)=s(B)
entonces A=B.

[5] Las férmulas de un prolenguaje son, en definitiva, secuencias finitas de signos extraidos de un
repertorio previamente especificado, construidas por medio de un nimero finito de reglas fijas. Por
consiguiente, el conjunto de las férmulas de un prolenguaje es decidible, o, con otras palabras,
existe un método efectivo para establecer, para cualquier secuencia finita semejante, si es una
férmula o no.

[6] Antes de abandonar esta cuestién, veamos un caso en el que no puede demostrarse un teorema
de unicidad de lectura. Sea A el conjunto de las letras del alfabeto latino. El conjunto P de
«palabras» se define como sigue: (1) A O P, (2) Si <ay,...,a:> y <PBi,...,> son palabras entonces
<01,...,05,B1,...,37> es una palabra. En suma, las palabras son aqui secuencias finitas de letras del
alfabeto latino. Sin embargo, la palabra <abc>, por ejemplo, puede «deerse» de dos maneras
distintas, a saber: <<a,b>,c>y <a,<b,c>>.

[7] Otro nombre, bastante extendido, para las letras funcionales ceroatias es constantes individuales.

A continuacién, definimos un conjunto de nociones gramaticales, y por tanto sinticticas,
basicas. El teorema de unicidad de lectura garantiza la correccién de las definiciones.

Alcance de una ocurrencia de un simbolo l6gico en una férmula.

Ya se ha sefialado que una férmula es una secuencia finita de signos. Hablando con
propiedad, una férmula es mas bien una secuencia finita de ocurrencias de signos (un mismo signo
puede tener varias ocurrencias en una férmula). Si una ocurrencia de un operador oracional n-ario
'O’ es el i-ésimo término de la secuencia de lectura S(A), los términos i+1-ésimo,...,i+n-ésimo de
s(A) corresponderan a secuencias de lectura de férmulas, s(Ay),..., s(An). Se dice entonces que el
alcance de esa ocurrencia de ‘O’ en A estd formado por las correspondientes ocurrencias de
At,...,Aq en A. Asimismo, si una ocurrencia de un cuantificador ‘Q’ es el i-ésimo término de s(A), el
i+2-ésimo término de s(A) correspondera a una secuencia de lectura de una férmula B. En tal caso,
el alcance de esa ocurrencia de Q en A es la ocurrencia correspondiente de B en A.

Por tanto tanto, el alcance de una ocurrencia de un simbolo légico en una férmula A puede
identificarse con un conjunto de ocurrencias de férmulas en A.

Una secuencia de ocutrencias de simbolos logicos en una féormula A, <si,...,Sa+1>,
constituye una secuencia anidada cuando el alcance de s1 en A estd contenido en el alcance de sz en
A,...., y el alcance de sn en A estd contenido en el alcance de sa+1 en A.

Complejidad o grado légico de una formula A, c(A).

(1) c(Rt1,...,ta)=0,

2) ¢(O(Ai,...,An))= max{c(Ar),...c(An)} + 1,

(3) c(QvA")= c(A") + 1.
La complejidad es pues una funcién de férmulas en nimeros naturales que especifica la longitud de
la secuencia mas larga de ocurrencias anidadas de simbolos logicos de una férmula. Si c(A)=0 se

dice que A es una férmula atémica, y si c(A)Z0 que A es una férmula molecular. Si F es el conjunto
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de las formulas del prolenguaje P usaremos la notacién 'F,' para designar al conjunto de las
formulas de P de complejidad n (n=0,1,2,...).

Rango cuantificacional de una féormula A, RC(A).
(1) Si C(A)=0, RC(A)=0,
(2) C(O(Ay,...,An)=max {RC(A1),..,RC(A,)},
(3) RC(QvA")= RC(A") + 1.

Variables libres en una formula A, VL(A).

Sea V(A) el conjunto de variables individuales que ocurren en una férmula A; entonces:
(1) VL(A)=V(A), si c(A)=0,
(2) VL(O(Au,...,An))= VL(Ay) O ... O VL(Ay),
(3) VL(QvA")= VL(A") - {v}.

Si xUV(A) pero xUVL(A), se dice que x estd ligada en A.

Subformulas de una férmula A.
El conjunto SF(A) de subférmulas de A queda definido por medio de las clatsulas siguientes:

(1) SF(A)={A}, si c(A)=0,

(2) SE(O(At,...,An)= SF(Ay) U,..., O SF(A,) O {O(A4,...,An)},

(3) SF(QvA"= SF(A") O {QvA}.
De entre las subférmulas de una férmula molecular se distinguen sus subférmulas inmediatas: si
A=0O(A4,...,An), sus subformulas inmediatas son Ay,...,An, y si A=QvB, que B es la subférmula
inmediata de A.

Ocurrencias libres y ligadas de una variable en una férmula A.

Una ocutrencia x' de una variable x en una férmula A estd libre syss (1) x' estd en una
subférmula B de A, xUVL(B), y (2) esa ocutrencia de B en A no es una subférmula de ninguna
férmula de la forma QxC. En caso contrario, x' esta ligada en A.

No hay que confundir las nociones de variable libre y ocurrencia libre de una variable: si
una variable v estd libre en una férmula A entonces hay al menos una ocurrencia libre de v en A,
aunque podria haber otras ocurrencias ligadas de esa variable en A.

Formulas abiertas y cerradas.
Si VL(A)=0 se dice que A es una firmmla cerrada de Py en caso contratio -es decit, si
VL(A)Z0- se dice que A es una firmula abierta de P.

Término libre para una variable en una férmula.

Un término t esta libre para una variable v en una férmula A syss al sustituir cualquier
ocurrencia libre de v en A por una ocurrencia de t, toda ocurrencia de una variable libre w en esa
ocurrencia de t esta libre en la férmula resultante.

Subtérminos de un término t.
El conjunto ST(t) de un término t queda definido por las clatsulas:

(1) si t es una vatiable, ST(t)={t},
(2) si t=f(ty,...,tn) entonces ST(T)={f(t1,...,tn)} [ ST(tr) O ... O ST(tn).

Subférmulas generalizadas.

Una nocién ligeramente distinta de la de subférmula definida antes es la de swbfirmula
generalizada. El conjunto de subférmulas generalizadas de una férmula A, SFG(A), se define asf:

(1) SEG(A)={A}, si c(A)=0,

(2) SEG(O(A1,...,An))= SFG(Ay) O,..., O SFG(A,) O {O(Ay,...,An)},

(3) SFG(QvB)= U{SFG(B(v/t)/t es un término} [0 {QvB}, donde B(v/t) es la férmula

resultante de sustituir cada ocurrencia libre de v en B por (una ocurrencia de) t.
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Estructura de las formulas cuantificacionales.
St A=(Q1v1),...,(Qava)B, se dice que (Q1v1),...,(Quvn) es el prefijo cuantificacional de A y que B
es la matriz cuantificacional de A.

Sublenguaje, fragmento de un prolenguaje.
Dados dos prolenguajes Py P ¥, diremos que P es un sublenguaje de 2 ¢ cuando se cumpla FOF'.

Si ademas se cumple Fo=F'y, ditemos que P es un fragmento de 7' “.

TIPOLOGIA DE LOS SISTEMAS DEDUCTIVOS.

Una vez definido el conjunto F de férmulas, hay dos estrategias basicas pata definir la derivabilidad:
la hilbertiana y la gentzeniana. En ambos casos se trata de dar una definicién recursiva de una
operacién C:Sb(F)»Sb(F) o de una relaciéon RUSb(F)xF; las diferencias se refieren a cudl sea el
criterio de complejidad adoptado. En los sistemas hilbertianos el criterio es el cardinal del conjunto
de premisas, de modo que primero se define C(L) y sucesivamente se define C(X) para conjuntos
de cardinalidad creciente. El criterio de complejidad que subyace en un sistema gentzeniano es mas
sutil y tiene en cuenta la complejidad de las férmulas que integran el argumento. Si c(A) es la
complejidad de una férmula A, sea ¢(X)=max{c(A)/ALX}. Asi, una posibilidad es decit que un
argumento <X,A> es entonces mas complejo que un argumento <Y,B> si c(X U {A}) > ¢(Y U
{B}). Otra posibilidad es definir la complejidad de un argumento <X,A> por medio de la ecuacién
c(<X,A>)=2{c(B)/BEX{A}} —es decit, como la suma de las complejidades de las fé6rmulas (y no
de las ocurrencias de esas férmulas) que lo integran. Por consiguiente, sea cual sea la definiciéon de
la complejidad de un argumento adoptada, un buen ejemplo de deduccién primitiva segin un
criterio gentzeniano es <{A},A> si c(A)=0.3

ESTRATEGLA HIL. BERTLANA.
(1) Se define inductivamente C(L).
(2) Para todo conjunto finito de férmulas X, C(X)queda definido por una estipulacién de la forma:
AOCX) syss BOC().
(3) Para todo conjunto de férmulas X, finito o infinito, C(X) queda definido por la estipulacion:
ADC(X) syss para algin subconjunto finito Y de X, ALC(Y).

ESTRATEGLA GENTZENLANA.

Pueden distinguirse dos variantes, que denominaremos gentzeniano-scottiana y gentzeniano-
tarskiana. Para explicar minimamente esta terminologfa, diremos que de una relacién ROSbEXSbF
que satisface unos requisitos analogos a los enunciados antes para las operaciones de consecuencia
se dice que es una relacién de consecuencia de Scott (por Dana Scott). Adviértase que la operacion de
consecuencia correspondiente a una relacién de consecuencia de Scott es del tipo
C:SbF - Sb(Sb(F)). Cuando se consideran relaciones de consecuencia de Scott, se denominan
relaciones de consecuencia de Tarski a las relaciones RUSbFXF descritas en las paginas anteriores.

Estrategia de Gentzen-Scott

(1) Se define inductivamente un conjunto de pares de conjuntos finitos de férmulas o secuentes, S
(es decir, una relacién de consecuencia de Scott). Naturalmente, la complejidad de un secuente esta
en funcién de la complejidad de las férmulas que lo integran.

(2) Para todo conjunto finito de férmulas X, C(X) queda definido por la estipulaciéon: AUC(X) syss
<X,{A}>0S.

3 En realidad, la complejidad de un argumento segiin un criterio gentzeniano depende de la complejidad del
esquema argumental que lo valida, y asi no de la complejidad de las férmulas que integran el argumento sino
de la complejidad de los esquemas de férmula que aparecen en dicho esquema argumental. Asi, los
argumentos <{p},p> v <{O(p1,...,.pn) },O(p1,...,pn)> caen bajo el esquema argumental <{A},A> y por

ello se les asignaria la misma complejidad: serfan deducciones basicas.
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(3) Para todo conjunto de férmulas X, finito o infinito, C(X) queda definido por la estipulacion:
AUC(X) syss para algun subconjunto finito Y de X, AUC(Y).

Estrategia de Gentzen-Tarski

(1) Se define inductivamente un conjunto de pares formados por un conjunto finito de formulas y una
formula.

(2) Para todo conjunto de férmulas X, finito o infinito, C(X) queda definido por la estipulacién:

AUC(X) syss para algin subconjunto finito Y de X, AOC(Y).

[1] Del mismo modo en que antes se ha distinguido, dentro de los sistemas 16gicos, entre lenguajes
formales y sistemas deductivos, puede distinguirse dentro de éstos entre sistemas hilbertianos y
gentzenianos.

[2] Algunos sistemas deductivos sélo pueden caracterizarse gentzenianamente. En efecto, para que
una relacién u operacién de consecuencia sea definible 4 /2 Hilbert es preciso que sea teorematica (a
menos que sea vacia) y que su naturaleza y los recursos expresivos del prolenguaje correspondiente
permitan capturar una operacién sobre conjuntos de férmulas a través de una propiedad de las
férmulas (es decir, un conjunto de férmulas).

[3] Adviértase que ambas estrategias presuponen que la relacién de consecuencia es finitaria.

[4] Para simplificar, en las descripciones de las dos estrategias no se han tenido en cuenta las
diferencias de formato entre las expresiones con las que opera el sistema deductivo y los
argumentos.

TIPOLOGIA DE LAS REGLAS DE INFERENCIA.

[1] Reglas de tipo Hilbert o de nivel 0.

Transforman férmulas en férmulas, y por consiguiente son de la forma:

A1,...,An =B

[2] Reglas de tipo Gentzen o de nivel 1.

Transforman reglas de nivel 0 en reglas de nivel 0, y por consiguiente son de la forma:

X1 = Y1,..., Xo=Ya
X=Y

[3] En general, las reglas de nivel n+1 transforman reglas de nivel n en reglas de nivel n.

[1] Aunque esta jerarquia de las reglas de inferencia fué propuesta -y minimamente explorada- por
Moisil en los afios 50, en la practica sélo se emplean reglas de los niveles 0y 1.4

[2] En un sistema hilbertiano se empieza por dar una definicién inductiva de un conjunto T de
férmulas (o conjunto de teoremas del sistema). Por tanto consta de clatsulas de base, de la forma
AT o O |-5A o simplemente |-5A, y de cladsulas de recutrencia, de la forma 'si |-5A1,..., |-5Ar1
entonces |sB'. Las formulas declaradas teoremas por las cladsulas de base reciben el nombre de
axiomas del sistema. Por ello a veces se llama sistemas axiomaticos a los sistema hilbertianos. Las
cladsulas de un sistema hilbertiano son, obviamente, reglas de nivel 0. Una ultima precisién
terminoldgica: algunos denominan esquemas de axioma y reglas de prueba a las clatsulas de base y
recurrencia de un sistema hilbertiano.

[3] En un sistema gentzeniano se da una definicién inductiva de un conjunto de pares ordenados de
conjuntos finitos de férmulas o secuentes, . En vez de escribir '<X,Y>' para designar un secuente
suele escribirse "X FY' o 'X=>Y'. Asf pues, sus clatisulas de base son de la forma X}Y)OX o
abreviadamente X }Y, y las de recurrencia de la forma 'si Xi }Y1,....Xa FYa entonces X |}Y. El
conjunto X asi definido es el conjunto de los secuentes derivables del sistema, los secuentes

* Sin embatgo, vid. K.Dosen, 'Sequent systems for modal logics'[1985] y G.Crocco y L.Farifias del Certo,
'Structure, Consequence Relation and Logic' en Gabbay [1994] a propésito de la nocién de secuente de
segundo grado.
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derivables directamente usando clatsulas de base reciben el nombre de axiomas y las clasisulas de
recurrencia, que son evidentemente reglas de nivel 1, el de reglas derivacionales.
[4] Un sistema hilbertiano puede definirse, por tanto, como un sistema deductivo definido por
reglas de nivel 0, y un sistema gentzeniano como un sistema deductivo definido por reglas de nivel
1.

Esta jerarquia de las reglas de inferencia no estd exenta de alguna ambigiiedad. Un axioma
del célculo secuencial como A FA (cfr. Capitulos 3 y 4) puede verse alternativamente como una

regla de nivel 0 o como una regla de nivel 1 de la forma O FOJ = A }A.

CLASIFICACION DE LAS REGLAS DE NIVEL 1.

Como ya se ha indicado al comentar las propiedades definitorias de los sistemas légicos, entre las
férmulas las hay simples y complejas. A continuacion se generaliza la nocién de complejidad de
térmulas a conjuntos de férmulas, secuentes y conjuntos de secuentes.

La complejidad de un conjunto de férmulas X, ¢(X) es la suma de las complejidades de sus
elementos. La complejidad de un secuente X }Y es la suma de las complejidades de X e Y, es decir,

cX FY)=c(X)+c(Y). La complejidad de un conjunto de secuentes Xi FY1,...,Xn FYa es c(Xi O ...0
Xo) + (Y10 ...0 Yo)=cX1 FY1,.... Xa FY0).
Estas definiciones tratan con conjuntos. Por consiguiente: c({A,B,B})=c(A)+c(B); c(X }Y,

X FY)=c(X,Y), etc.

Las reglas de nivel 1, cuya forma genérica es (Xi FY1,...,Xa FYs) = (X}Y), se dividen en reglas
operacionales y reglas estructurales. A continuacién se enuncia un criterio formal para
diferenciarlas.

A) Una regla de nivel 1 es gperacional si para toda aplicacion de esa regla , o bien (Xi FY1,...,Xa FY0)
=c(X FY)+1 o bien c¢(X1 FY1,...,Xa FY0)+1= c¢(X }Y). En el primer caso se dice que es una regla de
eliminacion, en el segundo que es una regla de introduccion.
b) Una regla de nivel 1 es estructural si no es operacional. Por tanto, pueden distinguirse tres
variedades de reglas estructurales atendiendo a la relacién entre c(Xi FY1,...,Xa FY0) v cX FY):
b.1 Reglas estructurales para las que se cumple c(Xi FY1,...,.Xn FY0)=c(X }Y) para cualquier
aplicacion de la regla;
b.2 Reglas en las que la complejidad de Xi FY1,..., X, FYa es siempre menor o igual que la
complejidad de X }Y. El valor de ¢(X }Y) — c(Xi FY1,...,Xa FY0) varia de una aplicacién a
otra, aunque para al menos una aplicacién es >1.
b.3 Reglas en las que la complejidad de Xi FYi,...,Xq FYn es siempre mayor o igual que la
complejidad de X }Y. El valor de c(Xi FY1,...,Xa FY0)—c(X }Y) es variable, aunque para
alguna aplicacién de la regla es >1.

COMENTARIO.

[1] Por tanto, las reglas de nivel 1 pueden ser estructurales u operacionales (a éstas se les llama a
veces /dgicas). Las reglas estructurales expresan caracteristicas generales bien de la derivabilidad bien
de la misma operacién de consecuencia, y asi se enuncian sin mencionar simbolo légico alguno.
Podria decirse por ello que manipulan estructuras, frente a las reglas operacionales que manipulan
térmulas.

[2] Dentro de las reglas estructurales, se distingue entre reglas de razonamiento y reglas de datos.
Las reglas de razonamiento expresan caracteristicas muy generales de la operacién de consecuencia
como las descritas en el epigrafe Propiedades de los sistemas ldgicos: reflexividad, transitividad, etc. Las
reglas de datos definen la estructura fundamental de los objetos sinticticos con los que opera el
sistema; dicho de otro modo, se refieren a los modos en los que pueden manipularse las férmulas
que integran un argumento para construir argumentos demostrativos. Asi, las reglas de datos
expresan caracteristicas de la derivabilidad antes que caracteristicas de la relacién de consecuencia.
[3] Un buen ejemplo de regla de razonamiento es la regla de corte, X FA XA FY = X}Y, que
expresa la transitividad de la relacién de consecuencia.
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[4] Las reglas de datos dicen, entre otras cosas, si las premisas forman un conjunto, una secuencia,
un multiconjunto o algun otro tipo de estructura mas compleja. Un buen ejemplo de reglas de datos
son las reglas X,ABZFY = XBAZ}FY y X}Y,AB,Z = X}Y,BA/Z (de permutacién o
intercambio ) especifican que el orden de los elementos del antecedente y el consecuente no es
significativo.

[4] Las reglas operacionales representan las distintas operaciones aplicables a los secuentes en el
lenguaje objeto. Bajo ciertas condiciones minimas, pueden verse como reglas para la manipulacion
de secuentes en el lenguaje objeto. Ejemplos caracteristicos son X,A,B FY = X A&BLY
(introduccion de ‘&) y X,A&B }FY = X,A,B }Y (eliminacién de ‘&).

[5] Decir que A se sigue de X es decir que pueden manipularse de acuerdo con un procedimiento
previamente establecido férmulas By,...,By de X para extraer la conclusion A. La manipulacién de
las férmulas Bi,...,Bn incluye disponetlas en un orden determinado. Puede suceder que una
ordenacién S de By,...,B, permita extraer la conclusién A segin el procedimiento establecido y otra
disposicién S’ no. Dirfamos entonces que el argumento premisas-conclusiéon <X,A> es correcto, lo
mismo que el argumento demostrativo <S,A> y a diferncia del argumento demostrativo <§’,A>.

[6] Las reglas de razonamiento expresan propiedades de los argumentos premisas-conclusion, por
ejemplo, si el argumento <X,A> es cotrecto, también lo es el argumento <X [ Y,A> (monotonia),
mientras que las reglas de datos expresan propiedades de los argumentos demostrativos (como la
permutacion).

[7] Las reglas de nivel 1 difieren, pues, por su generalidad, maxima en las reglas de razonamiento y
minima en las reglas operacionales. Como las reglas de razonamiento estan ligadas a la idea misma
de consecuencia, cabe esperar que aparezcan —con unos ropajes u otros- en cualquier sistema
deductivo. Las reglas de datos, por su parte, parecen propias de una logica particular, y asi variaran
de una légica a otra pero no cuando se consideren sistemas deductivos distintos para una misma
légica. Finalmente, las reglas operacionales estin vinculadas al prolenguaje utilizado mas que a la
légica que se pretende caracterizar>

Para prevenir confusiones hay que advertir que algunos autores, generalmente en el
contexto de sistemas de deduccion natural (vid. capitulo 7), hablan de reglas operacionales de
introduccién y de eliminacién en un sentido distinto al nuestro. Para caracterizar completamente el
significado derivacional de un operador légico ‘0’ hay que especificar tanto el conjunto de las
consecuencias de las férmulas de la forma O(Ay,...,An) como los conjuntos de férmulas de los que
se siguen esas formulas. Dicho de otro modo, hay que especificar el comportamiento de las
férmulas O(Ay,...,Ay) como premisas y como conclusiones. Hay autores, como Prawitz, que
denominan ‘reglas de eliminacién’ a las reglas operacionales que determinan el comportamiento de
esas formulas en tanto que premisas de una inferencias y ‘reglas de introduccién’ a las que
determinan su comportamiento como conclusion de una inferencia. En los sistemas de deduccion
natural, las dos acepciones de eliminacién/introduccién coinciden, de manera que las reglas
operacionales de introduccién en nuestra acepcion son las reglas operacionales de introduccion en
la acepcién de Prawitz, y lo mismo sucede con las reglas de eliminacion. En los sistemas de calculo
de secuentes, por el contrario, las reglas de eliminacién de Prawitz son, segin nuestra terminologia,
reglas de introduccién en el antecedente, y sus reglas de introduccién son reglas de introduccion en
el consecuente.

EJERCICIOS.

(1) Definir las nociones de conjunto y multiconjunto en términos de relaciones de equivalencia
entre secuencias.

(2) Si E es el conjunto de los enteros no negativos, sea { la relaciéon entre subconjuntos de E 'y
enteros no negativos definida por la estipulacion XCA si y s6lo si max(X)<A (es decir, A es mayor o
igual que el mayor de los elementos de X). ¢Cuales de las propiedads distintivas de los sistemas

5 Sin embargo las cosas no son tan sencillas. Es sabido que algunos resultados sobre légicas no
clasicas son sensibles a la eleccién del prolenguaje en el que se expresa esa logica. El fenémeno es
conocido como “advertencia de Makinson”, por ser este autor quien primero repard en él
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légicos estandar posee <E, {>?
(3) Siendo E como en el ejercicio anterior, sea £ la relacion entre subconjuntos de E y enteros no
negativos definida por la estipulacion XA si y sélo si max(X)=A (es decir, A es menor o igual que
el mayor de los elementos de X). ¢ Cuales de las propiedads distintivas de los sistemas logicos
estandar posee <E, £ >?
(4) Si N es el conjunto de los enteros no negativos, la nocién de formula de Py se define como
sigue:

RF1. Si AN entonces (A) es una férmula de Phx.

RF2. Si (X) e (Y) son formulas de Py, (X,Y) es una formula Py.
(Es Py. un prolenguaje? En concreto, ;puede demostrarse un teorema de unicidad de lectura para Py?
(4) Modificar la definicion precedente de férmula de Py para asegurar su no ambigtiedad.

(5) ¢Cuales serfan los simbolos l6gicos, y en qué categoria caerfan, de Py ?
(6) Clasificar las reglas del sistema deductivo SM del capitulo 3, indicando en el caso de las reglas
estructurales si son de tipo b.1, b.2 0 b.3.
(7) Partiendo de la respuesta al ejercicio 2, definir la complejidad o grado 16gico de una férmula de
Py. Calcular la complejidad de las formulas (i) (((1),(3)),(7)), (i) ((13)(580)) y (iii) (((1(3))5)(80)).
(8) Especificar el conjunto de subférmulas de las férmula (i)-(iii) del ejercicio 4.
(9) ¢Se cumple que si c(A)<c(B) entonces B tiene mas subférmulas que A (es decir, formulado con
un poco mas de precision, que el cardinal de SF(B) es mayor que el cardinal de SF(A))?
(10) La regla de nivel 1

X Y

SO (V)
Para cualquier sustitucion s, ¢Es una regla de razonamiento o una regla de datos?
(11) La regla

XY A

X, Z FY,W
¢Hs una regla operacional, estructural o de datos?
(12) Indicar el nivel de la regla

XA = XAF}Y
X}AY X}y
Comparar esa regla con la regla de Corte:
XAFY XFAY
XFY
¢En qué difieren estas dos reglas?
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CAPITULO 2. SISTEMAS HILBERTANOS

Pero, ademas, no hay en rigor mas remedio que
confesar nuestra extrafieza cuando en légica se
oye hablar de axiomas...

W.y M. Kneale, E/ desarrollo de la lggica.

EL PROLENGUAJE P.

Un sistema deductivo es un par <F,C>, formado por un conjunto de férmulas y una
operacion unaria de consecuencia sobre Sb(F). Por tanto, para construir un sistema deductivo el
primer paso es especificar el conjunto de sus férmulas o, dicho de otro modo, el prolenguaje
correspondiente.

El prolenguaje P es un lenguaje de primetr-orden cuyas variables individuales son

X,Y5Z5X05Y 052055 X0, Y115 Z015 e o
sus letras relacionales n-arias, para todo nlll , son

P“,Q“,R“,P“1,Q“1,R“1,...,P“i,Q“i,R“i,...
y sus letras funcionales n-arias, para todo nlM | son

f“,g“,h“,f“1,g“1,h“1,...,f“i,g“i,h“i,...
En cuanto a sus simbolos légicos, incorpora un operador oracional unario = (llamado 7egador), tres
operadores oracionales binarios &,v,~> (lamados, respectivamente, conjuntor, disyuntory condicional), y
dos cuantificadores, Uy U, (cuantificador existencial y cuantificador universal, respectivamente).

Con estas especificaciones y lo expuesto en el capitulo 1 disponemos ya de una definicién
precisa del conjunto de férmulas de P. Siguiendo la prictica comun, escribiremos '(A&B)" por
'&(A,B)', '(AvB)' por 'v(A,B)' y '(A~B)' por '=»(A,B)". En cuanto al modo de leer las férmulas, '7(A)'
se lee ‘no-A’, “(A&B)' se lee ‘A y B’, '(AvB)' se lee ‘A o B’ y ‘(A~B)', finalmente, ‘si A entonces B’.

Abreviaturas
Convenciones notacionales sobre el uso de paréntesis.
Se escribe... por...
Ropty,..ta R (t,e..,tn)
A 71(A) si A es atémica
@ ~C@™)
A&B-C (A&B)~C
A-B&C A->(B&C)
AvB-C (AvB)-C
A-BvC A-Bv(C)
(Qv)A (Qv)(A) si A es atémica
QuQW®) Qu(QW®).
[donde Q y Q' son cuantores]

TEOREMAS DE LAS LOGICAS MINIMA, INTUICIONISTA Y CLASICA.

Una vez determinado el conjunto de férmulas, el siguiente paso en la construcciéon de un
sistema deductivo es introducir la relacién de derivabilidad. Si se adopta una estrategia hilbertiana, la
construccién de esa relacién comienza por una definicién inductiva de un conjunto de férmulas (el
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conjunto de los teotemas del sistema, es decir C(L)). Por eso a veces se describe un sistema
deductivo hilbertiano como un par <F,T>, donde TUF es el conjunto de sus teoremas.
Naturalmente, a partir de un tnico conjunto de férmulas F pueden introducirse distintos
conceptos de derivabilidad, resultando asi sistemas deductivos distintos. A continuacién se
enuncian tres sistemas hilbertianos que no sélo son distintos entre si, sino que corresponden a

sistemas logicos distintos, aunque comparten el prolenguaje?.

Légica minima (HM).
Axiomas
Al. (A~(B~A))
A2. ((A»(A-B))~»(A~B))
A3. (A=B)=>((B-C)~(A~0)
A4. (A&B)~A)
A5. ((A&B)-B)
A6, (A=B)~>((A»C)~(A~(B&C)))
A7. (A~(AvB))
A8. (A~(BvA))
A9. (A=C)=((B-C)~((AvB)=()))
A10. ((A~B)&(A->—B))»—A)
AL (Ev)(AW)~A®)
AL2. (A=) AE)
Reglas de prueba
R1. FA, F(A-B) = |B.¢
R2. FB-A(v) = FB-(Ov)(AW)™
R3. HA(v)-B) = H()(AW)-B)~

(*) Donde el término t esta libre para la variable v en la férmula A(v), y A(v) es la férmula resultante
de sustituir simultaneamente cada ocurrencia del término t en A(t) por una ocurrencia de la variable
V.

(**) Donde B no contiene ocurrencias libres de la variable v, y A(v) es como en la nota precedente.

Loégica intuicionista (HI).
Axiomas

Al1-A12

Al13 (mA~(A~B))
Reglas de prueba

R1-R3

Logica clasica (HC/HC").
Axiomas

A1-A13

Al4 (77A~A) o Al4. (AvDA)
Reglas de prueba

R1-R3

[1] Lo que tenemos en cada uno de estos casos es una definicién inductiva de un conjunto
de férmulas de P. Para indicar que una férmula A pertenece a uno de esos conjuntos se escribe
FenA?, FmA?, FacA’ o facA’ segun el caso, leyéndose, respectivamente, “A es un teorema de
HM?”, “A es un teorema de HI”, “A es un teorema de HC” y “A es un teorema de HC".

[2] Las clatsulas de base de estas definiciones inductivas son los esquemas de axioma Al-
Al4 o Al14'. Un esquema de axioma identifica una clase de foérmulas de P, formada por las

6 .
Esta regla es conocida como regla de wodus ponens.
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formulas que resultan de sustituir en el esquema cada metavariable A,B,C por una férmula de P, la

metavariable v por una variable individual y la metavariable t por un término de P . Asi, postular
un esquema de axioma es afirmar que todas las férmulas de la clase correspondiente son axiomas, y
por ende teoremas, del sistema en cuestion.

[3] En cuanto a las relaciones entre los conjuntos de teoremas de estos sistemas
hilbertianos, se tiene: HM [ HI 0 HC = HC'.

[4] Para establecer que una férmula es un teorema de uno de estos sistemas, de acuerdo
con la definicién precedente, hay que mostrar que o bien es un axioma o bien es obtenible a partir
de axiomas aplicando las reglas de prueba. Dicho de otro modo, para establecer hivB, FuB, FucB
o tacB hay que exhibir una secuencia finita de férmulas <Aj,...,An>, tal que cada A;, 1<i<n, es (1)
un axioma, o (2) hay k,j<i, Ai=Aj~>A; [R1], o (3) hay j<i, Ai=C-D(v) y Ai=C~(Uv)D(v), donde C
no contiene ocurrencias libres de la variable [R2], o (3) hay j<i, Aj=C(v)~D y A;=(Lv)C-D, donde
D no contiene ocurrencias libres de la variable [R3], y finalmente A,=B.

[5] Se dice entonces que <Aj,...,Aq>, es una demostracion de B=A, en HM, HI, HC o HC',
segun el caso. La /longitud de esa demostracion es la longitud de la secuencia correspondiente, n.
Adviértase que <Ay,...,Ai>, i<n, es a su vez una demostraciéon de Ay por ello diremos que
<Aj,...,Ai> es una subdemostracién con respecto a <At,...,An>.

DERIVABILIDAD MINIMA, INTUICIONISTA Y CLASICA.

Si X es un conjunto de firmulas cerradas de P y HS uno de los sistemas hilbertianos

desctitos, designamos con 'HS [ X' al sistema resultante de incorporar a HS como axiomas (y no
como esquemas axiomaticos) las férmulas de X. Para cualquier conjunto de férmulas cerradas X y
cualquier féormula A, X FisA syss Fus o xA; es decir, A es derivable (o deducible) en HS a partir de
X syss A es un teorema de HS U X. Asf pues, la derivabilidad a partir de un conjunto de férmulas
cerradas en un sistema hilbertiano se define en términos de la demostrabilidad en sus extensiones
axiomaticas.

Esta definiciéon de derivabilidad es parcial, puesto que contempla unicamente la
derivabilidad a partir de conjuntos de férmulas cerradas. La dificultad para extenderla a conjuntos
cualesquiera de férmulas (abiertas y cerradas) radica en las restricciones de las reglas R2 y R3. Un
ejemplo lo aclarard. Si se generalizase la definicién precedente omitiendo 'cerradas', dado un
conjunto de férmulas X, una férmula A[v]UX, con ocurrencias libres de la variable 'v' y siendo B
una férmula cerrada cualquiera tal que |-H5B, se tendrfa la derivacion siguiente:

Fiis o x A[v] hipétesis
Fis o x A[v]=B=A[v]) Al
Fis o x B=A[v] R1
Fis o x B=(Ov)(A[v]) R2
Fusox B hipétesis
Fis ox (Ov)(A[V]) R1

Provocando el fallo del teorema de deduccién (vid.infra), puesto que si valiese el teorema de
deduccién una aplicacion de R3 llevatia a [us(0v) (A[v])=(0v) (A[v]).

La generalizacion de la definiciéon que estamos comentando requiere, en primer lugar,
reforzar las restricciones de R2 y R3:
Si X es un conjunto de férmulas, HS U X es el sistema hilbertiano resultante de afiadir a HS las
férmulas de X como axiomas y reemplazar R2 y R3 por
R2. Fuspx BAW) = Fusox B=(v)(AW)~
R3'. Fusox (AW)=B) = fus o x ()(AV)~B)”
(**) Donde ni B ni las formulas de X contienen ocurrencias libres de la variable v.
En segundo lugar, hay que modificar levemente la definicién de X fusA si queremos preservar la
monotonia de la relacién de derivabilidad. En efecto, si copiaramos tal cual la definicién anterior -
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ahora con una caracterizacién distinta del sistema HS 0 X- podria suceder que X fusA y sin
embargo no X,B FisA. Por ejemplo, si (1) las féormulas de X no contienen ocurrencias libres de la
variable 'v', (2) A=C~(0v)(D[v]) se detiva de X aplicando R2, y (3) la variable 'v' si ocurte libre en
B. Para evitarlo se propone la siguiente definicion alternativa:

X FsA syss hay un YOX tal que fyA.7

Nuestro primer teorema importante es el teorema de deduccidn, que, en el contexto de la
teorfa de la demostracion, establece una cierta completitud (sintdctica) del sistema hilbertiano
considerado. En efecto, el teorema enuncia que para cualquier deduccién existente en sus
extensiones axiomaticas hay ya un teorema en el mismo sistema que la expresa.

TEOREMA 1 (T. DE DEDUCCION). Para cualquier conjunto de férmulas X y cualesquiera
formulas A y B de P, si X,A FusB entonces X FisA-B.

DEMOSTRACION. Adviértase que X,A fusB syss FusovoaB para algin YOX vy, analogamente,
X FisA-B syss |us o zA=B para algin ZOX. Por induccién sobre la longitud de la demostraciéon de
Ben HSUOY O {A}, n. Si n=1, B es un axioma de HS 0 Y I {A} y por tanto la demostracion

correspondiente es <B>,. Distinguimos dos subcasos: (i) B es un teorema de HS 0 Y, y (ii) B=A,
en cuyo caso A~B es B-B.

Subcaso i.

FisovB (por hipétesis)
Fis o v B=(A-B) (por A1)

Fus o v(A-B) (por R1)
Subcaso ii.

Fusoy B-»(B-B) (por Al)
hisoy (B-(B~B))~(B-B) (por A2)
Fusoy (B-B) (por R1)

Astimase entonces que el teorema se cumple para n<k, y considérese el caso en que n=k+1. Hay
que considerar cinco subcasos: B es un teorema de HS [J Y, B=A, B se obtiene aplicando una de
las reglas de prueba R1-R3. Los dos primeros se tratan como en la base. Para R1, R2 y R3 se
necesitan los dos resultados que se establecen a continuacion.

[L1] bisA=(B=C) = b us (A=B)~(A=C)

A-(B~C) hip.
(A=>(B-0))>((B>C)~>(A~C)=>(A=>(A~())) [A3]
(B-C)>(A>C)~>(A~>(A~C)) [R1]
(A~>(A~C)=(A-C) [A2]

(B=C)=>(A=C))>(A>(A-C))~((A>(A=C))>  [AJ]
(A=)~ ((B-C)=>(A~C))»(A=C))

(A= (A=C)= (A=)~ ((B-C)»(A~C)~>(A=C))  [R1]
(B-C)»(A=C)~(A=C) [R1]
(A=B)>((B-C)=(A~C)) [A3]
(A=B)>((B-C)»(A~C))>((B-C)»(A~C))~ [A3]
(A=C)>((A=B)=(A=())

(B=C)=>(A~0)>(A>C))~>((A>B)~>(A~C)) [R1]
(A-B)»(A~C) [R1]
[L2] hiusA~(B-C) = s Bo(A-C)
A>([B-C) hipétesis
(A= (B~C)~>((A->B)~>(A~C)) [L1]
(A=B)~>(A~C) [R1]
B-(A~B) [A1]

7 Asi, en el ejemplo discutido en el texto, si |-HS ox A entonces X [0 {B} FusA.
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(B=(A~B))=>((A=B)>(A~C))~»(B~(A~C)) [A3]

(A=B)>(A~C))~>(B~(A-C)) [R1]

B-(A-C) [R1]

Si B resulta de aplicar R1 a dos férmulas C y C-B que preceden a B en la secuencia, dado que la
longitud de las subdemostraciones de C y C-B es <k, por hipétesis de induccion Fns gpyA-C y
FisoyA—=(C-B). En la demostracién que sigue, y también en las de los casos correspondientes a R2
y R3, se omite por comodidad el prefijo ' fus px'. En tal caso,

A-C hipétesis
(A~ (Co(A=B)»(A~(A-B))) A3
(C+(A~B))~(A(A~B)) R1
A-(C-B) hipétesis
C-(A-~B) 1.2
A-(A-B) R1
(A~(A-B))~»(A-B) A2
A-B R1

Ocupémonos ahora de R2. Se tendria |fuspvoyB-C[v] y a partir de aqui por
R2 FisoyoayB=(0v)C[v]. La hipétesis de induccién proporciona  FusgyA=(B-C[v]), y hay que
concluir F}]SD\’A*(B-’(DV) C [V]) .

(B&A=B)~>((B~C[v])>(B&A~C[v])) A3
(B-C[v])»(B&A~C[v])) A5
(B&A-B) R1
(A=>B-C]))~>(B-C[v])> B&A~>C[v]))~>(A>B&A~C[v])) A3
A->B-C[v]) hip.
(B-C[v])>B&A=C[v]))~(A>B&A~C[v]))) R1
(A>B&A~C[v])) R1
B&A-A A5
(B&A-A)~((A»B&A~C[v]))»(B&A-B&A-C[v]))) A3
(A= (B&A~C[v])»(B&A~>(B&A~C[v]))) R1
(B&A-(B&A-C[v])) R1
(B&A-(B&A-C[v]))»B&A~C[v]) A2
(B&A-C[v]) R1
(B&A-(Ov)C[v]) A6
(B-B)~>(B~A)>(B-B&A)) A6
B~(B-B) Al
(B~(B-B))~([B-B) A2
B-B R1
(B»A)~»(B~B&A) R1
A~>(B~A) Al
(A=>(B~A))~>((B-A)>(B>B&A))~>(A~>(B-B&A))) A3
(B~A)~(B-B&A))>(A->B-B&A)) R1
A->(B-B&A) R1
(B=B&A)~(B&A~ (Lv)C[v])~ B~ (Lv)C[v]) A3
(A=(B-B&A))~((B-B&A)~((B&A~(Tv)C[v))» (B~(0v)C[v]))~(A~(B&A>(OW)C[v])»B-(v)Cv)) A3
(B=B&A)=(B&A~>([v)C[v])> B~ (Lv)C[v]))= (A= (B&A~(Lv)C[v])~> B> ([Lv)C[v]) R1
(A= (B&A=(DV)Cv])>B=(Lv)C[v]) R1
(A= (B&A=>(Uv)C[V])=(A~>B~(Lv)C[v]) L1
(B&A~(Lv)C[v])= (A= B~ (Lv)C[v]) Al
(A~ B&A~(V)C[v])) R1
(A=>B~>Ov)C[v]) R1
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Para R3 la demostracién es, afortunadamente, menos prolija. Por hipétesis de induccion se
tiene Fns oyA=(B[v]=C), y hay que demostrar fus gyA=((Gv)B[v]-C).

A~(B[v]~C) [hipGtesis]
B[v]»>(A~C) (L.2]
(On)B[v]>(A~C) [R3]
A~(3)B[v]~C) [L.2]

N.B.- Adviértase que al aplicar en estas demostraciones R2 y R3, respectivamente, se satisfacen las
restricciones (reforzadas) anexas en virtud de los supuestos iniciales.

COROLARIO 1. Para cualquier conjunto de férmulas X y cualquier féormula B de P, si X, |-HSB
entonces hay {Ax,..,Aq} OX tal que hisA1=(Az=(...~(As~B))).
DEMOSTRACION. Puesto que una derivacion de B a partir de X en HS es una demostracion en

HS 0 X y una demostracién es una secuencia finita de férmulas, si B es derivable a pattir de X en
HS, lo es a parttir de un numero finito de férmulas de X. Sean éstas Ai,...,An. Se tiene entonces
At,..,Aq FisB, v aplicando n veces consecutivas el teorema de deduccion hisAi1=(Az=(...~(As~B))).

ILa conversa del teorema de deduccién es una consecuencia casi inmediata de la clausura del sistema
bajo R1:

TEOREMA 2. Para cualquier conjunto de férmulas X y cualesquiera formulas A y B de P, si
X FusA-B entonces X,A fusB.
DEMOSTRACION. Si Fus o xA~B entonces |us o x o A~B. Por otra parte, es obvio que

FHSDXD{A}A, Yy por R1 se sigue |‘HS oxX D{A}B- _I

Por tanto, el corolario 1 puede reforzarse como sigue:
COROLARIO 2. Para cualquier conjunto de férmulas X y cualquier férmula B de P, X fusB syss
hay {A1,...,Aq} tal que FusAi=(Az=(...=(Aq=B))).

SISTEMAS IMPLICACIONALES.

El teorema de deduccion y su conversa (teorema 2) proporcionan la clave para interpretar
el contenido de los esquemas de axioma, en tanto que permiten leerlos como aserciones sobre la
relacion de consecuencia. El siguiente teorema aclara lo que quiero decir:

TEOREMA 3. Si X,A-B |-H5C entonces si X,A |-H5B entonces X |-H5C.
DEMOSTRACION. Supéngase que X,A=B }usC y X,A FnsB. Si, para representar una derivacion

Tten HS de B a partir de Ay,...,Aq, usamos la notacién

[Ad]

[Ad]

B
podemos representar las asunciones previas como

(X]
[A-B]

=X
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C B

Sea Tt la derivacion de la izquiera y A la de la derecha. De la segunda hipétesis y el teorema
deduccién se sigue X husA-B, es decir, la existencia de una derivaciéon de A-B a partir de X,

llamémosla . Usando las derivaciones Tty U se obtiene entonces una derivaciéon de C a partir de X:

X]
:

A~B
n

c

_I

Los teoremas 1, 2 y 3 permiten extraer de los sistemas hilbertianos descritos lo que Dosen
lama sistemas implicacionales y que son definiciones recursivas de conjuntos de expresiones de la
forma "X FA". Asi, el teorema de deduccién y su conversa permiten parafrasear Al. (A=(B-=A))

como A,BFA. Para A2. (A=(A-B))=(A-B), su conversion secuencial en la regla A, AlB = A|lB

viene indicada a continuacién:

HA-(A-B)~(A-B) A2

AA}B supuesto
A FA-B Teorema 1
FA-(A-B) Teorema 1
FA-B R1

AlB Teorema 2

Usando el mismo procedimiento, y teniendo en cuenta la definiciéon de detivabilidad, los axiomas y

reglas restantes transforman en:

A3. AFB,BFC = A}C
A4.A&B FA

A5. A&B}B

AG.ABAFC = A FB&C
A7.A FAVB

A8.A BvA

AJAFCBIC = AVBIC
A10. AFB,AFB = }-A
A13.7AA}B

Al4.77A A

A1 (Ox)(AE) AR
A12.A(0) HO)(AR)

R1. A, | (A-B) = |B

R2. B, FA®) = B HOvW(A®)*™
R3. AW) B = (Gn)(A®W))[B*

(*) Donde el término t esta libre para la variable v en la formula A(v), y A(v) es la formula
resultante de sustituir simultdneamente cada ocurrencia del término t en A(t) por una ocurrencia

de la variable v.

(**) Donde B no contiene ocurrencias libres de la variable v, y A(v) es como en la nota precedente
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Se aprecia entonces que en el conjunto del sistema hilbertiano esta codificada informacién
de dos tipos: informacién sobre las caracterfsticas generales y estructurales de la relacion de
derivabilidad e informacién sobre las condiciones de introduccién y eliminacion de simbolos
légicos. Asi A3 expresa, via comportamiento detivacional de '-', la transitividad de la relacién de
derivabilidad, etc. Sin embargo, la informacion de los dos tipos se encuentra entremezclada en los
principios del sistema hilbertiano. Un ejemplo claro lo constituye la regla de modus ponens, a la que
corresponden de hecho dos reglas secuenciales: FA, | (A-»B) = |B (eliminacién de '»") y FA, A }B
= B (corte). La primera de estas reglas es operacional y la segunda estructural.

En este orden de cosas, llama la atencién la ausencia de una regla de introduccién del
condicional, que se explica precisamente porque toda la informacién sobre la derivabilidad se
codifica hilbertianamente (al menos en apariencia) como informacién acerca del condicional. Dicho
de otro modo, todos los axiomas tienen la forma de principios de introduccién del condicional.
Teniendo ésto en cuenta no es extrafio que la regla de introduccién del condicional apatezca (en la
metateoria) bajo la forma del teorema de deduccion.

Resumiendo, a partir de los sistemas hilbertianos HM, HI y HC se obtienen -teniendo en
cuenta la monotonia que se desprende de la definicién misma de la relacion de derivabilidad- los
sistemas deductivos implicacionales que se describen a continuacion.

SIM (sistema implicacional minimo)

Principios estructurales.

Reflexividad X,ABFA

Contraccion XA A |-B = XA |-B
Transitividad o Corte X A }B, X,B }C = XA }C

Principios 1égicos.

& eliminacion X, AB fA

& eliminacion X,A&B |B

& introduccion X A }B, X,A FC = XA |B&C
v introduccion XA FAvB

vintroduccién XA }BvA

v eliminacion XA }FC, X,B FC = X,AvB }C
Tintroduccion X A FB, XA B = X A

U eliminacion X,([Ox)(AW)IA®*

O introducciéon  X,B FA(V) = X,B HOW)(A(F))*™
Ointroduccion — X,A(t) HOW)(A(v)
Ueliminacion A®) B = (Ov)(AK))|B*

- introduccion X A B = X }A-B

- eliminacion XA, X, |-(A—>B) = X|B

(*) Donde el término t esta libre para la variable v en la férmula A(v), y A(v) es la formula resultante
de sustituir simultineamente cada ocurrencia del término t en A(t) por una ocurrencia de la variable
V.

(**) Donde B y las férmulas de X no contienen ocurrencias libres de la variable v, y A(v) es como
en la nota precedente.

SII (sistema implicacional intuicionista)
SM +

= eliminacién  X,A,7A |B

SIC (sistema implicacional clasico)

ST+

= eliminacion’ X, A FA

TEOREMAS DEL FRAGMENTO POSITIVO.
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Dados dos sistemas deductivos Sy=<F, }o> y Si=<F, }1> diremos que S; es una extension de Sy (So
es una restricciéon de Sq) syss (1) F es un sublenguaje de F', y (2) para cualquier conjunto de
férmulas XDF, {A/X l‘QA} O {A/X I' 1A} NFo. Si ademas se cumple {A/X I'()A} = {A/X |‘ 1A} n FQ,
se dice que Si es una extensién conservadora de So.

En esta seccién y la siguiente se comparan los sistemas deductivos HM, HI y HC con la
correspondiente restriccion al fragmento positivo de P, es decir, al prolenguaje resultante de
suprimir el negador. La operacién de consecuencia de esa restriccién, llamémosla HP, queda
definida (4 /z Hilbert) por los axiomas A1-A9, A1l y A12 y las reglas de prueba R1-R3. A este
respecto, se establecen los siguientes resultados:

(1) HM y HI son extensiones conservadoras de HP, pero
(2) HC no es una extension conservadora de HP.

Si F es el conjunto de férmulas de P, sea F* el conjunto de las formulas de su fragmento positivo.
Asimismo, 'HP' designard a la axiomatizacién del fragmento positivo resultante de eliminat el
axioma A10 de HM.

Para toda férmula A, sea at(A) el conjunto de sus subférmulas atémicas y , como de
costumbre, sea &at(A) la conjuncién de las férmulas de at(A). Por tanto, si A es
mp (v p) =), at(A)= Pl y Kat(A) =(p'e).

La clansura universal de una tbf A con ocurrencias libres de las variables xi,...,.xa y sélo de
esas vatiables es la férmula (Uxy)...(Hxq)A.

Si X es un conjunto finito de férmulas y C es la clausura universal de &X, la funcién
tx:F-F se define recursivamente como sigue:

1) tx(A)=A si c(A)=0;

2) tx(A&B): tx(A)& tx(B);
3) tx(AvB)= tx(A)v tx(B);
4) tx(A~B)= tx(A)~ tx(B);
5 x(TA)= tx(A)~>tx(C);
0) x(V)A)=(v) tx(A);
7) tx (B)A)=F) tx(A).

Ahora podemos enunciar:

LEMA 1. Para cualquier conjunto finito de férmulas X, si A es una férmula de F* (por tanto es una
formula sin ocurrencias del negador) y at(A)JX entonces i+ (Oxy)...( Ox)&X=A, donde
(Uxi)...(Uxa)& X es la clausura universal de &X.

DEMOSTRACION. Por induccién sobre c(A). Si ¢(A)=0, A es una formula atimica y &X puede
representarse como A&B; en tal caso por A4 by A&B-A, y por aplicacion reiterada de Al1,

e (Oxi)...( Ox)&X~A. Sea pues c(A)=k+1 y supéngase que el lema vale para férmulas de
complejidad <k. Si A e la comjuncion A=B&C, la hipétesis de induccién proporciona
Fra (Ox1)...( Ox)&X=B y b (Ox1).... ( Ox0)&X = C; A6 y dos aplicaciones de R1 llevan entonces
a  hus(Oxy)...(Ox)&X-B&C. Si A es la disyuncion A=BvC, por hipétesis de induccion
Firs (Oxy)...( Ox)&X-B, y entonces A3, A7 y sendas aplicaciones de R1 permiten concluir
Fis (Ox1)...( Ox)&X=BvC. Si A e de la forma A=B-C, por hipétesis de induccién
Firs (Ox1)...( Ox)&X-B. En ese caso los axiomas A3, Al y dos aplicaciones de R1 llevan a
s (Ox1)...( Ox)&X->(B-C). Considérense finalmente los casos cuantificacionales. Si A es /a
Jformula (3v)(B), por hipétesis de induccion b+ (Oxy)...( Ox)&X=B(v) y por A12 hyB(v)=(00)B.
Usando entonces A3 y Rl se concluye |fu+(Oxy)...( Ox)&X=(n)B(v). Si A tiene la forma

(Uv)(B), por hipétesis de induccion pr+(Uxi). .. ( Uxn)&X-B(v) y por R2, puesto que el antecedente
de esta férmula no contiene ocurrencias libres de las variables xi,...,xa, se concluye

e (Ox1).. .. ( Ox0)&X~(OV) Bv). 1
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Si Tt es una demostracion en HI, neg(T) es el nimero de aplicaciones de los axiomas de negacion

A10 y Al13 en TU Esta claro entonces que si neg(Th=0, TT es al mismo tiempo una demostraciéon en
HI*.

LEMA 2. Si Ttes una demostracion en HI de la férmula A entonces para todo conjunto finito de
férmulas X cerrado bajo subférmulas atomicas y tal que at(A)UX, hay una demostracién en HI
de tx(A) y o bien neg(l)=0 o bien neg()<neg(TD.

DEMOSTRACION. Por induccién sobre la longitud n de la demostracién Ttde A en HI. Si n=0,
A es un axioma de HI. Para los axiomas distintos de A10 y A13 la demostracién no ofrece especial
dificultad. Para A10, se tiene (tx(A)=tx(B))&( tx(A)= (tx(B)=C))=(tx(A)~C), que el lector paciente
puede comprobar es demostrable en HP. Para A13, la traduccién para un conjunto de férmulas X
es tx(TA~(A~B))=(tx(A)~tx((Ux1)...( Uxn)&X))=(tx(A)»tx(B)). Por el lema 1, si at(txB)UX,
entonces  f (Ox1)...( Oxg)&X ~ tx(B). Como at(tx(B))= at(B) 0 at(X), basta con que X sea
cetrado bajo subférmulas atémicas para que se cumpla at(txB)OX y asi Frre (Oxi)... ( Oxq)&X=
tx(B). Por el axioma A3 (x(A)~tx((Ux1)...(Oxg)&  X))=>((tx((Ux1)...( Ox)&X)~>
tx(B))~ (tx(A)~»tx(B))). Por R1, de la hipdtesis tx(A)~tx(([x1)...( Uxn)&X) se sigue
((tx((Ux1)...( Ox)&X)~tx(B))~> (tx(A)»tx(B))). Por el lema 1, ((tx((Uxy)...( Uxn)&X)~tx(B)) v
entonces de nuevo por Rl, (tx(A)-tx(B)). Adviértase que la derivacién depende de la hipotesis
tx(A)~tx((Uxy1)...( Uxq)&X). Por consiguiente, una aplicacién del teorema de deduccién lleva a
concluir (tx(A)~tx((Ux1)...( Oxn)&X))~ (tx(A)=tx(B)). Para n=k+1, los casos de R2 y R3 tampoco
ofrecen dificultad. En cuanto a R1, por la hipétesis de induccién tx(B=A)=tx(B)-tx(A) y tx(B) son
demostrables en HP, y, pot modus ponens, se sigue entonces que también lo es tx(A).

COROLARIO 3. Si A es una férmula positiva (es decir, sin ocurrencias del negador), entonces si
FiiA entonces frpA.

DEMOSTRACION. En efecto, ya que si ADJF+ entonces tx(A)=A. 4

COROLARIO 4. Si A es una férmula positiva (esto es, sin ocurrencias del negador), entonces si

|-HMA entonces I—HpA.
DEMOSTRACION. Trivial, ya que si himA entonces FinA. 1

EL METODO DE MATRICES.

El razonamiento desarrollado para mostrar que HI es una extension conservadora del fragmento
positivo, no puede extenderse a HC. La dificultad radica en que, en general, la traduccion de A14
—71A~A via un conjunto X de férmulas serda de la forma ((A-B)-~B)-A, que no es la de un
esquema teoremitico de HI ni ain cuando [B-A.

Para demostrar que HC no es una extensioén conservadora del fragmento positivo basta
con encontrar una férmula de P, sin ocurrencias del negador, que sea una teorema de HC pero no
de HP. Para ello usatemos la férmula ((p~>q)~p)-p°®.

Para demostrar que esa férmula es un teorema de HC demostramos primero:

[L3] A—’B,_‘B I‘HM_'A

A-B Hip.
(A»B)~(—B~(A~B)) Al
(—B-(A-B)) R1
(TB>(A~B))~>(("B~>(A~>7B))> ("B~ ((A~B)&(A~>—B)))) A6
("B~ (A=>=B))~>("B~((A~B)&(A~>-B))) R1
—B-(A»-B) Al
—B-((A-B)&(A~-B)) R1

¥ Hablando con propiedad, '((p~q)=p)=p' no es una férmula de P, a diferencia de, por ejemplo,
"(p"~q)~p")=p". Por comodidad en lo que sigue se omiten los supetindices. El esquema ((A-B)~A)-A es
conocido como /ey de Peirce.
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—B Hip.

(A=B)&(A~—B) R1
(A=B)&(A»—B))»—A A10
—A R1

A partir de aqui, aplicando el teorema de deduccion, se concluye:
[L4] A-B FHM-B--A

[LS] A,B |'HmA&B [Adjuncién]

A—»(B—»A) Al
A Hip.
B-A R1
(B-A)~((B-B)~>(B~(A&B))) A6
(B-B)~(B-(A&B))) R1
B—»(B—)B) Al
B-(B-B))~(B-B) A2
B-B R1
B-(A&B) R1
B Hip.
A&B R1
[T1] (p~9)~p hrcp
(P>9)-p Hipot.
P> (p9) L4
“p> (P9 Al13
(P> (P 9)&(Tp>~(p~9) L5
(P> (P=9)&(Tp=(p~9))>~p A10
-7p R1
-7p=p Al4
p R1

Una nueva aplicacion del teorema de deduccion establece entonces ((p~q)-p)-p.
Para demostrar que ((p~q)~p)~p no es un teorema de HP introducimos la nocién de

matriz. Un dlgebra es un triplo <A,<f>gr>, donde A es un conjunto no vacio y los fi son
operaciones sobre A de distintas ariedades, 0(f;). O es entonces el tipo o signatura de ese algebra. El
prolenguaje P puede verse como un algebra <F,<7&yv,~>>> de tipo q, o(7)=1,
a(&)=0(V)= a(=)=2, o, si se prefiere, <1,2,22>. Una matriy pata P es entonces un triplo
M=<A,,<f>q,D>, donde <A,<fi>jg;> es un algebra del mismo tipo que P y DOA recibe el
nombre de conjunto de valores designados de M. Para establecer una correspondencia entre el
prolenguaje P y la matriz M se recurre a homomortfismos de P en M; es decir a aplicaciones
h:F~A tales que

L h((A)=fi(h(A)),

2. h(A&B)=fa(h(A),h(B)), h(AVB)=f3(h(A),h(B)) y h(A-B)=ts(h(A),h(B))

El interés, en tales casos, estd en las formulas A tales que para cualquier homomortfismo h de P en

M se cumple h(A)0D.
Para establecer que ((p~q)~p)-p no es un teorema de HP construimos una matriz para el

fragmento proposicional positivo de P, es decit, el fragmento resultante de omitir "' y los
cuantores. A continuacién se demuestra que para cualquier homomorfismo h y cualquier férmula A
se cumple que si FipA entonces h(A)OD, y sin embargo no sucede lo mismo para la ley de Peirce.

Una matriz para el fragmento proposicional positivo de P .

Sea M=<{0,1,2} ,<fi>14<3,{2} >, donde las operaciones f; vienen especificadas por las tablas:
(e JoJt]2]em o]t 2]asm o] 1] 2]
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Queda para el lector concienzudo verificar que si fupA entonces para cualquier homomorfismo h,
h(A)=2. Sea finalmente un homomorfismo h tal que h(p)=1 y h(q)=0. En tal caso,
h(((p~q)-p)~p)= bH:(EHEMP),h(@),h().hp) = f(f(f:(1,0),1),1) = £3(£:(0,1),1) = £3(2,1) = 1. Un
corolario de estos resultados es que el conjunto de los teoremas de HC no esta contenido en el
conjunto de los teoremas de HI.

Atendiendo a sus formulaciones hilbertianas, parece que las diferencias entre las logicas
minima, intuicionista y clasica se refieren exclusivamente a la interpretacién del negador (aunque
esto es menos claro cuando se adopta A14' como axioma clasico especifico). Sin embargo que HC
no sea una extensiéon conservadora del fragmento positivo muestra que ese diagnéstico es
superficial. Si la demostracion en HC de férmulas sin ocurrencias del negador requiere el concurso
de axiomas de negacion, es que en ese sistema deductivo la caracterizacion del negador afecta, y por
tanto determina en parte, la de otros operadores.

DERIVABILIDAD INTUICIONISTA vs. DERIVABILIDAD CLASICA.

Es inmediato que si X hA entonces X hicA, y acabamos de comprobar que la conversa
no se cumple. Sin embargo, es posible encontrar traducciones fiables de la derivabilidad clasica a la
derivabilidad intuicionista. Es decir, se trata de encontrar una funcién tF-F tal que X fucA syss
t(X) hnt(A), donde, si X={B4,...,Bi}, entonces t(X)={t(B1),...t([B)}. La doble negacién proporciona
justamente una traduccién fiable de la derivabilidad clasica a la derivabilidad intuicionista para el
fragmento proposicional-es decir, eliminense los cuantores y tomese t(A)="7A.

TEOREMA 4 (T. DE GLIVENKO). Para cualesquiera XOF y AOF, X hiicA syss 77(X) AL

DEMOSTRACION. Demostramos primero que si 7 1(X)[ir ™A entonces X ficA. Asumiendo
que X={By,...,Bi}, la correspondiente detivacion intuicionista puede representarse asi:

== B1

- Bi
. {
——A

El primer paso es demostrar
[L6] u(A-—mA).

A= (A»——A) A13
A= (T A>—=A) 12
(CA=(TA--A)) Al
(TA= (T A>=A))»(TA-—A) A2
“A--A R1
(TA=>=A) (A= (TA>-A)) Al
A-(TA>-A) R1
(A=(TA==A4))= (A= (TA=77A)) 2 (A= (CA==A)&(TA==—A)) AG
(A= (T A>72A) > (A>((TA==A)&(TA>==A)) R1
A~((TA=>=A)&(TAS=A)) R1
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(FA==A)&(TA===A)) A ALO
(A=((FA>=A)& (A== A)) = ((A==A)&(TA===A))»==A)»(A>==A)) - A3
(FAS=A)&(TA==A))»==A)>(A-=mA) Rl
(A»=mA) R1

A partir de la derivacion intuicionista inicial se obtiene entonces la siguiente detivacion clasica:

By

B;
L6 {

== B1

=7 Bi
.,-[ {

== A
Al4 TA-A
R1 A

Para la conversa, si X fucA entonces 7(X) him A, se procede por induccién sobre la longitud n
de la derivacion clasica de A a partir de X. Si n=1, A es un axioma o un elemento de X. En el
segundo caso, basta con observar que 77A b AL Si A es uno de los axiomas comunes (A1-A10
y A13), basta con emplear L4 y R1. Supéngase, por tanto, que A es un axioma en virtud del
esquema A14, 7 —B-B; habra que demostrar entonces que fm (7 B-B).

A=(TmA-A) Al
(A= (1A= A))»(T(TTA=A)-A) L4,TD
S(MA=A)-A R1
A= (TA-A) Al3
(A (FAA) > (TAS(TASA)) 12
A= (TA-A) R1
(FA=(TTASAY)= (A A)»—A) LATD
—(7TA=A)»—-A) R1
S(MTASA) A& (TTIASA)»-A) L3
(((CPA=A) = A)& (A A) =AY s (TTASA)  ALD
—=(mmA-A) R1

Asumase entonces que el teorema vale para n<k. Sea Ttuna derivacion clésica de longitud k+1 de A
a partir de X; hay que considerar tres casos, correspondientes a la regla R1. Si TT es de la forma

B-A
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A R1

y puesto que la longitud de las subderivaciones (clasicas) de B=A y A es <Kk, se sigue de la hipotesis
de induccién la existencia de sendas derivaciones intuicionistas de 7 (B-A) y T7A. Para
demostrar 7 (A~B)=>(771A>—=B), establecemos primero

[L7] b7 B=(mA-=(B-A))

“A,B-A i A-—B L4
_‘A,B-’A I'HI_'B R1

A hn(B-A)~>-B R1,TD
Fu((B=A)»=B)~ (7 7B->=(B~A)) L4,TD
—A I'HI_‘_‘B*_'(B-’A> R1
A, B hu5(B-A) LEMA 2
—11B I'HI_‘A*_'(B-’A) D
Fu—B-(mA->=(B-A)) D

{IAS] —|—|(B—>A),—|—|B |-HI—|—|A

—=(B-A) Hip.
~(BA)(CA-T(B-A) Al
—A-T(BoA) R1
-—B Hip.
“B-(TA->T(B-A)) L7
—A-(B-A) R1
(FAS (B A)&(TA(B-A) L5
(CA=mB=A)&OAB=A) A Al0

Dos aplicaciones del teorema de deduccion llevan entonces a
[[‘9] |HI —|—|<B—>A)—><—| —|B—>—|—1A)

y, pot modus ponens a partir de la hipétesis de induccion, X A, 4

Para el prolenguaje P, la funcién t que se define a continuacién proporciona una
traduccién fiable entre derivabilidad cldsica y la intuicionista.

t(A)="1 A, si c(A)=0,
H(mA)=" t(A),
tA&B)=t(A)&t(B),
H(A=B)=t(A)~1(B),
t(AVB)="7(t(A)ve(B)),
t(EvV)A)=O)tA),
(B A)=77(E)eA).

Antes de comprobarlo conviene establecer algunos resultados ttiles para simplificar las

demostraciones venideras. Una consecuencia casi inmediata que tiene la virtud de acortar
apreciablemente las demostraciones es:

[LlO] A-’B,B-’C I'H[A-’C

Otro principio util es la regla de sustitucion de equivalentes demostrados, que empleando la
abreviatura A=EB=4.¢(A~B)&(B~A) puede formularse asi:
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[EQ] Si FusA=A'y la férmula B' resulta de la férmula B al sustituir algunas
ocurrencias de A en B por ocurrencias de A, entonces fnsB=B'.

TEOREMA 5. HC es cerrado bajo la regla [EQ)].

DEMOSTRACION. Por induccién sobre c¢(B). Si ¢(B)=0 y AZB, B=B', y si A=B entonces A'=B'
y el resultado se sigue directamente de la hipétesis del teorema. Sea pues c(B)=k+1. Si B=C&D,
(C&D)'=C'&D'. En tal caso,

C&D~C A4
C-C' Hip.ind.
C&D~C' 110
(C&D~C)=((C&D-D")~(C&D-C'&D')) A6
((C&D-D')=(C&D-C'&D")) R1
C&D-D A5
D-D' Hip.ind.
C&D-D' L10
C&D~C'&D' R1

La conversa, C'&D'-C&D, se demuestra mutatis mutandis del mismo modo. Como esto sucede con
todos los casos restantes, en cada uno de ellos me limitaré a considerar uno de los sentidos de la
equivalencia, quedando la demostracién del otro para el lector. Si B=CvD, (CvD)'=CWvD', y

entonces

C'-CvD' A7
c-C' hip.ind.
C-CvD' L10
(C-C'vD")~»((D~C'vD")»(CvD~C'vD") A9
(O-CvD")~>(CvD-C'vD')) R1
D'->C'vD' A8
D-D' hip.ind.
D-C'vD' L10
CvD-C'vD' R1
Sea entonces B=C-D, de manera que (C-D)'=C'-D".

C-D hip.

C'-C hip.ind.

C'-D L10

D-D' hip.ind.

C'-D' L10

(C-D)~>(C'-D" TD

Si B="1C, (7C)'= (C).
C-C  hipind.

-C hip.
—C' L3
—C-=C' TD
Para B=(Uv)C(v), (Lv)C(v))'=(Uv)(C(v))', y pot consiguiente
([v)CW)~C(v) All
C)~CW) Hip.ind.
EnCW~C) L10

(EVCE~(OnCeE) R2
Finalmente, si B=(v)C(v), y por tanto ()C(v))'=(v)(C(v))',
CW'-On(Cw)  Al2
CW)-CH)' Hip.ind
Cw~>@)(Cwy)' LI
(BCE)~GnC) R3. ]

Supéngase a continuacion que t(X) hnt(A). En ese caso t(X) hict(A), y como puede comprobarse
facilmente que, para cualquier férmula B, FicB=t(B), por [EQ] se sigue X fucA.
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Para la conversa se precisa un nuevo resultado auxiliar:

LEMA 3. Para toda férmula A de P, fi--t(A)-t(A).

DEMOSTRACION. Como de costumbre por induccién sobre c(A). Si c(A)=0, por el teorema de
Glivenko FHI™(77A-A); tsense entonces 1.8 y R1 para llegar a 777 A»>=—A. Sea pues
c(A)=k+1. Hay que considerar seis subcasos.

(1) A=—B.
tB->——tB L6
7 tB=(tB->——tB) Al
—7tB hip.
(tB->———tB) R1
(tB~>——tB)&(tB-»———tB) L5
(tB>——tB)&(tB»———tB)->—tB A10
—tB R1
—tB-—tB TD
(2) A=B&C:
tB&tC~tB A4
T1tB->=(tB&tC) L4
7(tB&tC)»>77tB L4
—tB-tB hip.ind.
77(tB&tC)-tB L10
(T7(tB&tC)~tB)~> (7 (tB&tC)~tC)) = (T (tB&tC)~»tB&tC)) A6
(M (tB&tC)~tC)— (T (tB&tC)>tB&tC R1
tB&tC-tC A4
1tC->—(tB&tC) L4
T (tB&tC)»17tC L4
—tC-tC hip.ind.
77(tB&tC)->tC L10
T(tB&tC)~ (tB&tC) R1
(3) A=BvC:
hay que demostrar 77 71(tBvtC)>71(tBvtC); procédase como en la base.
4) A=B-C:
—7(tB-tC)~» (7 tB->-—=C) L9
=7 (tB-tC) hip.
—tB->—=tC R1
tB->——tB L6
tB->——tC 110
—1tC-tC hip.ind.
tB-tC 110
—71(tB-tC)~(tB~tC) D

() A=)B():
hay que demostrar 77177() B (v)»—=(Lk)tB(v); procédase por consiguiente como en la base y el
subcaso de la disyuncion.

6) A=(v)B(v):

(OV)tB()~tB(v) All
tB)»—(Ov)tB(v) L4
(OB v)»——tB() L4

"2 (0v)B(v)>Uv) 77 tB(v) R2
(Ov) "= tB(v)»"tB(v) All
“(v)Bv)»>tB(v) L10
=B (v)~>tB(v) hip.ind.
=(0v)B(v)~»tB(v) L10
(0w BE)~>(O)tB() R2
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Ahora estamos en disposiciéon de demostrar:

TEOREMA 6. X FiicA syss t(X) huitA.
DEMOSTRACION. Sélo falta por demostrarlo de izquierda a derecha. La demostracién se
efectta por induccién sobre la longitud de la derivacion clasica de A a partir de X. Si ALX o si A es
uno de los axiomas A1-A6, A10, A1l o A13 la demostracién es inmediata. Para los restantes
axiomas, el razonamiento es el siguiente.

AT:
tA~tAvtB A7
tAvtB->"1(tAvtB) L6
tA=>"7(tAvtB) L10
Obviamente, A8 se trata del mismo modo.
A9:
(tA~tC)~((tB~tC)~ (tAvtB~tC)) A9
(tAvtB-tC)~(TtC->"(tAvtB)) L4
(7tC>=(tAvtB))=» (77 (tAvtB)»7tC) L4
(tAvtB-tC)= (771 (tAvtB)~»77tC) 110
tA-tC hip.
(tB~tC)~(tAvtB-tC) R1
(tB-tC)~>(77(tAvtB)~>77tC) 110
tC-tC hip.ind.
tB-tC hip.
77(tAvtB)»7tC R1
77(tAvtB)~tC L10
(B-tC)=»(77(tAvtB)~tC) D
(tA=tC)~((tB-tC)~ (T (tAvtB)~tC)) D
Al2:
tAE)>(OLAW) Al2
BAW)=O)tAW) Lo
(A (HAW) L10
Al4:

Por el lema 2, 77t(A)~t(A).
Supéngase a continuaciéon que la longitud de la derivaciéon clasica de A fuese k+1. Hay que
considerar tantos subcasos como reglas de prueba.
Para R1 y R2 apliquese la regla correspondiente a la férmula o férmulas resultantes de la hipotesis
inductiva. Para la regla restante, demostramos primero:

(L] () (7 AW)~>=([)AW)

AR~ (A(0)~B) A13
M) 7AE)=>7A®D All
[v)7AE)>(A@)-B) L10
A~>([v)7AV)~>B) L6,R1
EMA@~(Ov)~AM)-B) R3
) 2Am>(BHAE)-B) Lo,R1
—~A()~(A(H)-"B) A13
Ov)7AE)=>7A®D All
V) AE)~>(A@D~7B) L10
A@~>(Uv)7AW)>7B) L6,R1
AE~>(Ov)~AF)-7B) R3
V) 7Am>(B)A)~7B) Lo,R1
V) 7AM) hip.
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MAW)-B RI

A@)-7B Rl
(NAE)~B)&(()A(v)~>7B) L5
(BIA@=B)&(G)AF)=TB)=7(O0A(y)  AlO
(AW R1
V) 7AG (A ud
Entonces se tiene el siguiente razonamiento:
R3:
t(A(v))~t(B) hip.ind.
—t(B)->"t(A(W)) L4
~t(B)=> (L) "e(AW) R2
W)t AE)="OA) L
T ()AE)>T(B) L4
—t(B)-t(B) Lema 2
" (AEW)-t(B) L10
EJERCICIOS

(1) Demostrar (a) fuc(p~q)v(q=p), (b) que esa férmula no es un teorema de HP, (c)

lnc(@)AE)=>t(B)x) (P> (Uy) (Ply)).

(2) Demostrar, empleando el método de matrices, que A3 es independiente de los restantes axiomas

de HM -es decit, que no es derivable de ellos.

(3) Demostrar que HC y HC' son equivalentes; es decir, para cualquier formula A de P, fucA syss

FcA.

(4) Demostrar que las relaciones de consecuencia de HM, HI y HC son estandar.

(5) La légica de Rasiowa con seminegacion queda definida por el sistema hilbertiano HR que
resulta de incorporar a HP el axioma A15 7(A-A)»B y la regla R3. A»BB-A}A-"B.
Comparese HR con HM y HI, determinando las correspondientes relaciones de inclusion.

(5) Demostrar que la funcién s definida por:

s(A)="1 A si c(A)=0,
s(TA)=Ts(A),
s(A&B)=s(A)&s(B),
s(AvB)=a(A)vs(B),
S(A~B)=s(A)+s(B),
s(BnA)=)s(A),
s(Uv)A)=v)s(A).

proporciona una traduccién apropiada entre la derivabilidad intuicionista y la derivabilidad minima.

CAPITULO 3. CALCULOS DE SECUENTES CON REGLA DE CORTE

El nuevo experimento ha probado, una vez mas, que el
chimpancé puede aplicar con correccién unas elementales
reglas sintacticas, y que conecta adecuadamente la
aplicacion de estas reglas con la obtencién de ciertas
recompensas.

J.Hietro, Principios de Filosofia del I enguaye.

NOCION DE SECUENTE
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Los calculos de secuentes para las l6gicas minima, intuicionista y clasica que se describen
en este capitulo comparten con los sistemas hilbertianos del capitulo anterior, como primer
componente, el prolenguaje P.

Un secuente de P es un triplo (X, ||-,Y> formado por dos secuencias finitas de formulas de P,
X eY, y un signo metalingiiistico, '
X[ por (X,
X" ||-Y', donde X" es la secuencia de férmulas de P obtenida enumerando X, a continuacién las
férmulas A y B, y finalmente X'. Analogamente, escribiremos 'X”—Y,A,B,Y" por 'X”—Y”', donde Y"
resulta de Y,A,B,Y" del modo descrito. En el secuente 'X ||-Y', la secuencia X es la parte antecedente e
Y la parte consecuente.

|-', llamado «separador de secuente». En lo sucesivo escribiremos

|-,Y)'. Una segunda convencién notacional es que escribiremos 'X,A,B,X' ||-Y' por

La estrategia para la definicién de relaciones de consecuencia sobre P propia del calculo

de secuentes es, esquematicamente, la siguiente:
1/ Se define recursivamente un conjunto de secuentes de P - los secuentes demostrables.
Este primer paso puede verse asimismo como la definicién de una pseudorrelacion de

F O Sb(P2: (X,Y)O syss el

consecuencia, o de una relacién de consecuencia de Scott,

secuente X”-Y es demostrable.
2/ Definase a continuacién, para cualquier conjunto de férmulas X y cualquier formula A de

P, X FA (A se sigue del conjunto X) syss para algiin secuencia finita Y de elementos de X, el
secuente Y [FA es demostrable.

SECUENTES DEMOSTRABLES EN LAS LOGICAS MINIMA, INTUICIONISTA Y
CLASICA.

Légica minima (SM).

» Reglas estructurales
Reglas de ragonamiento

Axiomas AfA Corte  X[JA  XA[B
X|B
Reglas de datos
DI Y% Cl X,AA Y Pl X,ABX'|FY
XAy XAy X,B,AX'[FY

Reglas operacionales

&  X[fA XB &} XA[C & XBJC

X fA&B X, A&BJIC X, A&B|IC
v XA[C  XBJC v XA v X|B

X,AVB|FC X |fAvB X fAvB

“F X > xaAp
X, oAl X[f-A

[ X,A|B S XA X,BJkC

Xfa-B X,A-BJfC
e XA Ok XAl B

X F@wA X,(Ov)A[v] B
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3+ XAl O X,A|B
X G AL] X,[OA|B

(*) v no estd libre en X, B; se dice que v es la variable dependiente de 1a regla.
(**) t es un término arbitrario de 1 .

Al leer las reglas &"—, \% |-, - |-, D"- y D"- ha de tenerse en cuenta que el lado derecho de los
secuentes puede ser vacio; ademds el lado derecho de la premisa derecha de la regla de Corte puede
ser vacio y en tal caso también lo serd el de la conclusion.

Légica intuicionista (SI).
El calculo de secuentes intuicionista, SI, resulta de afiadir a SM la regla estructural de datos

o xF

X A

Légica clasica (SC).
El calculo de secuentes clasico, SC, se obtiene al afiadir dos reglas estructurales a SI y generalizar las
reglas de éste para permitir la manipulaciéon de secuentes con mas de una féormula en su parte
consecuente.

» Reglas estructurales

Reglas de ragonamiento

Axiomas AfA Corte  X[IA  XAlY
%
Reglas de datos
Df Xy o Xy
XAy X [FAY
cl XAA Y kc X [FAAY
XAlY X [FAY
P X,ABX'[FY (3% X |Fy,ABY'
XBAX|Y X[Fy,BAY'
Reglas operacionales
&  XJFAY X |IB,Y & XAl &l X,BlFY
X fA&B,Y X,A&BIFY X,A&BIFY
v XAl XBlFY v X[AY v X|B,Y
X,AVB|FY X fAVB,Y X fAVB,Y
b XAy = XAl
X, Al X[f=AY
- XA[B,Y - XfAY XBlFY
X[A-BY X,A-BJY
o XAy o XA Y
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X[HOwAY X,(OvA[V] FY

= XfAmY O XAy
XHE0A]LY XAy

(*) v no estd libre en X, Y; se dice que v es la variable dependiente de la regla.
(**) t es un término arbitrario de P.

OBSERVACIONES -
[1] Las reglas de calculo secuencial definen directamente una relacién de consecuencia de Scott, e
indirectamente, a través de aquella, una relacién de consecuencia de Tarski.
[2] Las diferencias entre las nociones de derivabilidad minima, intuicionista y clasica se refieren
fundamentalmente al tipo de objetos sinticticos manipulados. La derivabilidad minima y la
intuicionista se definen por medio de una relacién de consecuencia de Scott formada por pares de
las formas <X,A> y <X,[0>, donde X es una secuencia finita de férmulas X y A una férmula. La
derivabilidad clasica, por su patte, se define en términos de una pseudorrelaciéon de consecuencia
que trata con pares de secuencias finitas de férmulas.
[3] Adviértase que lo que diferencia al sistema intuicionista del minimo es la presencia de la regla de
debilitamiento por la izquierda
_Xf
XA
que es una regla de datos. Por consiguiente, también en este caso las diferencias entre ambos son
cuestion del tipo de estructuras admitidas.
[4] Las reglas de razonamiento expresan propiedades generales de la operacion de consecuencia
correspondiente: la reflexividad en el caso del esquema axiomatico A [FA y transitividad en el caso
de la regla de Corte.
[5] A primera vista puede chocar la consideracién del esquema axiomatico como una regla. La
explicacion es que puede ser visto como la conclusion de una regla con un conjunto vacio de
premisas; es decir, de la forma
Ala
[6] Las reglas D ||- y ||-D reciben el nombre de «debilitamiento del antecedente» y «debilitamiento del
consecuente», respectivamente; las reglas C|f v [FC son reglas de contraccion, en el antecedente y en
el consecuente, respectivamente; P+ y ||-P son reglas de permutacién en el antecedente y en el
consecuente.
[7] Para entender el papel de las reglas de datos, se define primero una relacién de equivalencia
entre secuencias finitas de formulas: dos secuencias son equivalentes si toda formula que ocurre en
una de ellas ocurre en la otra y viceversa. A partir de aqui se define una segunda relacién de
equivalencia, esta entre secuentes: los secuentes X|FY y Z|FW son equivalentes cuando sus
antecedentes son equivalentes entre si y lo mismo sucede con sus conecuentes.
[8] Las reglas de datos de SM, SI y SC garantizan que si puede obtenerse un secuente Z W a partir
de un secuente X”—Y aplicando reglas del sistema, entonces (a) Z”—\X/ puede obtenerse a partir de
cualquier secuente equivalente a X”-Y, y (b) cualquier secuente equivalente a Z ||-\X/ puede obtenerse
a partir de X"-Y aplicando las reglas del sistema.
[9] En cuanto a las reglas operacionales, se dividen en reglas de introduccion en el antecedente y en
el consecuente. Asi &|} es la regla de introduccién del conjuntor en el antecedente y |} la de
introduccién del conjuntor en el consecuente.
[10] Por lo que respecta a la interpretacion de las reglas OJf y [[0 adviértase que A[v] puede no ser
el resultado de sustituir cada ocurrencia de t en A por una ocurrencia de v, es decir, que en A[v]
puede haber ocurrencias de t. Por ejemplo, el paso
X [fRr2t,Y
X HEoR2xt,Y
es legitimo (cada ocurrencia de 'x' en (Lk)R2xt ha sido sustituida por una ocurrencia de 't en R2tt).
[11] Pese a lo dicho en la primera de estas observaciones (pero adviértase la presencia del adverbio
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‘fundamentalmente’), algunas de las diferencias entre SI y SC tienen que ver con las reglas
operacionales. Por ejemplo, lo que hace de

A |tA axioma
|:—|A’A |.—|
—oAffA - |

una derivacion peculiar de de SC, sin parangoén en SI, es el uso de la regla ||-_' en su forma clasica,
XA |tY
X[-AY

que no es aceptable para el intuicionista.

NOCION DE DEMOSTRACION DE UN SECUENTE.

Podria definirse una demostraciéon de un secuente X”—Y en SS (=SM,SLSC) como una
secuencia finita de secuentes <X ||-Y1,...,Xn||-Yn> , adaptando convenientemente la definicién de
demostracién en HS del capitulo 4 y reformulando en el mismo sentido las reglas con dos premisas
de SS —por ejemplo., reescribiendo Corte como

XA,z
YA W
XY }Z,W.
Sin embargo en su presentacion mas frecuente las demostraciones en SS no son secuencias sino
arboles.

Un drbol es un sistema relacional T =<B,{R},[0>, a(R)=2, en el que se cumplen las
condiciones siguientes:
1) R es irreflexiva, antisimétrica e intransitiva,
2) hay un b[IB tal que para todo al1B, (i) no aRb, y (ii) si azb, hay a;0B,...,a,0,
bRai, aiRay,...,anRa (se dice que b es el origen de T),
3) para cualesquiera a,a' y ¢ de B, si aRc y a'Re entonces a=a'.
Los elementos de B son entonces nodos de T. Si aRa' se dice que el nodo a precede al nodo a' o que
éste sucede a aquél. Si cada nodo del arbol T tiene finitos sucesores, T es finitamente ramificado. Si cada
nodo de T tiene a lo sumo dos sucesores se dice que T es binario, si cada nodo tiene a lo sumo tres
sucesores que T es fernario, etc. Un nodo sin sucesotres es un #odo terminal. Para cada n[IN, R se
define inductivamente: (1) aR'a' syss aRa', (2) aRk*1a' syss hay un nodo a" tal que aRka" y a"Rla’.
Cuando hay un nlIN tal que aRea' se dice que el nodo a dowina al nodo a'.
Usando la terminologia que se acaba de introducir, los requisitos 1-3 en la definiciéon de
arbol pueden reformularse como sigue:
1) R es irreflexiva, antisimétrica e intransitiva,
2) hay un nodo b (el origen de T) que domina a todos los nodos de T distintos de si mismo y
que no es dominado por ninguno,
3) todo nodo de T, salvo su origen, tiene un unico predecesor.
Si T=(B,{R},0) es un arbol, una rama de T es un AUB linealmente ordenado por R; la longitud de 1a
rama A de T es Card(A).
Una demostracion de un secuente X”—Y en SS (=SM,SLSC) es un arbol finito cuyos nodos
son secuentes que cum,ple las condiciones:
(1) su origen es el secuente X”-Y,
(2) sus nodos terminales son axiomas,
(3) cualquier nodo no terminal resulta de su(s) sucesor(es) al aplicar una regla de SS.
Del formato de las reglas de SM, SI y SC se sigue que una demostracion es, en todos estos casos, un
arbol binario. Convencionalmente las demostraciones de los sistemas secuenciales se escriben
colocando su origen en la parte inferior.
Dada una demostraciéon Tten SS (y por tanto un arbol), la longitud de Ttes la mayor de entre
las longitudes de sus ramas. Mas formalmente, long(Tl) se define recursivamente:

(1) long(A |A)=1,
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(2) si Ttes de la forma A 1

R . .
X[y
donde R es una regla de SS con dos premisas (Corte, &,V [} |F) long(my=
miéx(long(A),long(W)) +1;
(3) si Ttes de la forma A

R [
Xy
donde R es una regla de SS de una premisa, long(T)=long(A)+1.

La nocién de altura de una demostracion Tt alt(TD), es semejante a la de longitud, de la que
se diferencia por abstraer de las reglas de datos. Asf pues,
(1) ale(AfrA)=1,
(2) si Ttes de la forma A M

R

X[y
donde R es una regla de SS con dos premisas (Corte, |F&,v
(3) si Ttes de la forma A

- |, alt(M=max(alt(\),alt(p)) +1;

R .
Xy
donde R es una regla operacional de SS de una premisa, alt(T)=alt(A)+1.
(4) si Ttes de la forma A

R .
X[y
donde R es una regla de datos de SS, alt(T)=alt(A).

La nocién de demostracion de #n secuente en SS no ha de confundirse con la de demostracion de wna
formula; segin lo expuesto en la primera seccién de este capitulo, una férmula A es demostrable en

SS (FssA) syss lo es el secuente [FA (O |H{A}), siendo rigurosos). Por tanto, una demostracién de
una férmula A en SS es una demostracion de este secuente.

CONVENCIONES SOBRE EL USO DE VARIABLES EN LAS DEMOSTRACIONES.

La manipulacién de ocurrencias libres y ligadas de las variables en las demostraciones da
lugar a problemas, poco importantes y tediosos, cuya soluciéon precisa es bastante prolija. Para
evitarlos se establecen a continuacién algunas convenciones, que pueden resumirse en el eslégan
una variable ligada carece de individualidad. 1aa propuesta es identificar dos férmulas que difieran

unicamente por los «nombres» de sus variables ligadas; por ejemplo, (Ly)(Ox)R%xy) y
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(Lk)(O2z)(R%zx). De manera un poco més precisa, se define una relacién de equivalencia ~ entre
férmulas:

(1) A~A,

(2) st A~B entonces 7TA~TB,

(3) st A~B y C~D entonces A&C~B&D, AvC~BvD y A - C~B-D,

(4) si A[v] y B[v'] son férmulas y w es una variable que no ocurre en ninguna de las

dos, si A[w]~B[w] entonces (Ux)A[x]~(Uy)B[y] vy (k) A[x]~()B][y].
Una consecuencia inmediata de esta definicién es que para cualquier férmula A existe una férmula
B tal que A~B, ninguna variable tiene ocurrencias libres y ligadas en B, y toda variable ligada de B
ocurre unicamente dentro del alcance de una misma ocurrencia de un cuantificador.
Se conviene entonces en leer los axiomas y reglas de los sistemas de calculo de secuentes

interpretando las metavariables A,B,etc. por clases de equivalencia de férmulas médulo ~. Por
consiguiente, las reglas

oo XJAY O XAy
X[OwAY XA Y
pueden transcribirse también, conservando la restricciéon «v no esta libre en X,Y», asf:
oo X[FALY O XA Y
X |HOw)Afw],Y X,(Gw)A ] Y

-es decir,, sin identificar la variable dependiente de la regla con la variable cuantificada al aplicarla.

Estas convenciones permiten suponer en lo sucesivo que se trabaja unicamente con
derivaciones Tt tales que
(1) ningdn secuente en TT contiene ocurrencias libres y ligadas de una misma variable,

(2) las variables dependientes de las aplicaciones de las reglas [[0 y O} en Tt son
distintas entre si,

(3) todas las ocurrencias de una variable ligada de una férmula B en un secuente de Tt
caen bajo el alcance de una misma ocurrencia de un cuantificador.

Asi una demostraciéon como:

PX”-PX Ax.
Px&Ry [[Px [&|H
(0)(Px&Ry) [IPx [OhH
[OH _(O9G)@xécRy) P Pxffpx  Ax
[(FO1 O (@) Px&Ry) [{(Ox)Px OxPx|lPx  Of
[Corte] (O0)(@) (Px&Ry) [FPx
~h (Ox)(0) (Px&Ry),~Px |}
(Oh (O%) (O) (Px&Ry), (k) Px |}
sera reemplazada sistematicamente por otras como
Ax Px "-Px
[& Px&Ry [FPx

O]
O
[

H

H (O (Px&Ry) [[Px

h _CoG)EaRyfPx  PwlPw  Ax

O  O@)P&Ry) |(OxPx  (Ox)Px|Pw  [OH
(02)(G) (Pz&Ry) [[Pw [Corte]
(02)(5y) (Pz&Ry),~Pw |} il
(02)(G) (Pz&Ry),(Bw) P} (O

que, en un sentido que espero quede claro para el lector, son equivalentes a la primera.
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EQUIVALENCIA DE SISTEMAS HILBERTIANOS Y CALCULOS DE SECUENTES
CON REGLA DE CORTE.?

La coexistencia de los sistemas hilbertianos y los calculos de secuentes con Corte obliga a

preguntarse «;Qué tienen que ver la derivabilidad hilbertiana, |, y la derivabilidad secuencial, |ss?».
En esta secciéon se muestra que se trata de definiciones distintas de una misma relaciéon de
consecuencia.

LEMA 3. Si X|}FY,A - B,Y' es SS (=SM,SLSC) demostrable, también lo es X,A |FY,B,Y".
DEMOSTRACION. Por induccién sobre la longitud de la demostracién de X"—Y,A—»B,Y'. Si es
un axioma, i.e. de la forma A - B ”—A - B, la demostracion correspondiente es:
AlFA BB Axiomas
A-BA[B - |
Los casos de las reglas de datos por la izquierda y la regla de corte no ofrecen dificultad, basta con

aplicar la regla en cuestién a la hipétesis de induccion. Consideremos entonces las restantes reglas
estructurales. La demostracion correspondiente a

(o1 Xy

X[A-BY
€s
X|Fy
D|t XA Y
D XA[BY

En cuanto a la regla de contraccién en el consecuente, la demostracion para
[fcl xfpa-BA-BY
X[fA-BY

€S

hipind.| X[JA-BY |[AJA| BB | [Axs]
D| XAFASBY | A-BAB ||}
Corte XAA | B,Y
kc XA[BY

La demostracién en el caso de [P es inmediata a partir del enunciado del teorema. En cuanto a las

reglas operacionales, el esquema es siempre el mismo (salvo para ||-—» , que es inmediato): hipotesis
de induccién y aplicacion de la regla correspondiente, como ilustran los dos ejemplos siguientes.

para  &| X,ClA-BY se tiene X,CABY  hip.ind.
BY &|

X,C&D|A-BY X,C&D,A

ypara [f&] XJCA-BY X|DA-BY setiene XAJCBY XAIDBY hip.ind.
X fc&D,A - BY XA [fC&D,B,Y |F&

TEOREMA 7. Para cualquier conjunto de férmulas X y cualquier férmula A de P, si X}-HSA
entonces X |-55A S=M,LC).

DEMOSTRACION. Por induccién sobre la longitud n de la derivacion Ttde A a partir de X en
HS. Si n=1 entonces o bien AX o bien A es un axioma. En el primer supuesto A fA es un axioma
de cualquiera de los calculos de secuentes descritos. En el segundo supuesto, mostramos cémo
derivar cada uno de los esquemas axiomaticos de HS.

En lo que sigue, para simplificar algo las demostraciones en calculo secuencial se omiten las aplicaciones de
la regla de permutacion.
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[A1]: AffA Axioma

ABJFA DIt
AB-A -
fa-®-2) -
[A2]: AfA B|B Axiomas
N ”- ASBA "-B A "-A Axioma
Ao (A-B),AA[B -
A (A-B)A|B Clt
A-(A-BASB -
fA-@A-B)~@A-B -
[A3]:  AllA  B|B Axs.
S ASBA|B Clc Ax.
A>BB-CAJC -
A-BB-ClASC -
A-BB-C)-A-0O =
FA-B) - (B-C-@A-0C) |-
[A4]: A |k A Axioma
A&B A &l
FA&B - A -
[A5]: 43“'13_ Axioma
A&B|B &|p
[fA&B - B -
[A6]:
AlfA BB AlfA  Cllc Axs.
A-BA|B A>CAJC -
ALBAASCIB A-BAA-C|jc D}
ASBAA S C|B&C F&
A-BA - CA|B&C Pl
A-BA-CIFA S B&C -
A-BFA-C - (ASB&O k-

FA-B) - (A-C) = (A -~ BXO) |-

[A7]:  AJfA Ax. [A8]: B|B Ax.
_AJfAvB ||-v B ||:AVB ||-V
fA-AvB |- [B-AvB |-
[A9]: AfA clc  B|B Clc Axs.
- A-CAJC B-CB|C -
D A-cB-CAJjc A-cB-CBJc D}
A-CB-CAVBJC vl
A-CB-CfAVB-C -
A-ClFB-C) - (AvB- C) -

FA-C) - (B-C)»AVB-C) |-
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[A10]: BB Ax

Ax. AfA BB} -~}
As Al A~BABE |
A-BASBAAJ -

A-BAS-BAJ cl

AoBA_B[A =
(A-B)&(A - B),A~"B-A &l

(A > B)&(A - 7B),(A - B)&(A - B oA &}

(A~ B)&(A— ~B) |~A Ch

A - B)&(A - —B) - —A -

[A11]: A[t][FA[t] Axioma

(Ov)Alv] ||-A t ] ||-
FOvARM - Al |-

[A12]: Al [FA[1) Axioma
AldFGoAN] 10
FALD - @9AR |-

[A13] (HI): kA Axioma

AlfB |ID
—'AA B |p
_AjA-B |-
F=A-@A-B) |-

[A14] (HC): AlFA Axioma

T aa b
~AfA )
Fra-a -

Para las reglas de prueba recurrimos al lema 3.

[R1]: Por hipétesis de induccién fJA—B y [FA, y por el lema 3 A[}B; dsese entonces la regla de
corte para llegar a ||-B

[R2]: Por hipétesis de induccién |[B - A[v] y por el lema 3 B|FA[v]. A partir de aqui, supuesto que
'B' no contiene ocurrencias libres de 'v'

BFAlY]
BROwAN |0
B~ @AM |-
[R3]: Por hipétesis de induccién y el lema 3 Afv] ||-B, y entonces -de nuevo 'B' no contiene
ocurrencias libres de la variable 'v'

A |1B
OnAp B OF
FC)AN B |-

_I

La demostracién de la conversa del teorema 7 ((a saber, si X ssA entonces X fusA) es bastante

prolija. Por claridad, se realiza por separado para las l6gicas minima e intuicionista (teorema 8) y la
légica clasica (teorema 9).

TEOREMA 8. Para cualquier conjunto de férmulas X y cualquier formula A de P, si X fsw/siA
entonces X Frn/miA.
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DEMOSTRACION. Demostramos que si X|FY es demostrable en SM/SI entonces (i) si Y=0
entonces X frv/mA&TA, para alguna férmula A sin variables libres, y (i) si Y={A} entonces
X Fing/inA. Procedemos por induccién sobre la longitud n de la demostracion de X|FY. Si n=1,
X"-Y es un axioma y por tanto es de la forma A [FA.

Ao (A-A) Al
A-A-A)-A-A) A2
A-A R1

y por el teorema de deduccién se concluye A hin/miA. Sea pues n=k+1. Los casos de las reglas de
datos son inmediatos. La tnica excepcion, para SI, es [|[D]:
XF

N
X huB& B hip.ind.
B& BB A5
B B-A) Al
B&B_B-A) L9
X Far/ucB - A L9
B& BB A4
X rrayacB L9
X Fuy/HcA R1

La unica regla de razonamiento, Corte, no encierra especial dificultad. Por hipdtesis hay sendas
detivaciones en HM/HI de A a partir de X, llamémosle T{ y de B a partir de Y U {A}, TT. La
concatenacion de TUy TU propotciona entonces una derivacién de B a partir de X 0 Y.
Vayamos ahora con las reglas operacionales.
(& h: XAy Xy
X,A&B |FY X,A&BIFY

Por hipétesis de induccion hay una derivacion Tt de C (que es de la forma D& ™D o el unico
elemento de Y, segun los casos) a pattit de X U {A}; la derivacién de C a pattir de X [ {A&B} es
entonces:

[A&B]
A&B - A A4
A R1
[X]
} i
C

La otra variante de la regla se trata del mismo modo.
[F&l: XJlA X|B
X fA&B

Por hipétesis de induccién hay sendas derivaciones Tty Ttde A a partir de X y de B a partir del
mismo conjunto de hipétesis, respectivamente. Usese entonces adjuncién -es decir, [L5].

[hv1: XAy XBlY
X,AVB Y
Sea C como en el caso de [&|H. La hipétesis de induccién asegura la existencia de sendas
derivaciones de C a partir de X U {A} y de C a partir de X O {B}. Por el teorema de deduccion
hay entonces una derivaciéon Ttde A — C a partir de X y una derivacién Tt de B - C a partir de X.
(A=O - (B-O=~(AVB-C) A9
[X]
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AoC
B-C)—(AVB-C) R1
[X]

1

B-C

AVB - C R1
[||-V]: XlkA XltB
X ||-AVB X ||-AVB

Los dos subcasos se tratan de forma similar (usando A7 o A8) y por eso nos ocupamos solo del
primero. Por hipétesis hay una derivacién Ttde A a partir de X asi,

[X]

A
A AvB A7
AvB R1

(F-1: XA|B
X[fA-B
Si hay una detivacién de B a partit de X [0 {A} entonces por el teorema de deduccién hay una

derivacion de A - B a partir de X.
- XA XBJC
X,A-BJFC
Sea Tt una derivacién de A a partir de X y T una derivacion de C a partir de X [ B. Usando el

teorema de deduccion, hay una detivacién de B - C a partir de X, TU".

[X]

TT
A
A ((A-B)>A) Al
(A-B)-A R1
(X]
T[H
B-C

A-B)-(B-CO-A-C) A3
B-O-(A-B-@A-C) 12
(A-B) > (A-C) R1
Por el teorema 2 y la primera derivacién , hay una detivacion de A a partir de X [0 {A - B} y por

ese mismo teotema y la segunda derivacién, otra detivacién de A —C a partir de X U {A - B}.
Combinando estas derivaciones y usando la regla de modus ponens resulta una derivacion de C a
partir de X I {A - B}.
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= X|JkA

X,~AlF
Dada una derivacién Ttde A a partir de X se trata de encontrar una derivacion (empleando reglas
minimas) de B& 7B, para alguna férmula B, a partir de X U {7A}.

[X]
w4

A
A-B-A) Al
B-A R1

[CA]
“A - (B TA) Al
B A R1
B-A)&B-"A) L3
(B-A)&B-"A)~7A AL
A R1

(1 XAl

X[-A

Dada una derivacién Tt de B& B, para alguna férmula B, a partir de X O {A}, se obtienen dos
derivaciones de A - B y A — 7B a partir de X usando A4 y A5, respectivamente, y la regla de modus
ponens. Por adjuncién, L5, se combinan en una derivacién de (A - B)&(A - 7B) y entonces
empleando A10 (A - B)&(A — 7B) - 7A y R1 se llega a una derivacion de 7A a partir de X.

@R XAlke
X,.(Ov)A] FC
donde C es como en los casos & v |Fv. Por hipétesis hay una derivaciéon Ttde C a partir de X [

{A[t}-

[(EVA[V]
(Ov)A[v] - A[] Al
Alf] R1

[X]

. |

Hablando con propiedad, en las dos primeras lineas de la derivacién habra que usar una férmula
equivalente a (Lv)A[v], digamos (Lv)B[v], para asegurar que el término t esta libre para v en B (cft.
Conpenciones sobre el uso de variables...). Mutatis mutandis las mismas consideraciones se aplican al caso de

(.
o XA

XHOWALR]
donde v no esta libre en X. Sea B cualquier teorema de HS sin ocurrencias libres de la variable v y TU
la derivacion de A a partir de X proporcionada por la hipétesis inductiva.

[X]
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A
AoBoA) Al
B-A R1
B - (Ov)A R2
B hipétesis
(OvA R1
[H: XFA[d
X[HOmA[Y]

Por hipétesis de induccién hay una derivaciéon TU de Aft] a partir de X. Empleando
consecutivamente A12 y R1 se obtiene una detivacion de (Lv)A[v] a partir de X.

@h: XAk
X,@)AfC

kv y O v no habiendo ocurrencias libres de v ni en X ni en C.

siendo C como en los casos &"-,
Dada una derivacién de C a partir de X 0 {A} el teorema de deduccién proporciona una

derivacion Ttde A — C a partir de X, y entonces

[X]

A-C

AN -C R3
[(CDALVD]
C R1

TEOREMA 9. Para cualquier conjunto de férmulas X y cualquier férmula A de P, si X}-scA
entonces X FucA.

DEMOSTRACION. Demostramos que s X"-Y es demostrable en SS entonces (i) si Y=[0
entonces X fucA& A, para alguna férmula A, (i) si Y={A} entonces X|ucA, y (i) si
Y={A1,..,An}, n>1, X,;7A4,..., 7 Anit|cAn. Una vez demostrado el teorema 8 basta (con la excepcion
de las reglas adicionales de datos) con considerar este Ultimo supuesto. Como antes, procedemos
por induccién sobre la longitud n de la demostracién de X|FY. Si n=1, X|}Y es un axioma y por
tanto es de la forma A[FA; se procede como en el caso anilogo del teorema anterior. Sea pues
n=k+1. Los casos de las reglas estructurales son inmediatos salvo el de la regla de Corte. Siendo
Z={B,..Bi} y W={Cy,...,Cj}, se sigue de la hipétesis de induccién la existencia de sendas
derivaciones Tty TU, respectivamente, de A a partit de X U {7B4,..,7Bi} y de Cj a partir de Y 0
{A,Cy,...,Ci1}. De nuevo la concatenacion de Ty TU proporciona la detivacion de Cj a partir de X [
Y O {7By,...,7Bi} O {Ci,.,Cia} requerida. Vayamos ahora con las reglas operacionales.
Convengamos pot comodidad que Y={Cj,...,Ci}.

[|Fv]: La hipétesis de induccién asegura la existencia de sendas derivaciones de C; a partir de X 0
{A,7Cy,...,7Cit} y de G a partir de X [ {B,7C,y,...,7Ci.1. Por el teorema de deduccién hay entonces
una derivacién Ttde A - C; a partir de X U {7Cy,...,7Ciq} y una derivacién TU de B — C; a pattir de
X0 {_‘C1,...,_‘Ci,1}.
(A->C)->(B-C)-(AVB-C)) A9
[X]
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"R

A-C
B C) - (AVB-C) R1

X]
[TCi]

[ﬁéu]

"1

[V[H: Por hipétesis hay una detivacién Ttde A a partir de X O {7Ci,...,7Ci}; en tal caso

B-G
AVB - G R1

(X]
("€
[C
nooo 4
A
A AVB A7
AVB R1

[&|H: por hipétesis de induccién hay una derivacién Ttde Ci a partir de X O {A,7C,...,7Ci1}; se
obtiene entonces la siguiente detivacién de C; a partir de X U {A&B,7Cy,...,7Ci}:

[A&B]

A&B A A4
A R1
[X]

[CCi]

[=Cul
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["-&]: Por hipétesis de induccién hay sendas detivaciones Tty T, respectivamente, de A a partir de
X O {=C4,...,mCi} y de B a partir del mismo conjunto de hipétesis. Usese entonces adjuncion -es

decir, [L3].

[”-—»]: Si hay una derivacién de B a partir de X O {A,7Cy,..,7Ci} entonces por el teorema de
deduccién hay una derivacién de A — B a partir de X O {Cy,...,7Ci}.

[ |N: Sea Ttuna derivacién de A a partir de X O {~C4,...,7Ci} y T una derivacién de C; a partir de
X O {B,7Cy,...,mCi.1}. Usando sobtre T la instancia Ci— (7Ci—Cj) de Al y R1 se construye una
detivacién de Ci a partir de X U {B,7Cy,...,7Ci} y entonces por el teorema de deduccién una
detivacién T' de B - C a pattir de X [ {7Cy,...,2Ci}.

(X]
["Ci]

A
A ((A-B)>A) Al
A->B)->A R1

[X]
[CC]

Ci

e
A-B) - (B-C)->A-C)) A3
B-C) - (A-B) -A-C)) L4
(A-B)>(A-C) R1

Por el teotema 2 y la derivacién de la izquierda, hay una derivacién de A a partir de X [0

{A - B,7Cy,...,7Ci} y pot ese mismo teotema y la detivacién de la derecha otra detivacion de A - G
a pattit de X 00 {A - B,7Cy,...,7Ci}. Combinando estas detivaciones y usando la regla de modus
ponens resulta una derivacion de Cj a partir de X [0 {A - B,7Cy,...,7Ci}. A su vez, una aplicacion
del teorema de deduccién suministra una detivacién de 7Ci— C; a partir de X U {A - B,7Cy,...,7Ci.
1}. Finalmente, siendo A esta dltima derivacion,

‘1

_‘Ci—> Ci

(G C) = (C=C) = (CnCiC)) A9
(Ci — CO — (_‘CiVCi - Cl) R1
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Ci-(Ci-C) - (Ci-C) A2

Ci—(Ci-C) Al

(Ci-C) R1

(—'CiVCi — Ci) R1
—CivG; A14'

G R1

Resultando asi una detivacién (clasica) de G a partir de X O {A - B,7Cy,...,7Ciq}.

[7|: Por hipétesis de induccién hay una detivacion de A a partir de X O {7Cy,...,mCi}, y entonces
por el teorema de deduccién una detivacion de 7Ci— A a partir de X O {7Cy,...,7Cii }.Por L4 y L8
se obtiene una detivacién de 7A - 77C; a partir de X O {7Cy,...,7Ci1}, que el teorema 2 convierte
en una derivacién de 77C; a partir de X O {7A,7Cy,...,7Ciq}. Usese entonces Al4 7—Ci - C; y
transitividad (I.9) para derivar la conclusion C; de las mismas premisas.

[|7]: Dada una derivacién de Ci a partir de X O {A,7Ci,...,mCi1}, Usese el teorema de deduccién
pata pasar a una detivacién de A - Cj con premisas en X U {7Cy,...,7Ci1}, y L4 para transformar
su conclusion en 7C; - 7A. Finalmente, la conversa del teorema de deduccion da una derivacion de

7A desde X 00 {Cy,...,Ci}.

[O]h:
[(EWA]]
(OV)A[v] - Alt All
]
Al R1

[X]
[CC]

[ﬁéu]

S

donde la detivacion T cuyas premisas son X U {A[t]}, en un caso, y X U {A[t],7Cy,...,7Ci1}, en el
otro, es suministrada por la hipétesis inductiva.

Gi

[|FZ1: El truco -como en el caso anilogo del teorema 8- consiste en transformar una derivacién de
A[v] a partir de un conjunto de férmulas sin ocurrencias libres de 'v' en una demostracién de una
férmula de la forma B — A[v]. Si la hip6tesis inductiva afirma la existencia de una derivacién de A[v]
a partir de las férmulas By,...,Bj, sea B=Bi&..&Bj; si lo que afirma es la existencia de una
demostracion de A[v], sea B cualquier férmula demostrable en el sistema sin ocurrencias libres de v.
En el primer caso A4, A5 y el teorema de deduccién llevan a fisB — A[v]; en el segundo caso la
instancia A[v] » (B— A[v]) de Al y R1 llevan a hsB— A[v]. A partir de aqui, basta con aplicar R2
para obtener fusB - (Ov)A[v]. Bl lema 2, A6 y 1.10, en el primer caso, y R1, en el segundo, arrojan
la derivacion requerida.

[Q: Por hipétesis de induccién hay una derivacién Tt de Aft] a partir de X O {7C,...,7Ci}.

Empleando consecutivamente A12 y R1 se obtiene una derivacién de (Lv)A[v] a partir de X U
{_‘C1,...,_‘Ci}.
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[D”—]s Dada una derivaciéon de Ci a partit de X U {A,7Cy,...,7Ciit} el teorema de deduccion
propotrciona una detivacién Ttde A — G a partir de X [ {7Cy,...,7Ci1}, y entonces

[X]
[2C]

[ﬁéi-l]

A—'> G
C)AR)-Ci R3

[(C AN
G R1

_I

De los teoremas 7 y 8 0 9 (segun el caso) se sigue -como se anunci6 al principio de este capitulo-
que HS y SS (§=M,L,C) introducen una misma relacién de consecuencia. Es decir, Fris= Fss.

EJERCICIOS.

(1) Demostrar en SM los esquemas Av(B&C) - (AvB)&(Av(C), A&BvC) - (A&B)v(A&C).
(2) Demostrar en SC las férmulas (Lk) ((Ly)Ply - Plx), (Lk)(77R2xa — (Ly)R2ya).
(3) Demostrar la equivalencia de los sistemas implicacionales del capitulo 4 y los correspondientes
calculos de secuentes -es decir, demostrar que Fsi= Fsu, Fsu= Fsi, Fsic= Fsc
(4) Demostrar que la regla de combinacion

X[y z|hw

X, Z |y, W

Es una regla admisible en SC, es decir que si por hipétesis los secuentes X”-Y y Z ||-\X/ son
demostrables en SC, también lo es el secuente X,Z ||-Y,W.
(5) Buscar versiones de la regla de combinacion admisibles en SI'y SC.
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CAPITULO 4. CALCULOS DE SECUENTES SIN REGLA DE CORTE

Si imaginasemos que el espacio entero estd formado por el Palacio de los Duques y que
cada arco representa una experiencia local, entonces la simetria que produce la repeticion de los
arcos no constituirfa solamente un elemento de belleza de la estructura, sino que tendria como
efecto algo realmente mas profundo.

A.Salam, "Los conceptos de simetria y la teoria bdsica de la materia’.

TEOREMA DE ELIMINACION DE LA REGLA DE CORTE.

La tnica regla de razonamiento de los calculos de secuentes descritos en el capitulo
anterior, Corte, presenta caracteristicas marcadamente distintas de las de todas las demas,
operacionales o de datos. En efecto, es la tnica que permite «eliminam una férmula (y no
meramente una ocurrencia de una férmula, como las reglas de contraccién) al pasar de las premisas
a la conclusion. El concepto de «propiedad de subféormulasy permite expresar esa idea de
eliminacién de una manera mas precisa.

Un sistema de calculo de secuentes SS tiene la propiedad de subfdrmulas syss para toda

demostracion Tlen SS, si X”-Y y X' ||-Y' son dos nodos de Tt tales que X"-Y domina

a X'|FY" entonces para toda férmula A que ocurre en X' |FY" hay una férmula B que

ocurre en X|}Y tal que AOSFG(B).

Si el lector tiene la paciencia de revisar las reglas de SM, SI y SC constatard que todas, salvo la regla
de Corte, preservan la propiedad de subférmulas.

Asi, no esta de mas preguntarse qué papel desempefa la regla de Corte en esos sistemas.
En el capitulo 5, sélo se ha empleado para dar cuenta de la regla de modus ponens, R1 de los sistemas
hilbertianos, en la demostracién del teorema 7. Esto sugiere cierta afinidad entre ambas, aunque
esta observaciéon puede no ser muy esclarecedora si se tiene en cuenta el modo de codificar la
informacién de los principios de los sistemas hilbertianos. No sucede lo mismo con el teorema que
viene a continuacion.

TEOREMA 10. Si SS es un sistema de calculo de secuentes para el que valen las reglas C|l, P|l, D}
y Corte entonces |ss es transitiva.
DEMOSTRACION. Si A pertenece al conjunto de consecuencias de las consecuencias de X -
AUC(CX)) en la notacién del capitulo 1-, hay un conjunto de férmulas {Bi,...Ba} y un
subconjunto finito YUX tales que los secuentes By,...,.By ||-A, Y||-B1,...,Y||-Bn son SS-demostrables.
Esta afirmacién se sigue de la definicién de }ss (es una relacién de consecuencia finitaria) y de la
presencia de la regla D[} y P|} (para «igualar» los antecedentes de los secuentes con consecuentes
B). Para construir una demostracién de Y|FA se procede como sigue:
Y[B:  Bi..BaffA
Y |IB> Y,Ba,...,Ba fA Corte
Y,Y,Bs,....Ba [fA Corte

Y,Bg,..:,Bn [FA
Y|IB, Y,B'n A
Y,Y,B.[fA Corte
bk §
Y[kA
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Parece, entonces, que el papel de la regla de Corte es asegurar la transitividad de }ss. Sucede sin
embargo que los axiomas, reglas de datos y reglas operacionales de SM, SI y SC definen de hecho
una relaciéon de consecuencia que es transitiva, y por consiguiente la regla de Corte es eliminable: si
hay en SS (=SM, SI, SC) una demostraciéon de un secuente X"-Y, hay una demostracién de X"-Y sin
regla de Corte.

Para demostrar lo enunciado en el parrafo anterior hay que establecer algunas nociones y
una convencién notacional.

(1] El grado de una aplicacion de Corte es igual a la complejidad o grado légico de su

férmula de corte + 1.

[2] El grado de una demostracion TG g(T), es el mayor de entre los grados de las

aplicaciones de Corte en TL
Se dir4 indistintamente que una demostraciéon Tt no contiene aplicaciones de la regla de Corte o que
g(M=0. Si X es una secuencia de (ocurrencias de) férmulas y A es una férmula, escribitemos "X-A'
para indicar la secuencia resultante de eliminar de X algunas ocurrencias de A.

La demostracién de la eliminabilidad de Corte es algo farragosa y es facil que los arboles no
nos dejen ver el bosque (y nunca mejor dicho). Por eso antes de acometer la demostracion
propiamente dicha, veamos un esbozo que destaca sus aspectos fundamentales. Pueden distinguirse
dos etapas en la eliminacién de la regla de Corte:

(1) Reduccion del grado de las demostraciones: para toda demostracién de grado k>1 de un secuente hay
una demostracion de grado <k de ese mismo secuente; por consiguiente, todo secuente
demostrable tiene una demostracion de grado <1.

(2) Eliminacion de cortes de grado 1: si hay una demostraciéon de grado <1 de un secuente, hay una
demostracién libre de Corte.

Una demostracién de un secuente X,W|}Y,Z que termina con una aplicacién de Corte puede
esquematizarse como sigue:

A S -

X' ”_Yv Wv"_Zv
X" ||"'1A5Y [[{] W"’A ||_Zu [Rv]
v S
XAy WA
X,W Y,z

Las subdemostraciones A1 y T concluyen aplicando las reglas R y R, respectivamente, que
introducen la férmula de corte A de la aplicacion final de esta regla. Si c(A)>1, la clave esta en
aquellos casos en los que R es la regla de introduccién en el consecuente del simbolo logico
principal de A y R' la regla de introduccién den el antecedente del simbolo légico principal de A.

Por ejemplo,
(a) . .
M . . T4

XB " W'||:B,Z'
= xBY wioBfz (o

v Ai { } T4

X'[BY X[CY W',B 2!
F& X'[IB&C.Y' W'B&ClFz' &
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©
}\1 { ' } T4
X'[IB[v],Y" W’ B[] 2
o X[HEvBvY WLOvB |z Off

Para obtener una nueva demostraciéon de X,W|}Y,Z se aplica Corte sobre las premisas de R y R'; es
decir (con una buena dosis de simplificacion), se reemplaza la derivaciéon original por

v R -

Xy Wz
X" W"A[FY"-A,Z" Corte
v
X,W"—A"Y-A,Z"
v 4
X,\W"-Y,Z

Asi, en los ejemplos arriba considerados, se tendria:

@
A { } Tt

X B! W[,z
X' W' ||-Y',Z' Corte
(b)
A { . . } Ty
X’.||-B,Y' \X/',B"-Z’
X'y, z! Corte
©
A 1 { . . } T4
X'|IB[+],Y' W', B[] |2’
X' [Fy'z! Corte

¢Qué se gana «adelantando» la aplicacion de Corte? La complejidad de la férmula de Corte de la
nueva aplicacién es, en todos los casos, estrictamente menor que la de la aplicacion original, asi que
iterando el procedimiento las veces que sea preciso se llegarfa a una demostracién de X,W |FY,Z de
grado 1 (es decir, en la que las férmulas de corte son férmulas atémicas). La moraleja es que la
transitividad de la relacion de consecuencia se expresa en los sistemas secuenciales, al menos en
parte y dadas ciertas condiciones minimas, a través de la simetria de las reglas de introduccion en el
antecedente y el consecuente de un simbolo légico. Esa simetria permite retroaer a las premisas
una aplicacién no atémica de la regla de corte.

Vayamos con la segunda etapa. ;Como aparece una férmula atdmica en un secuente que es
un nodo de una demostraciéon? La conclusion a la que se llega inspeccionando las reglas de los
sistemas secuenciales es que o figura en un axioma o resulta de aplicar debilitamiento. Por tanto, si
'A' es una férmula atémica en
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X' "_ 1 W' ||_2v
[R] X" "'A,Y" W",A "_Zn [Rt]
g
X[AY WAz
X,W |FY,z

hay tres posibilidades, segiin las convenciones de representacién acordadas: R es [[D (SI'y SC), R' es
D ||-, o X" ||-A,Y"y W" A ||-Z" son axiomas. En este ultimo supuesto, la demostracién puede
reescribirse mas apropiadamente como

M A"-A Axioma A"-A Axioma Ty
Y { . . } 112
X[AY WA 2
X,W Y,z
que se transformarfa en
A=Th AltA Axioma

.

T, {
X,\X/"-Y,Z

Como los dos casos restantes son similares, se expone unicamente el primero. Si R es ||-D, la
demostraciéon obtenida es

A

X[FAY

X' i|-Y’
. { |
X[y
D} { '
X,\X'/"-Y
= {
X,\W"-Y,Z

En las demostraciones de la eliminabilidad de la regla de Corte para SM, SI y SC
intervienen los mismos mecanismo, aunque el enunciado del lema fundamental para SC difiere de
su enunciado para SM y SI. Por ello, la eliminabilidad de Corte se demuestra para SC, indicandose
después la formulacién del lema fundamental para los sistemas restantes.

55



LEMA 4. Sean A una demostracién en SC de un secuente X |FY y Ttuna demostracién en SC de un
secuente W”—Z tales que g(A), g(T)<c(A). Entonces existe una demostracion [ en SC de X,W-A ||-Y—
AZ,g<c(d).

DEMOSTRACION. Por induccién sobre alt(A)+alt(T)=n; asi, la demostracion se articula como
sigue:

BASE, n=2; se procede por (sub)induccién sobre long(A)+long(Th=m. 1.1 Si m=2, X”-Y y W”-Z
son axiomas; 1.2 si m>2 A o Tltermina con una aplicacién de una regla de datos...

DE k A k+1; hay que considerar los casos en los que A y TU concluyen aplicando una regla
operacional o Corte (2.1, 2.2,...).

1.1 A y Ttson axiomas, B ||-B y C ||-C, respectivamente. Si B=C=A, X,W-A ||-Y—A,Z es A"-A. Si BZA,
X,W-A [FY-A,Z es B,{C}-A|IB,C; en cuyo caso,

BB
B,{C}-AIB DH
B,{C}-A[C.B [FD]
B,{C}-A|lB,C 134

Finalmente, si CZA y por consiguiente X,W-A [F'Y-A,Z es B,C |{B}-A,C:

Clc

CBlc D

BC[C [PH
B,C[HB}-A,C (k]

1.2 Al menos una de las dos A o Ttes de la forma

2
> [R]
donde R es una regla de datos. El esquema de razonamiento es en todos los casos el mismo: se
aplica la hipétesis de (sub)induccién sobtre 2 y R sobre el secuente resultante. Por ejemplo,

A

La hipétesis de (sub)induccion da

X‘,\X/—A.”-Y-A,Z
X'W-ABFY-A,Z D

eh {

2. Convengamos en representar A y TLcomo sigue:

A T

X'B,W-A FY-A,Z

Xy R Wiz [R]
Se consideran entonces cinco (grupos de) casos: 2.1 R o R' es una regla de datos, 22 R o R' es la
regla de Corte, 2.3 R es una regla operacional que no se aplica para introducir el simbolo l6gico
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principal de A por la derecha, 2.4 R' es una regla operacional que no se aplica para introducir el
simbolo 1égico principal de A por la izquierda, y 2.5 R y R' son, respectivamente, las reglas de
introduccién del simbolo 16gico principal de A por la derecha y por la izquierda.

2.1 Como la aplicaciéon de una regla de datos no altera la altura de una demostracién, uno puede
remontarse hasta encontrar una aplicaciéon de una regla que no sea de datos o un axioma,
procediendo entonces como en el caso correspondiente para aplicar a continuacion reglas de datos.

2.2 Para mayor conctecién supongamos que R es una aplicacién de Corte (X=X"X"y Y=Y"Y").

A

X' "‘B,Y’X",B ”_Yu
X XYY [Corte]

Por hipétesis de induccion,

u

X\W-ABY-A,Z  X"BW-A[|Y"-A,Z
X W-AX" W-A|FY'-A,Z,Y"-A,Z [Corte]
{

R. de datos

X X"AW-AFY-AY"AZ
El caso restante se trata de forma analoga.

2.3 El procedimiento general es el siguiente: apliquese R sobre el secuente proporcionado por
hipétesis de induccion sobre la(s) premisa(s) de R. Asi,

(ke

A

X[IB,Y! X[cY!
X [B&CY'

Se transforma en

VI

X,W-AIBY'-A,Z X,W-Z[FCY'-AZ
X,W-A [ B&C,Y'-A,Z
[&H
A se transforma en H
X',BlFY X',B,W-Z |FY-A,Z
X' B&C Y X' B&C,W-A [FY-A,Z

etc.

2.4 Es el dual del caso precedente y se trata, zutatis mutandis, del mismo modo.
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2.5 Estos son los casos claves que, como se verd, sacan a la luz la simetrfa de las reglas
operacionales de introducciéon por la izquierda y por la derecha de cada operador. El quid consiste,
en todos los subcasos a considerar, en aplicar Corte con una férmula de corte B tal que c(B)<c(A).
[&]

A T
X[BY  X[cY W',B |2
& X [B&C,Y" W',B&C|lZ &}

Aplicando la hipétesis de induccién a X"-B,Y' y W' B&C ||-Z, por una patte, y a X"-B&C,Y' y
W' B |-Z, por la otra, se tiene (adviértase que X,(W ',B)—A"-(B&C,Y')—A,Z es X,W'-AB |-Y'—A,Z),

u

X,W-A B, Y)-A,Z .X,\X/'-A,B FY-A,Z  hip.ind.
X,W-AX WA FY'-A,ZY'-A,Z [Corte]
{.

R. de datos
X,W-AFY-AZ
[v]
A T
X|BY W' Bz w.clz
[|Fv1 X|[BvC,Y' W' BvC |}z vh

Aplicando la hipétesis de induccién a X ||-B,Y' y W' BvC ||-Z, por una patte, y a X"-BVC,Y' y
W'.B |-Z, por la otra, se tiene

u

X,W'-A[B,Y'-A,Z X,W'-ABJFY'-A,Z hip.ind.
X,W-AX WA FY'-A,ZY'-A,Z Corte
{

R. de datos
X,W-A FY'-A,Z
|
A T
XBlY W' [|B,Z
1 XY WBEZ -

Aplicando la hipétesis de induccion a X,B |-Y' y W',7B ||-Z, por una parte, y a X”-_'B,Y' y W' ||-B,Z,
por la otra, y sirviéndose de reglas de datos se obtiene
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X,W'-ABIFY'-A,Z 'X,W’-A"-B,Y'-A,Z hip.ind.

X,W-AXW-AFY'-A,ZY'-A,Z [Corte]
R. de datos {
X,W'"-A FY'-A,Z
[-]
A T

XBCY! wW'|B,z  wW.Clz

XB-cYy' |- W'.B-C|z -

Aplicando la hipétesis de induccién a la premisa de [} ] en A y al dltimo secuente de Tt por una
parte, y a la premisa izquierda de [ | en Tty a la dltima férmula de A, por la otra, se tiene, no sin
el inevitable concurso de reglas de datos,

u

X,W'-ABIC,Y-A,Z X,W-A|FB,Y'-A,Z hip.ind.
X,W-AXW'-AFCY'-AZ,Y'-AZ Corte

R. de datos | {
X,W-AFCY'-A,Z

La demostracion prosigue recurriendo ahora a la hipétesis de induccién para la premisa derecha de

[ |0 en Tty a la dltima férmula de A:

X,W-AFCY'-AZ X,W-ACIFY-A,Z  Hip.ind.
X,W-AXW-ALY'-AZY'-A,Z Corte

R. de datos {
X,W-AFY'-A,Z

(O]

X |:].3,Y’ W',B[t] |2

X OB,y OF w.@vBMEz  Of
Donde, en A, la variable 'v' no esta libre en X, Y. Aplicando la hipétesis de induccion a la premisa

de [|F0] en A y al dltimo secuente de TG por una patte, y a la premisa de [O]H en Tty a la dltima
féormula de A, por la otra, se obtendrian, utilizando de reglas de datos, senda demostraciones
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X,W'-A |H§ [v],Y'-A,Z X,W'-AB[f] FY-A,Z

La dificultad reside en que siendo B[v] y B[t] distintas no puede aplicarse la regla de Corte.

Veamos c6mo obtener a partir de A una demostracién de X||B[t],Y' -o de un secuente
equivalente. Las convenciones establecidas en su momento permiten suponer que A cumple las
condiciones:

(1) ningdn secuente en A contiene ocurrencias libres y ligadas de una misma variable,
(2) las variables dependientes de las aplicaciones de las reglas ||-D y D”- en A son distintas entre si,

(3) todas las ocurrencias de una variable ligada de una férmula B en un secuente de A caen bajo el
alcance de una misma ocurrencia de un cuantificador.

Sean xi,...,x; las variables de t. Constriyase una demostracién A' que, ademas de 1-3, satisfaga el
requisito de que las x;, 1<iSj, no ocutren ligadas en ninguna férmula de un secuente de A' ni como
variables dependientes en la aplicacién de las reglas [[0 y OJf. Sustituyendo v por t en A' se obtiene

entonces una demostracién A" de X|}B[t],Y". Esta demostracién permite el usual corte «cruzadon:

l-/l' u"

X,W-AB[H,Y'-A,Z X,W'-A,B[f] FY'-A,Z
X, W-AX WA FY-AZ,Y'-AZ Corte

R. de datos {

X,W'-A ||-C,.Y’-A,Z

[a
A T
X B[t W', B[v][FZ

0 XFGoBRY  WL@0BNFZ [0

Reemplazando W',B[v] [FZ por W',B[t] | Z como en el caso precedente, y aplicando la hipétesis de
induccion, por una parte, a X ||B[t],Y' y W',(G)B[v] |} Z, y, por la otra, a W',B[t] |FZ y X |} G»)B[v],Y’,
se llega a

ul “H

X,W"-AlB '[t] Y'-A,Z X,W'-AB[f] FY'-A,Z
X,W-AXW-ALY'-A,ZY'-A,Z  [Corte]

} R. de datos

X,W-AFCY'-A,Z
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TEOREMA 11. Si hay una demostracién A en SC de X |}Y, g(A)>0 entonces hay una demostracién
Ttde X|FY en SC, g(m=g(\)-1.

DEMOSTRACION. Sea pues A una demostracién en SC del secuente X|}Y, g(A\)=k. Basquese la
primera aplicacién de Corte en Ttde grado k. Por tanto, A puede representarse como

At

donde 'A" es la férmula de corte, c(A)=k, y las subdemostraciones de U[FV y W|FZ son de grado
menor que k. Por el lema 4, hay una demostracién § en SC de UW-A ||-V—A,Z, g(&)<k.
Reemplicese entonces A por

© 1

v 4 |
X |y

Si no hay ninguna aplicacién de Corte de grado k, esta demostracién es TU En caso contratio,
busquese la primera aplicacion de Corte de grado k en esta demostracién y procédase como antes.

X "-Y

U,W-A|FV-A,Z

Iterando el procedimiento tantas veces como sea preciso se obtiene una demostracion Tt g(T)<k.

Usando reiteradamente el teorema 11 se demuestra el teorema de eliminacién de la regla de Corte:

COROLARIO 5. Si X"-Y es demostrable en SC entonces existe una demostracién Tt de X"-Y en
SC, g(m=0.

En lo sucesivo designaremos por medio de la expresion SC- al sistema de cédlculo secuencial
resultante de omitir en SC la regla de Corte. El corolario 5 establece que los secuentes demostrables
en SCy SC- son exactamente los mismos.

No obstante, la eliminacién de la regla de Corte -ventajosa a otros respectos -puede tener
un coste en términos de complejidad. Dadas dos demostraciones A de X”-A,Y y Tt de W,A”-Z, la
regla de Corte proporciona una demostracion de X,2W|}Y,Z cuya altura es max(alt(A),alt(T))+1 y su
grado n+1=c(A). Definase 4|n|(k) como sigue: 4[0](k)=k; 4[p+1](k)=44rlk. La demostracién de
X,W"-Y,Z obtenida a través de la eliminacion de Corte tiene altura <4{n|(k).

La eliminacién de la regla de Corte para los sistemas SM y SI (y asf la génesis de los
sistemas SM- y SI- se ajusta al patrén que acabamos de ver. Las tnicas novedades son que en su
demostracion habra que considerar menos reglas de datos y la formulacion del lema principal:
LEMA 5. Sean A una demostracion en SM/SI de un secuente X"-A y Tt una demostracién en
SM/SI de un secuente (i) \X/”-B o (ii) \W"-, tales que g(A), g(M<c(A). Entonces existe una
demostracion  en SM/SI de (i) X,W-A[}B o (i) X,W-Al}, g()<c(A).

COROLARIO 6. Si X”-Y es demostrable en SM/SI entonces existe una demostracién Tt de X”-Y
en SM/SI, g(T)=0.
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Los teoremas de eliminacién (corolarios 5 y 6) pueden verse de dos modos levemente distintos:

[A] con respecto a los SS, establecen que la regla Corte es eliminable: si hay una demostraciéon de
X |FY en SS, hay una demostracion sin regla de corte;

[B] con respecto a los SS-, establecen que la regla Corte es admisible: si X |FA,Y y W,A FZ son SC-
demostrables, también lo es X,W ||-Y,Z; si si X"-A y W,A"-Z son SM-/SI--demostrables, también lo
es X,W”-Z.

ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS SS-.

Ya se ha seflalado que lo que priva a los sistemas de calculo de secuentes con regla de Corte de la
propiedad de subférmulas es justamente la presencia de esa regla. Por consiguiente,

TEOREMA 12. Si un secuente X"-Y domina a un secuente X' ||-Y' en una demostraciéon Tt en SS-
entonces para toda formula A que ocurre en X'|FY' hay una férmula B que ocurre en X|FY y
AUSFG(B).

DEMOSTRACION. Si X"-Y domina a X' ||-Y’ en TL ésta es de una de las formas:

T
X'|.|-Y'
v 4 |
X"—Y
Tt
X'y’ Wz
'
X||-Y.

La demostracién procede entonces por induccién sobre la longitud de la subdemostraciéon TU Como
no ofrece dificultad alguna, queda para el lector.

Dos propiedades de los sistemas secuenciales asociadas a la ausencia de una regla de
contraccion generalizada en el consecuente son:

1] SS tiene la propiedad de disyuncion syss, para cualesquiera férmulas A y B de P, si [FAVB es

demostrable en SS entonces ||-A o ||-B es demostrable en SS;

2] SS tene la propiedad de existencia syss, para cualquier féormula A de P, si ||-(DV)A es

demostrable en SS entonces para algin término t de 2, [FA[t] es demostrable en SS.

TEOREMA 13. SM- y SI- tienen las propiedades de disyuncién y existencia.
DEMOSTRACION. Para la légica minima, el resultado es una consecuencia inmediata de la
ausencia de reglas de contraccién en el consecuente. Para la 16gica intuicionista, la presencia de una
forma debilitada de contraccion en el consecuente obliga establecer la no-derivabilidad del secuente
||- (con antecedente y consecuente vacio). Adviértase a este respecto que (1) el secuente vacio ||- no
es un axioma de SI-, (2) el secuente vacio no puede dominar a ningun secuente no-vacio (es una
consecuencia del teorema 12).
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El calculo de secuentes clasico, SC, carece de estas propiedades, debido a la presencia de la regla
FD, como ilustran los ejemplos siguientes.

p ||-p Axioma
F=p.p [
Lpvp,p (|1
p.pvp [[FP]
tpv=p.pv=p (|1
bov—p [FC]
Plx ||-P1X Axioma
Pix,Pla[[Pix DIk
Pix,Pla|fPix,(Oy)Ply [|FD]
Pla,Pix |FPix,(Oy)Ply [PlH
Pla,Plx [F(Cy)Ply,Plx 133

Pla|[P'x - (Oy)Ply,Plx [l
Plall(C) P!z - (Oy)Ply),P'x [l
Pla|[Pix, () (P2 - (y)Ply) [l

Pla(dx)P'x, () (P'z - (Cy)Ply) [l
[l
[l

[Pta— Cx)Pix, @9 Pz Cy)P'y)
FO) @y - (O P, () (P12 - (Dy)Ply)
((ENCEENENIEY [kl
Como se advertird, ambas demostraciones terminan, y no por casualidad, con una aplicacién de la
regla de contraccion en el consecuente.
Lo mids parecido a la propiedad de la disyuncién que puede demostrarse para SC- es la
razonabilidad en el sentido de Hallden. Una relacién de consecuencia [ es razonable en el sentido

de Hallden syss para cualesquiera formulas A y B, si |-AVB y Ay B no tienen letras relacionales en
comun entonces |-A o |—B.

LEMA 6. Sea X"-Y un secuente demostrable en SC-y sean X; y X» sendos conjuntos de férmulas
tales que para toda férmula A que ocurre en la secuencia X, AUX; o ALXy; andlogamente, sean Yi
e Y2 dos conjuntos de férmulas tale que para toda férmula B de la secuencia Y, BLY; o BUY? . Si
Z es un conjunto de férmulas, R(Z) designa al conjunto de las letras relacionales con ocurrencias en
formulas de Z. Si RXiOY1)NRX:OY2)=0 entonces uno de los secuentes Xi[FY1 o Xz|FY2 es
demostrable en SC-.

DEMOSTRACION. Adviértase antes de emprender la demostracién, que para construir un
secuente a partir de los conjuntos Xi , Yi hay que construir sendas secuencias con sus elementos, y por
ello que el enunciado del lema no es totalmente preciso. La demostracion se realiza por induccién
sobre la longitud de la demostracion Ttde X|FY. Si l(M=1 X|FY es A |FA, lo mismo que Xi|}Y:. Sea
pues 1(Th=n+1 y asumase que el lema vale para secuentes con demostraciones de longitud <n. Hay
que considerar tantos subcasos como reglas. En los casos de las reglas de permutacion y
contraccién, la demostracion es inmediata, puesto que al tratar con conjuntos el nimero de
ocurrencias de las férmulas y el orden dentro del antecedente y del consecuente es irrelevante. Para
las reglas de debilitamiento y las reglas operacionales, tsese la hipétesis de induccién y apliquese
entonces la regla correspondiente. A titulo de ejemplo se desarrollan los casos de las reglas del
negador.

= XAy

X[F=AY

Para mayor concreccién, supéngase que TALY:. Si R OYO{7A)NRX:UY2)=0 entonces
R OY:O{ADNREX:0Y2)=0. Por hipétesis de induccién, Xi,A Y1 o Xo|FY2 es demostrable, y
as{, por 7 ||- , Xi ||-_'A,Y1 00X, ||-Y2 es demostrable.
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b XAY

X, oA Y
Supédngase, tanto da, que 7TAOX;. Si RX U Y1 U {7A}) n RX: U Yz)=0 entonces RX; U Y U
{A}) n R(Xz O Y»=0. Por hipétesis de induccién, uno de los secuentes Xi[FA,Y1 o Xz|FY2 es
demostrable y entonces por 7 |F X1, A |L,Y1 0 Xo|FY2 es demostrable.
1

COROLARIO 6. Si ||-A,B es demostrable en SC y R(A)NR(B)=0 entonces ||-A es demostrable en
SCo ||-B es demostrable en SC.

DEMOSTRACION. Empleando las metavariables como en el lema 6, témese Xi=X,=[],
Yi={A}, Y.={B}. ]

Para llegar a la conclusién de que SC- es razonable en el sentido de Hallden, aun se necesita un lema
adicional. Escribiremos X(Ay,...,Aq) para indicar que las féormulas Ay,...,A, ocurren en la estructura
X, sin precisar su posicién dentro de esa estructura.

LEMA 7. X||-Y(A1VB1,...,AHVBH) es demostrable en SC- syss X||-Y(A1,B1,...,An,Bn) es demostrable
en SC-.
DEMOSTRACION. De derecha a izquierda basta con iterar las veces que sea preciso el siguiente
esquema derivacional:

X|Fy Hipotesis

bow

X [FA,B,Z

X fAVB,B,Z tv
X|IB,AvB,Z P
X [FAVB,AVB,Z tv
X|fAvB,Z C

De izquierda a derecha se procede una vez mas por induccién sobre la longitud de la demostracion
Ttde X"-Y Sil(m=1,X ||-Y es AVB ||-AVB. La demostracion correspondiente es:

AFA axioma
z E ||-D B|B axioma
AlFAB BAB |D
AVB FA,B v

En el paso de n a n+1, las demostraciones para los casos de reglas que manipulan los antecedentes
son inmediatas, y lo mismo sucede con las regla de permutacién en el consecuente y las de los

operadores distintos de V. Por tanto, restan por analizar tres casos: D, [FC y |Pv.
Xy XY

X fAVB,Y D s reemplazada por  X||B,Y D

X[IABY |ID
X [FAVB,.AVB, X[FA,B,AB,Y  hip.ind.
X|FAVB,Y Fc X[AABBY [P
X|[FAB,B,Y ¢
es reemplazada por X |[B,AB,Y ||-P
X|IB,B,AY 2%
X|IB,AY e
X[FABY 2

X|B,Y X|B,Y

X[fAVB,Y |v  esreemplazadapor X FABY |D
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COROLARIO 7. Si [FAVB es demostrable en SC- y R(A)NR(B)=0 entonces o bien [fA es
demostrable en SC- o bien |[B es demostrable en SC-.

DEMOSTRACION. Si ||-AVB es demostrable en SC- |, por el lema 7 lo es ||-A,B y dado que Ay B
no tenen letras relacionales en comun, del corolario 6 se sigue que o bien |FA es demostrable en SC-
o bien ||-B es demostrable en SC-.

1

ELIMINACION DE REGLAS ESTRUCTURALES PARA FORMULAS COMPLEJAS.

La regla de corte es la Gnica regla cuya conclusién es menos compleja que sus premisas (el
rasgo definitorio de las reglas de razonamiento segun lo expuesto en el capitulo 1). Por
consiguiente, mientras no se use la regla de Corte, una demostracioén serd, en un sentido bastante
literal, constructiva: consistird en la construccién de férmulas progresivamente mds complejas a
partir de sus componentes. Este aspecto constructivo de las demostraciones en los calculos de
secuentes sin Corte puede reforzarse en el caso de la logica clasica eliminando los axiomas en los
que c(A)>0 y restringiendo las reglas de debilitamiento a aquellos casos en los que su férmula
principal es atémica.!?

Sea SC* el calculo de secuentes cuyos axiomas son todos los secuentes de la forma

AFA, si c(A)=0

y cuyas reglas operacionales y estructurales son las de SS-, salvo D ||- y ||-D, que son reemplazadas

por
[dhe X[y [k X[y
XAy X[AY
(*) c(A)=0.

La eliminabilidad de los axiomas y debilitamientos complejos puede formularse asi:

TEOREMA 14. X"-Y es demostrable en SC* syss es demostrable en SC-.
DEMOSTRACION. Obviamente cualquier secuente SC* demostrable es SC-demostrable. Para la

conversa basta con demostrar que para cualquier formula A de P, (1) A||-A es SC* demostrable, y
(2) que si X”-Y es SC* demostrable entonces también lo es X,A"-Y -en ambos casos procédase por
induccion sobre c(A).

1

La eliminabilidad de los axiomas complejos también vale para las logicas minima e intuicionista,
pero no sucede lo mismo con debilitamiento. La dificultad en SM- (la situaciéon con SI- no difiere
sustancialmente) es que D|} permite introducir en el antecedente cualquier férmula, y por
consiguiente una negacién o una férmula condicional. Para demostrar la eliminabilidad de D|} en
presencia de d”- hay que mostrar que una aplicacion de la primera regla con una férmula principal
A, puede sustituirse por otra aplicacion de esa misma regla cuya férmula principal es de
complejidad <c(A). La sustitucién en una demostracién de una aplicacién de D |} como las descritas
por otra aplicaciéon con una férmula principal de complejidad menor requeritia el concurso de la
regla ||-D:
SM-

X"-Y
X,mAlY DH

' Para una discusion de este punto -y una reflexiéon sobre la importancia del teorema de eliminacién de
Corte- véase 1. Hacking, "What is Logic?" en Gabbay [1994].
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se convertiria en

SM-D|F+d |}

X ||-A,Y
XAy i

y analogamente,
SM-

X |.|-Y
X,A-BJFY D |

} [hip.ind.?]
X[AY  XBJY

XA-BlY [~ H

se convertiria en

Pero la premisa de [7 ”-], en el primer caso, y la premisa izquierda de [ - |-], en el segundo, pueden

no ser secuentes minimos/intuicionistas (i.e., si YZLI).

SISTEMAS DE POST.

Si X es un conjunto de secuentes de Py SS es cualquiera de los sistemas de cilculo de
secuentes con regla de Corte descritos, designamos con 'SS U Z' al sistema resultante de incorporar
a SS como axiomas los secuentes de 2 (y no los esquemas de secuente cotrespondientes). Se dice
entonces que los elementos de 2 son los axiomas propios de SS 1 Z. Si

(1) Z es cerrado bajo sustitucién -es decir, se cumple que si X][v] ||-Y[V][I entonces para

cualquier término t, X[ Y[ ), y

(2) si X |-Y[X entonces c(X"-Y):O -es decir, el secuente contiene unicamente férmulas

atémicas,

se dice que SS U Z es un sistema de Post para SS.

EJEMPLOS.

(1] Identidad. Prolenguaje: se afiade a P el simbolo relacional binatio '=".
SC==8CD ..

o=t

t=s, A[t]|FA[s], si c(A)=0

(2] Aritmética elemental’ . Prolenguaje: variables individuales: X,y ,z,...; letras relacionales binarias: =,<; letras
Sfuncionales: O (O-atia), s! (unaria), +,* (binarias).
SCAE = SC= 17 ...

[fe+0=t

[Fe+st(e)=s!(t+t)

" Es una practica comun identificar la aritmética elemental, AE, con el conjunto de las fdrmulas demostrables
en SCAE,
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Ft=0=0
Fes! () =ts(t'+1)
e<0[F
t<t' [Fe<s!()
t=t' [t<s!(t)
t<s!(t) [fe<t =t
be<tt=t,f'<t
s <0f
sl =s!(t) =t
En general, hay que esperar que el teorema de eliminacién de Corte falle para sistemas con axiomas

propios: si fJA-By

FA son axiomas propios, ||B es demostrable,
AlFA B|IB Axiomas

fr-B  AA-BfB [~
A AlB [Corte]
B [Corte]

aunque no sin el concurso de la regla de Corte.

TEOREMA 15. Si SS [0 2 es un sistema de Post (SS=SM, SI, SC) entonces todo secuente
demostrable en SS [1 X tiene una demostracion de grado <1.

DEMOSTRACION. Por definicién, los axiomas propios de un sistema de Post son atémicos, y
por eso lo que hay que establecer es que si un secuente es demostrable entonces hay una
demostracién de ese secuente en la que todas las férmulas de Corte aparecen en algin secuente de
p. Para ello redefinase el grado de una demostracién en SS U 2 del siguiente modo: el grado de Ttes
el mayor de entre los grados de las aplicaciones de Corte cuya féormula de Corte no ocurre en
ningin axioma propio. Demuéstrese entonces el analogo del lema 4 (cuando A no ocurre en ningun
axioma propio). _I

TEOREMA DEL SECUENTE MEDIO.

Una formula prenexa A es una féormula de P de la forma (Qivy),...,(Qjv))B donde los Q;,

1<i<j, son cuantificadores y RQ(B)=0. Dos foérmulas A y B de P son SS-equivalentes syss los
secuentes A [|B y BJFA son demostrables en SS.

TEOREMA 16. Toda férmula A tiene una férmula prenexa SC-equivalente.

DEMOSTRACION. En primer lugar, se comprueba la equivalencia de los siguientes pares de

formulas:

AOB BOA
(Ov)AOB (Ov)(AOB)*
(Gr)AOB (Gv)(AOB)*

A A

~(OnA (On—A
—~(OnA Ov)—A
“(A&B) —AvTB
—(AvB) A& B
(A B) A&™B
(OWA-B (Gr)(A-B)*
(DA -B (Ov)(A - By~
A-({F)B (v)(A-B)*
A~ (Ov)B (Ov)(A-B)"

donde 'O' ha de reemplazarse (uniformemente) en los tres primeros casos por '&' o por V', (¥) 'v'
no esta libre en A, y (**) 'v' no esta libre en B.
A continuacién se demuestra la siguiente version de la admisibilidad de [EQ] (cfr. Cap.4):
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Si Ay A' son SC-equivalentes y la férmula B' resulta de la férmula B al sustituir algunas ocurrencias
de A en B por ocurrencias de A', entonces B y B' son SC-equivalentes.

La demostracién, como la de su analogo hilbertiano, se efectia por induccién sobre c(B), y
no oftrece especial dificultad. El paso siguiente es demostrar:: Si A y A' son SC-equivalentes y el
secuente XiAXo Y (X|FY1AY2) es demostrable en SC entonces XiAXe|lY (X[FY1A'Y2) es
demostrable en SC, que es una consecuencia mas o menos inmediata de la (admisibilidad de la)
regla de Corte:

X AX, Y X FY:AY>

R.Dat. { . . } R.Dat.

Hip. A'JA XiXpAFY X[AY:Y: AJFA' Hip.
AXXa Y  Cort X[FY1,Yo,A"
c

R.Dat { . . } R.Dat.

XA Y X[VIAYY,

Asf las cosas, el uso reiterado de la regla de Corte permite «convertit» cualquier féormula en una
térmula prenexa equivalente.

COROLARIO 9. Toda férmula A tiene una férmula prenexa SC*-equivalente.
DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata de los teoremas 14 y 16 y del corolario 5.

1

En vez de decir que A' es una férmula prenexa equivalente a A, suele decitse simplemente que A' es
una forma prenexa de A.

LEMA 8. Si en X|}Y ocurren tnicamente férmulas prenexas y es demostrable en SC, entonces hay
una demostracién Ttde X |FY en SC tal que

(1) todos los axiomas de Ttson de complejidad 0,

(2) todas las férmulas principales de las aplicaciones de las reglas de debilitamiento son atémicas, y
(3) si [R] es una regla aplicada después de una aplicaciéon de una regla operacional cuantificacional,
entonces [R] es una regla estructural distinta de D ||- y |-D o una regla operacional cuantificacional.
DEMOSTRACION. Del teorema 14 se desprende la existencia de una demostracion de X"-Y que
cumple las dos primeras condiciones del lema. Ademas, el corolario 5 permite suponer que esa

demostracion esta libre de aplicaciones de Corte. Sea en lo sucesivo A una demostracién de X |FY
que satisface todas estas exigencias. La demostracion procede ahora por induccion sobre long(A). Si

A es un axioma, A=TU Para tratar los casos en los que long(A)>1, convengamos en tepresentar A
como

O el OH
W"-Z W'"-Z' W"”-Z'
Xy Rl o N R]

segun el nimero de premisas de [R]. Caso 7: [R] es una regla estructural distinta de las
debilitamiento o una regla operacional cuantificacional y por tanto una regla con una premisa. Por

hipétesis de induccién, hay una demostracién & de la premisa W|FZ de [R] que cumpla las
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condiciones 1-3; Tt resulta de § aplicando [R]. Caso 2: [R] es una regla de debilitamiento. Asi, por
ejemplo, para D}, se tendria

©

WiZ
WAz D
donde C(A)=0. Por hipétesis de induccion, hay una demostracion de W"—Z de la forma

.

donde & no contiene aplicaciones de reglas operacionales cuantificacionales y P no contiene

v

aplicaciones de reglas operacionales no cuantificacionales ni de D|} o |D. Tt se construye del

siguiente modo:
: 1

U‘V
UAFV D}
]

o 4
W"—Z

ya que si se examinan las reglas se constata que si un secuente \W"-Z domina a un secuente U ||-V en
una demostracién V puede construirse una segunda demostracion V' en la que W,A |2 domina al
secuente U,A”-V. Caso 3: |[R] es una regla operacional no cuantificacional. Si A es su férmula
principal, sus subférmulas inmediatas son de rango cuantificacional 0, puesto que el simbolo logico
principal de A es un operador oracional y A es prenexa. Puesto que todos los casos se tratan de

manera similar, se considera Gnicamente la regla [ |} a titulo de ejemplo. Si A es de la forma

e} o"
VA "‘A,Z' W",B "_Zn
W’,W",A B ||_21,2u [_) ”_]

entonces por hipétesis de induccion

e { : bk
vy o

U g

Wv ”‘A,Z' W”,B ”_Zu
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donde & y &' no contienen aplicaciones de reglas operacionales cuantificacionales y H y H' no
contienen aplicaciones de reglas operacionales no cuantificacionales ni de D} o |[D. Como A y B
no contienen cuantificadores y [l y MU' no contienen aplicaciones de debilitamiento, U’ ||-V' puede
reescribirse como U'|FA,V* y U"|FV" como U*B|FV" y las posibles aplicaciones de contraccién en el
antecedente con A como férmula principal y de contraccion en el consecuente con B como férmula

principal situarse en & y &', respectivamente. Ttse construye entonces asi:

3 3

U ||_A’V* U*,B ||_ "
U ULASBVLV

W\, U A B2,V

uv* .
W',W",A B ||'Z',
7n

donde P* y U™ son subdemostraciones andlogas a [l y ', respectivamente.

Sea Tt una demostraciéon en SC, sin aplicaciones de Corte, del secuente X”-Y que cumple las

condiciones 1-3 SC del lema 8. Si Tl no contiene aplicaciones de reglas operacionales
cuantificacionale, su secuente medio es X|FY, y en otro caso aquel secuente que siendo la premisa de

una aplicacién en TTde una regla cuantificacional no domina a ningtin otro secuente que actie como
premisa de una aplicacién de una regla cuantificacional. Lo que garantiza la existencia de wz

secuente medio de Tt es que, una vez eliminada la regla de Corte, todas las reglas estructurales y
cuantificacionales son reglas de una premisa. Por consiguiente, una demostracién de este tipo puede
representarse como se indica a continuacion

v

- 1
N

donde A es la «parte proposicional» de la demostracion, en la que solo se usan regla proposicionales,

W|}z

estructurales y axiomas atoémicos, \X/"-Z es el secuente medio (que no contendra ocurrencias de
cuantificadores), y U es la «parte cuantificacionaly, en la que las unicas reglas aplicadas son las
cuantificacionales, las de contraccion y las de permutacion.

Un corolario de la existencia del secuente medio es el siguiente trasunto de la propiedad de
existencia para SC:
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COROLARIO 10. Si una férmula A = (Uvy),....,(Lv) B, RQ(B)=0 es demostrable en SC entonces
pueden encontrarse términos til,...,t1%tm!,...,tm" tales que la formula Afti),...,t1"] v..v Aftml,...,tm"] €s
demostrable en SC.

DEMOSTRACION. Aplicando el lema 8 al secuente ||-A, se sigue la existencia de una
demostracién Tt del mismo con las propiedades arriba descritas y en la que existe, por tanto, un
secuente medio. El secuente medio de Tt sera de la forma ||-A[t11,...,t1“] yoees Aftmlyeeotm”], puesto que
FA se sigue de él mediante aplicaciones de |0y reglas estructurales (especialmente [FC). Ahora
bien, si ||-A[t11,...,t1n] yeees Altml,e.stm”] €s demostrable, m? aplicaciones de ||-V permiten obtener una
demostracion de ||-A[t11,...,t1ﬁ] VoV Altmlyeeostm™ e, Attt VeV Aftml,.tm?], v entonces m
aplicaciones de ||-C llevan a una demostracién del secuente ||-A[t11,...,t1“] VooV Aftml,e tm®] _I

TEOREMA DE HERBRAND.

El teorema que se enuncia y demuestra en esta seccién presenta algunas semejanzas con el
teorema del secuente medio que acaba de exponerse y que se debe a Gentzen. La importancia del
teorema de Herbrand reside en que constituye la base tedrica de los modernos métodos de
demostracién automatica de teoremas en el calculo de predicados.

St A=(Q1v1)...(Qn)B es una férmula prenexa y g' es una letra funcional i-aria que no ocurre
en A, para cada ilIN, la forma de Herbrand de A con tespecto a {g//iLIN}, Ap, se define por
induccion sobre el nimero de ocurrencias de U en A:

(1) Ap=Uw)...(LYB, st A=0wy)...(L)B;

Q) Ax=0v1)...(Un)B[-,v,g2(-,v),-u]n, si A=(Cvy)...(Hn) (Ow)B[-,v,w,-,u], donde -, v=(v1,...,vm).

En la practica se omite la referencia a {g'/ilIN} y se habla de una forma de Herbrand de A o de
formas de Herbrand de A. Por el teorema 16, toda férmula tiene una férmula equivalente en forma
prenexa, y en esa medida se habla de formas de Herbrand de una férmula A sin suponer que ésta es
prenexa -en tal caso sus formas de Herbrand seran las de sus formulas prenexas equivalentes. Por
ejemplo, se dice que la férmula ([k)(Ck)(R2f!(x) - R22g2(x,z)) es una forma de Herbrand de
(Ux) (L) R2xy - (L) (Ow)R2zw.

TEOREMA 17 (T. de Herbrand). Sea A=(Q1v1)...(Qqvn)B una férmula prenexa. Si Qi es una
ocutrencia de 'L, sea gi* una letra funcional k-aria, k=0{j/j<i, Qj es una ocurrencia de 'O} L[] que
no ocurre en A. Entonces ||-A es demostrable en SC- syss lo es |-B [t1),...ta"],...,B[t1P,...taP], dOnde cada
BJtiP,...toP] es la matriz cuantificacional de la forma de Herbrand con respecto al conjunto de los g
de una férmula (Qiu)...(Qaun)B que difiere de A unicamente por los «nombres» de sus variables
ligadas (y es, por tanto, deductivamente equivalente a A).

DEMOSTRACION. = Si ||-A es demostrable en SC, por el lema 8 (teorema del secuente medio)
hay una demostracién de la forma

donde © consta de aplicaciones de reglas proposicionales y estructurales y Tt de aplicaciones de
reglas cuantificacionales y estructurales distintas de las de debilitamiento. Reparese en que si Q; es

una ocurtrencia de '[' cada sid es la variable dependiente de una aplicacién de ||-D, de manera que si

Qi y Qj cumplen esta condicién si#si™. Ademas, hay que tener en cuenta a lo largo de toda la
demostracién que el orden de la secuencia si9,...sq9 refleja el orden del prefijo cuantificacional de A.

Asi, en la parte TTnos encontraremos con
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||-B[51P,:..snP],X
FQvo)BIsiP,...5017,v4] X [hQl

||-(Qh+1vh+1)...Qvn)].S[Slf’,...shP,VhH,...Vﬂ],X
FQuv). . Qo) B[81P,...5m 1P, Viny. V] X (FQu |

etc.

Considérese ahora la secuencia (Ry),...,(Rx) de aplicaciones de reglas cuantificacionales en Tt
ordénense los s segin el orden de la secuencia de aplicaciones de reglas cuantificacionales. Por
tanto, si (Rw) es una aplicacién de [0, sm es su variable dependiente, y si (Rw) es una aplicacién de
2 esquematicamente

C[t],X
G Cv.X

sm=t. Se sigue que si i<j y s; es la variable dependiente de (Ri), si no ocurre en s;. Tomese a
continuacion el s, de mayor subindice que sea la variable dependiente de una aplicaciéon de ||-E| en
TG sea éste si¥. Reemplazese en el secuente medio ||-B[511,...sn1],...,B[S1P,...snP] cada ocurrencia de la
variable s, por gik(snd,...,si9) -snd,...,si9 son los k términos de siP,...s,P de indices <i asociados con
aplicaciones de [F11213 Procédase del mismo modo con el secuente resultante, usando ahora la
variable dependiente de mayor subindice que ocurra en él (y que obviamente sera distinto de sm) y
asi sucesivamente. El secuente obtenido tras estas manipulaciones cumple las especificaciones del
lema, y en tanto que se trata de sustituciones uniformes, es demostrable sin usar reglas
cuantificacionales.

U La demostracién de la conversa consiste, esencialmente, en invertit el proceso antetiot.
Supoéngase que ||-B[tll,...tn1],...,B[t1P,...tnP] fuera demostrable en SC. Reemplazamos primero los
términos de la forma g(-,s) en los que -s no es la secuencia (sud,...,s;9) de los k términos de
($19,...,8n9) de indice <i tales que Qp,...,Qj es una ocutrencia del cuantificador existencial pot un
término fijo t de P que no ocutra en el secuente en cuestion. El conjunto de los términos
gi*(sn9,...,5i9) estd patcialmente ordenado por la relacién TST' syss T' es un subtérmino de T.
Extiéndase esa relacién a un orden lineal y ordénense los gi(sp,...,si9) en orden creciente vy,
siguiendo ese mismo orden, reemplacense sucesivamente por las variables vi,...,vi.

Para obtener una demostracién de |FA basta con una sucesién de aplicaciones de reglas
cuantificacionales y estructurales sobre el secuente resultante. Sea |B[vi!,..val],....B[viP,..voP] el
secuente obtenido tras las manipulaciones descritas, y que evidentemente es demostrable en SC. Se
escribe entonces 's(vj)', donde vj' es una de las variables de ese secuente, para designar al término
correspondiente del secuente original ||-B[t11,...tnl],...,B[t1P,...tnP]. Procédase entonces como sigue.
[l.a] Si Qn es una ocurrencia de [ apliquese p veces la regla ||-D para obtener
F G B[vi!-val],eees (Bv) B[viP,...va?]. [1b] Si por el contrario Qn es una ocurrencia de [, habra un
Va' que no ocurre fuera de B[vii,...vq] a menos que haya uno o mas j, vi=vq. En efecto, si va=vn,
m<n, Qm es una ocurrencia de [, de manera que s(vin) =ga1(-,3), $(Val) =g (-,8,-,t) ¥ V{#vi para todo
q, 1=g=<n. Como el nimero de férmulas del secuente es finito, o hay un v que no ocutre fuera de
B[vil,..vi] 0 hay un viJ=vi. En el primer caso ||-B[V11,...Vn1],...,(Dvni)B[V1i,...Vni],...B[VlP,...VnP] se

obtiene aplicando ||-D; en el segundo caso (vil,..vi)=(vij,...vi)) y puede aplicarse ||-C (una o mas

12 o . . . . ..
Si Q! es una ocurrencia de [, se introducen p letras funcionales O-arias (constantes) distintas, g, una para
cada férmula del secuente medio.

13 - . . . , . ..
Si sm=si9, 'sm' designa a la clase de las ocutrencias de una variable v en la fé6rmula B[s19,...,5,9]. La sustitucién

de sm por gif(snd,...,s9), sin embargo, se efectia en todas las ocurrencias de v en el secuente. Asi, una vez
realizada la sustitucién, la variable v no ocurre en el secuente resultante.
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veces) y después ||-D [k+1a] Si, en el secuente generado tras el k-ésimo paso, hay una férmula
(Qv)5--5(Quvi) B[v19,...vad], siendo Q.1 una ocurrencia de [ apliquese [ reemplazandola por ((.1v;-
D(Qjv)se-»(Qava) B[v19,...vn9]. [k+1b] En caso contratio empléese, mutatis mutandis, el mismo
razonamiento que en 1b. ]

¢Ha entendido la demostraciéon precedente? En cualquier caso es lo suficientemente alambicada,
por la profusién de subindices, superindices y sustituciones, como pata que no estén de mas un patr
de ilustraciones, a modo de ecthesis, de las sucesivas transformaciones que conlleva (cfr. Apéndice
Teorema de Herbrand. Ejemplos).

TEOREMA DE INTERPOLACION.

Por comodidad se extiende el prolenguaje P incorporando el operador oracional ceroario
U, conocido como «operador de absurdo». Por consiguiente, por lo que hace a la gramatica logica,
0 es una férmula bien formada. En cuanto al sistema deductivo, SS” (SS=SI,SC) resulta de afiadir a

SS el axioma D"- En los sistemas mencionados U y A&7A, para cualquier férmula A, son
deductivamente equivalentes.

AlfA Ax. Of Ax.
AAf [-H Ofag—a (D]
A&A DA [&H
A& A A& A [&]H
A& AL [CH
A&AJHD (D]

Asimismo, en SI y SC A y A [ son deductivamente equivalentes, de manera que podtia
prescindirse de ' en beneficio de 'L"

Alfa OF  Ass. AfA Ax
A= DOAJ -h _ A~AF R
A= OfFA [F=1  A-afo (D]

“ARA-T (-]
(Adviértase que, siguiendo la costumbre, en estas demostraciones se no se han consignado las
aplicaciones pertinentes de la regla de permutacién).
Teniendo en cuenta el uso en estas derivaciones de la regla ["—D], no sucederd lo mismo

con SM” = SM + O}

A continuacién se define una relacién G entre pates de férmulas (A,B) tales que AUSFG(B)
y c(A)=0y {+,-}. Si (A,B,+)[Q se dice que A ocurre positivamente en By si (AB,-)I[q que A ocurre
negativamente en B.

DEFINICION. (1) si CB)=0, en cuyo caso A=B, (AB,+)[d; (2) si (AB,+)[d entonces
(AB&C,+)[q , (A,C&B,+)[d , (A,BvC,+)[d , (A,CvB,+)[q , (A,C-B,+)[d , (A,(Qv)B,+)[d ; (3) si
(A,B,+)[q entonces (A,B—C-)[d , {(A,7B,-)[d ; 4) si (A,B,-)I[d entonces (A,B&C,-)Iq , (A,C&B,-
Md , (ABvCHIG, (AGvBId, (ALC-BAId, (AQv)B,-)d; (5) si (AB,-)[d entonces
(AB-C,H)4 ,(A,7B,+)(q .

Esta relacion se convierte ficilmente en una segunda relacién Z entre pares (A,X ||-Y> de
férmulas atémicas y secuentes y «polaridades» (“+7 o ), bajo el supuesto de que para alguna

formula B de X|FY, (AB,+)[d o (AB,){ .
DEFINICION. (1) Si (A,B,#)[d y B ocurte en el consecuente Y, (AX|FY,+)X ; (2) si (A,B,)@G y

B ocurre en el consecuente Y, (A,X"-Y,—)[I ; (3) si (AB,+)[d@ y B ocurre en el antecedente X,
(AX ||-Y,—>[Z ; (4) si (A,B,-)[d y B ocutte en el antecedente X, (A,X||-Y,+>[I .
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Si (A,X"-Y,-i-)[Z , A ocutte positivamente en X”-Y y si (A,X"-Y,—)[X , A ocutre negativamente en
X|Fy.

LEMA 9. Si X,X'|Y,Y" es demostrable en ss” (=s17sch) hay una férmula A tal que
1] X|FA,Y y X, A[FY" son demostrables en ss”;
2] para toda férmula atémica B, si (B,A,+)[q entonces (B,X' ||-Y',+>[Z y (B,X”-Y,—)[I ;
3] para toda férmula atémica B, si (B,A,-)[d
Entonces (B, X' ||-Y',—)[I y (B,X||-Y,+)[X .
DEMOSTRACION. Adviértase que la formulacién del lema para SIV es «si XX ||-Y' es
demostrable en SI”..», donde Y'={B} o Y'=[. En ambos casos el lema se demuestra por

induccién sobre la longitud de una demostraciéon Tt libre de corte de X, X' ||-Y,Y'. Si long(M)=1,
XX ||-Y,Y' es un axioma B”—B y hay que considerar cuatro subcasos. Swbcaso 1: X=Y={B} y

X'=Y'=/J. Sea entonces A=0J; en tal caso | y B|IB son axiomas y aplicando [D [} a este dltimo se

obtiene B|FB,0. Subcaso 2: X=Y'={B} y X'=Y=/J. Témese entonces A=B, en cuyo caso B|}A y
A|B son axiomas y se comprueba ficilmente que se cumplen las condiciones 2-3 del lema. Subcaso

3: X'=Y={B} y X=Y'=[J. Témese ahora A=""B. Partiendo del axioma B||B y aplicando [7|]] v
[”ﬁ] se llega, respectivamente, a B,7B ||- y ||-B,ﬁB. Si(C,A,Hq , (C,"-A,B,-F)[I vy (C,A,B |-,—>[Z , ¥
(C, A , (C, |-A,B,-+>[X y (C,AB |-,+)[Z . Subcaso 4. X=Y=[ y X'=Y'={B}. Sea A=7[];
apliquese [|}] al axioma O |} para obtener -0, y [D|H a B||B para concluir B,0|}B.

Sea pues long(T)=k+1. Subcaso 1. Tt termina con una aplicacion de una regla estructural. El
esquema es el mismo para todas las reglas estructurales: apliquese la hipétesis de induccién sobre la

premisa de la regla y la propia regla sobre el secuente resultante. Por ejemplo, si Ttes de la forma

XX"[Fyy!
XX'BRYY' [DH

la hipétesis de induccién proporciona sendas demostraciones de X[FAY y X", A|FY"; aplicando
sobre esta ultima D"- y P"- resulta X" B A ||-Y'. Obviamente si las condiciones 2 y 3 se vetificaban
para X"-A,Y y X",A ||-Y', también se vericardn para X ||-A,Y y X",B,A ||-Y'.

Subcaso 2. TUtermina con una aplicacion de una regla operacional proposicional de una premisa o
con una aplicaciéon de D"— o ||-El Con las modificaciones pertinentes, se procede como en el caso
anterior. Si, por ejemplo, Ttes de la forma

X" BX'[Fy.Y'
X"B&CX'[FY,Y' [&|H
de la hipétesis de induccién resultan sendas demostraciones de X",B ||-A,Y y X',A"—Y', satisfaciendo
estos secuentes las condiciones enunciadas en el lema. Basta entonces con aplicar &”- para obtener
a partir de la primera de ellas X",B&C|IA,Y.
Subcaso 3. Tles de la forma

XX'[BY"Y' XX Yy
XX [ B&C,Y"Y" [F&]
Por hipétesis de induccién los secuentes X"-A',B,Y", XA ||-Y', X”-A",C,Y" y X',A'"- " son
demostrables y satisfacen las condiciones del lema. Si A=A'vA", se tiene
X',A’"‘ 1 X',A""‘ 1
XLAVA" Y [v|H

y también
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X||-A;,B,Y" X||-A';,C,Y"

X[FA'VA" B,Y" X[AVA"CY" [V
X|[B,AVA"Y" XfcAva"Y" [Pl
X B&C,AVA" Y" (&
X fA'VA", B&C,Y" P|H

Subcaso 4. TLconcluye con una aplicacién de v}, y por consiguiente es de la forma

XXUBYY! XXLC Y
XX, BvClFY",Y' [v|H
Por hipétesis de induccién los secuentes X"-A',Y, X',B,A'”—Y', X"-A",Y y X',C,A""—Y’ son
demostrables y satisfacen las exigencias del lema. Sea entonces A=A'&A".
X ALY X fA"Y

X fA'&A"Y &
y ademas,
XV,C’AH ”_Yv X',B,A' "_ 1
X',CA&A"[FY' X' BAKA"FY'  [&[H
X, A&A" C Y X A'&A" B Y
X' A'&A"BvC |FY' [v]F]

Subcaso 5. La tltima regla aplicada en Tles — |}. En este caso no hay una representacién univoca

porque en las premisas de — |f X,X,Y e Y" pueden repartirse de diversas maneras. Si Tt puede
representarse como

X|IB,Y X" ClY'
X,X"B - CJY,Y' [-H
Interpretando X"-B,Y como [,X |-B,Y y X".C |-Y' como D,X",C"-D ,Y', la hipétesis de induccién
lleva a concluir la demostrabilidad de ||-A’,B y XA ||-Y, por una patte, y, por la otra, de X",C,A" ||- '
y [FA". Témese "A'&A" por A; entonces

b

. } Deb., Perm.
XA |:Y .
X[-AY [ XAy

X[fA'&A"Y [|F&]
Ademas,
X’,C,A"”‘ 1 ”‘A',B
& X.,CA&A"[Y -A'[lB -
PH X, A&A"CY —A'&A"[B  [&H

X', TA'&A", A'&A"B - ClHY
X', A'&A"B - C Y

Una segunda posibilidad es que el esquema de TTsea
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Cly XX'[IB,Y
XX, B-ClyY
Leyendo la premisa izquierda como C,1J ||-D,Y' y la derecha como X, X' ||-B,Y,D y aplicando la
hipétesis de induccion se llega a C[FA", A'[FY", X,A" |y X[FA",B,Y. Aplicando reglas estructurales a
A'|FY' se demuestra X,A'[FY' vy procediendo anilogamente sobre X'A"|} se llega a X', A"[FY".
Finalmente por v|} se tiene X',A'VA"[FY". En cuanto a la parte restante,

X||:A;',B,Y C |:'A’
X fAvA",B, ClAvA" |
Y

X,B- CFAVA"Y [-h
etc.
Subcaso 6. La Gltima regla aplicada en TTes ||-D:

XX Y™y
XX'HOwB,Y"Y" [|F]
donde -recuérdese- 'v' no estd libre en X, X,Y")Y'. La hipdtesis de induccién proporciona
demostraciones apropiadas de los secuentes X|FA',B,Y" y X,A'[FY". El problema reside en que para
pasar de X|FA'B,Y" a X|}A",(Ov)B,Y" aplicando [FO 'v' no tendtia que estar libre en A y no hay
garantias de que asi sea. Para remediatlo témese por A la férmula (LW)A', en la que obviamente 'v'
no estd libre. Es decir, procédase como sigue:

X ”‘A;,B,Y" X’,A' ”_ 1
0 XFG)ALBY" X, @A O
[0 XHOoA, OBy
Adviértase que, en la derivacion de la derecha, las restricciones inherentes a la regla D”- se cumplen,
ya que por hipétesis 'v' no esta libre en XY' (ni en X,Y").

Subeaso 7. La regla U} plantea problemas similares a los de [FC. Si Ttes

XX"BlY.Y'
XX @Bl,Y (O
donde 'v' no estd libre en X,X"Y,Y’, la hipétesis de induccién permite contar con demostraciones
de los secuentes X”—A',Y y X",B,A' |-Y', pudiendo darse el caso de que 'v' esté libre en A'. Para
solucionarlo sea A=(Lv)A'.

X ALY X"BA' Y
[ XRawAy"  X"BOwAY O]
X"(OvABRy  [PH
X" OvAL OBl [OH
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TEOREMA 18 (T. DE CRAIG-LYNDON). Si |ss’A - B (SS”=SI"=SC") entonces existe una
formula C tal que (1) fss’A - Cy fss’C - B, (2) si (D,C, )4 entonces (D,A,+)I[d y(D,B,+)[d ,v
(3) si (D,C,-)Id entonces (D,A-)[d vy (D,B,-)[q . Se dice entonces que la férmula C es un
interpolante entre A y B en ss”.

DEMOSTRACION. Astimase que }ss”A - B. Por definicién, el secuente ||-A—>B es demostrable
en SS” y entonces por lema 3 lo es igualmente A”-B. Léase este secuente de modo que X={A},
Y'={B} y X'=Y=0. Por el lema 9 existe una férmula C tal que A}C y C|IB son demostrables en
SS". Ademss, para toda férmula atémica D se cumple: si (D,C,+)Iq , |-B,+>[Z y
(D,A"-,—)[X , v si(D,C,-)Id  entonces (D,”-B,—)[Z y (D,A ||-,+)[X . De la definicién que precede al
lema 9 se sigue que si (D,”—B,+>[X entonces (D,B,+)[q , si <D,A||-,—>[X entonces (D,A,+)q , si
(D,”-B,—)[X entonces (D,B,-)[d vy si (D,A”-,-i—)[X entonces {D,A-)(q . _|

Esta clatro que el teorema de interpolacion o de Craig-Lyndon es una consecuencia de la

eliminacién de la regla de Corte. Para constatarlo basta con darse cuenta de que si Tt es como en la
demostracién del lema 9 y si su tGltimo paso consistiera en una aplicacion de Corte, de manera que
pudiéramos representar esa demostraciéon como

X [FAY XA Y
XX'FyY
y si la férmula de Corte coincidiera con la férmula interpolante, podtia suceder que (B,A,+)Id v
(BX'|FY', )X .

APENDICE: TEOREMA DE HERBRAND, EJEMPLOS.
EJEMPLO 1. (D) (0x) (Ch) (Cy) (R2xy — R2av).

= 1.1 Demostracién (se omiten las aplicaciones de ||-P)

Rexy [FR2xy [Axioma]
R2xy,R2zw [FR2xy [D ||-]
R?xy, R%zw [FR?uv,R?%xy D "-]
R2xy [[R2uv,R%zw - R2xy (k-1
||-R2xy - R2uv,R?%2w — R2xy sec. medio [||. -
FR2xy - R2uv, (Ow) (R2%zw - R2ky) 38!
[FR>xy - Ry, (() (Ow) (R22w - R2ty) [
[FR>xy - Ry, (O2) (0 (Ow) (R22w - R2ty) L]
[FR2xy - Reuv, (@) (O2) (Ch (Ow) (R22w — R2ts) [
Q) R2xy - R2uv), (Ch) (Oz) (Ch) (Ow) (R2zw — R2ts) [
(G @y) R2xy - R2uv) () (O2) (Ch) (Ow) (R2zw — Rts) [0
(O (C) [@y) R2xy - R2uv), (0 (Oz) (Ch) (Ow) (R2zw — R2ts [F]
G (@0 @) @y) R2xy - R2uv), () (O2) () (Ow) (R22w - R2ts ) [iQ
[H(G) (O (G) (Oy) (R2xy - R2u) [lkc

1.2 Secuencia (si,...,81): (W,X,2,y,y,u,X,v) (en negrita las vatiables dependientes).

1.3 Sustituciones si/gj*(-,s).
1. ||-R2xy - R%uv[v,x,u,y],R?zw - R%xy[y,z,x,w|
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JR2g! (v)y - R2uv[v,g! (v),u,y],R2zw — R2%g! (v)y[y, ,g' (v),w]

JR2g! (v)g2(v,u) - R2uv[v,g! (v),u,g2(v,w)],R2zw — R2%G! (v)g2(v,u) [g%(v,u), 2,8 (v),w]

JR2g! (v)g2(v,0) - R2uvfv,g!(v),u,g2(v,w)] R2g! (2(v,))w — R2G! (v)g%(v,u) [22(v, ), &' (%(¥,)).g' (v),w]

IPRZg (V)g2(v,u) - R2uv[v,g! (v),u,g2(v,u) | R%g! (22(v,0)) g(g2(v,u),g' (v)) - R2g! (v) g2(v,u) [2(v,u), & (22(v,0)), 8! (v),
(g v,w),g' )]

U Se patte de
[R2g! (7)g2(v,) » Rouv,R%! (22(v,)g%(g2(v,u), 8 (v)) — Rg! (v)g*(v, ).

1.4 Otrdenacién de los términos gik(skd,...,s9).

g'(v)2g*(g*(v,w),g'(v)) }

g (v,u)2gX(g*(v,u),g' () orden parcial
g(v;w)2g!(g*(v,u)

2l (v)2g2(v,u)2g! (22(v,u))=g2(22(v,u),g' (v)) orden lineal

1.5 Sustitucion gi(sud,...,si9)/vi (Vi=X,y,2,w).

[FR2xg>(v,u) - R2uv,Rg! (22(v,w))g(@>(v,w),%) — R2xg2(v,w).
[FR2xy - Reuv,R2g!(1)g2(y,) — R2xy.

||'R2XY - R%2uv,R?z¢?(y,x) — R2xy.

"-szy - R?uv,R%zw - R2xy

Para la derivacion de |H(G)(Ox)(Ch)(Oy)(R2xy — R2uv a partir de este secuente se procede como en
1.1.

EJEMPLO 2. (Ux) () (E) (Uv) (R2yv — R2xz).
= 2.1 Demostracién (se omiten las aplicaciones de ||-P)

R2yz |R%yz2 [Axioma]

R2yz,R2xw [[R2yz D

R?yz RZxw [FR?uv,R?%yz D "-]

R2yz ||-R2uv Rexw — R?%yz [ ||- -]

| R?%yz — R?uv,R%xw — R?%yz secuente medio

2yz — R2uv, (Lw) (R2xw — R2yz)

R2yz - R2uv, (L) (Ow) R2%xw — R2yz)

(02)R2yz - R2uv),(Lk) (Ow) (R2xw — R2yz)

O (G @2 Ryz - R2uv), (L) Ow) (R2xw - Ryz)

Cw () (69 (02) R?yz - Reu), ([0) (Ow) (R?xw - R?yz)

Cw) () (B9 (02) R?yz - Reuy), ([ (L) Ow) (R2xw - Ryz)

Ow) @) G ({2 R?yz - R2uv),(Oy) (9 (L) (Hw) (R2xw - Ryz)

[ [
a2 [
I I
I I
hl:(Dv) (02)(R2yz - R2uv), (L) (Ow) R2xw — R2yz) [”:
[
I I
I I
I [}
I [[}

(Ux) (0 (L) (L) (R2yv - R2xz)
2.2 Secuencia (s1,...,5): (W,z,Z,v,y,u,x,y) (en negtita las variables dependientes).

2.3 Sustituciones si/g(-,s).

1. ||-(R2yz - R2uv) [u,y,v,z],R%xw - R?%yz)[y,x,z,wW]

2. | R2g07 — Rauw)[ughv,z], (Resw — Raghs) [ 2,1

3. ”-(RZgOZ - R) [fO,gO’V,Z] ,(R=xw — Rzg”Z) [gO,X,Z,W]

4, ||-(R2g0g2(g0,v) L R20%) [0, 00,v,02(00,v)], (R2xw — R2e002(00,v) [0, x,02(2,v) W]

78



5. ”'(RZgOgZ(gO’V) - RZfOV) [fo9g0’vs Z(g()’V)L(RZXgZ(X’gZ(gO ,V)) - Rzgo gZ(g()’V) [go’x’gZ(g( JN) ,gz(x,gz(go,v))]

U Se patte de
FR2g g2 (g",v) — R2f0v), (R2xg2(x,g2(g",v)) — R2%g02(g0,v)

2.4 Ordenacion de los términos gik(spd,...,si9).

f02g020%(g",v)2g2(x,g%(g’,v)

2.5 Sustitucién gi*(snd,...,si9) /vj (Vi=u,y,z,w).
FReg"g>(",v) - R2uv),(R2xg?(x,g%(g"v)) - R2gg2(2,v)
F®R2yg2(y,v) - Reuv),(R2xg*(x,g%(yv)) - RAyg*(y,v)
FR2yz - R2uv),R2xg(x,2) - R2yz

FR2yz - R2uv),R2xw - R2yz)

Para la derivacion de [F(Ox)(G)(() (Ov)(R%yv - R2xz) a partir de este secuente procédase como en
1.1.

EJERCICIOS.

(1) Demostrar que los SS- son consistentes en el siguiente sentido: para ninguna férmula A sucede
que A v Al} sean SS-demostrables. (Pista: recurrir a la admisibilidad de la regla de corte y la
propiedad de subférmulas).

(2) St t es la funcién de traduccién de formulas clasicas en férmulas intuicionistas del capitulo 4,

demuéstrese que patra cualquier formula A de P, A es demostrable en SC- syss t(A) es demostrable
en SI-.
(3) Formular y dar una demostracién del teorema de Craig-Lyndon para SI- y SC- -es decir, sin usar

el operador [J. (Pista: extiéndase el prolenguaje P introduciendo una nueva letra relacional 0-atia p;
sin embargo A y B seguiran siendo férmulas de P (i.e., sin ocurrencias de p), a diferencia de C.

Finalmente, reformulense las condiciones 2 y 3 para férmulas atomicas B#p y usese p&™p en lugar

de [).
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CAPITULO 5. LOGICAS SUBESTRUCTURALES

Al principio el arte del puzzle parece un arte

breve, un arte de poca entidad, contenido todo él

en una elemental ensefianza de la Gestalttheorie.
G. Perec, La vida instrucciones de uso.

¢CAMBIO DE LOGICA ES CAMBIO DE TEMA?

Aunque la derivabilidad minima, intuicionista y clasica pueden presentarse hilbertiana o
secuencialmente, las diferencias en los estilos de presentaciéon no son desdefiables. .14 Ias
axiomatizaciones hilbertianas expresan una concepcion de la légica en la que el concepto de tesis o
teorema prima sobre el concepto de deduccion. Desde esa concepcion, las diferencias entre 16gicas
se explican como diferencias acercade sus operadores logicos; expresado en forma de slogan,
“cambio de légica es cambio de tema”. Por el contrario, los calculos de secuentes gentzenianos
expresan una concepcion de la 16gica como ciencia de la deduccién formal. Frente a la tesis de que
lo esencial son los principios operacionales, este segundo enfoque afirmarfa que son las reglas
estructurales, que se enuncian sin mencionar ningdin operador, las que determinan las caracteristicas
basicas de un sistema logico.

¢En qué difieren las légicas clasica e intuicionista? Desde una caracterizacién hilbertiana, la
derivabilidad intuicionista queda caracterizada afiadiendo a la correspondiente definicién de la
derivabilidad minima el axioma A13 7A - (A - B), y la derivabilidad clasica incorporando ademas
bien el axioma Al4 77A S A. bien el axioma Al14 AV7A. Esos axiomas son, al menos
aparentemente, principios que determinan el comportamiento derivacional del negador, de manera
que viendo asi las cosas, lo que parece distinguir a estas logicas es su concepto de negacién. Sin
embargo, lo demostrado en el epigrafe Teoremas del fragmento positivo  del capitulo 4 pone de
manifiesto lo superficial de esa impresion.

Un enfoque secuencial, por el contrario, parece situar las peculiaridades de cada una de esas
nociones de derivabilidad en las reglas de datos, y por tanto no en la interpretacion de los simbolos
légicos sino en el tipo de estructuras sinticticas manipuladas por cada uno de los sistemas
deductivos.

Considérese los sistemas SM, SI y SC de los capitulos 5 y 6. Cuando se comparan SM y SI
se advierte que difieren unicamente porque el segundo incorpora la regla de datos adicional

X

XA
Como las reglas estructurales introducen caracteristicas de la relaciéon de derivabilidad
independientes de la presencia de cualesquiera constantes logicas, ahora las diferencias entre la
légica minima y la intuicionista parecen girar en torno a la nocién general de argumento
demostrativo.

Al comparar SI'y SC se advierte, por el contrario, que ademas de diferir por sus reglas
de datos, incorporan reglas operacionales diferentes para el negador. La clave es que las inicas
reglas de SC que partiendo de secuentes con a lo sumo una formula en el consecuente permiten

" La importancia de tales diferencias «estilisticas» es enfatizada por autores como Gabbay ('General
theory of structured consequence relations' en Schroeder-Heister y Dosen [1993], "What is a Logical
System?' en Gabbay [1994]). Asi, escribe: «El papel central que desempefian las metodologias de la
teorfa de la demostraciéon en la génesis de logicas nos lleva a proponer la tesis de que un sistema
légico es un par < |-,S >, donde S} es una teorfa de la demostracion para . Con otras palabras,
estamos diciendo que no basta con conocer |— para "entender" la légica, sino que también hay que
saber como se presenta (i.e. Sp.» [1994, pag.181].
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obtener secuentes con mas de una férmula en el consecuente son [fD y —|}. Esta ultima porque
lleva una formula del antecedente al consecuente.

Para formular calculos de secuentes para esas dos nociones de derivabilidad con un
unico conjunto de reglas operacionales, hay que evitar cualquier regla de datos que lleve de
secuentes-premisa con a lo sumo una férmula en el consecuente a un secuente conclusion con
multiples formulas en el consecuente. Hay al menos dos modos de hacerlo. La primera es
prescindir del negador; reemplazandalo por [J, el operador ceroario de absurdo descrito en el
epigrafe Teorema de interpolacion del capitulo 6. La segunda es formular reglas para el negador
sin ese rasgo poco deseable, introduciendo nuevas conectivas estructurales.

LOS CALCULOS DE SECUENTES SI"y SC".

Comencemos por la solucion consistente en prescindir del negador. Sea P el
prolenguaje con los simbolos logicos {[1,&,v, —,[],[]}. Puede decirse por tanto que P es el
resultado de reemplazar ‘=" por ‘0’ en. Los calculos de secuentes SI"y SC™ operan con el
prolenguaje P-.

SI”
Reglas de Axiomas | AffA
razonamiento Corte
Reglas de datos P ||-, D ||-,C ||-
o x|
X |FA
Reglas operacionales & &l
» F
= N
gl O
L] ik
Axioma de 0 |-
O
sc”
Reglas de razonamiento | Axiomas [A[fA
Corte
Reglas de datos P ||-, D ||-,C ||-, ||-P, |-C
(9} X[y
X[FA,Y
Reglas operacionales & &k
v v
= !
gl 0
L ik
Axioma O |-
de 0
o i
X |FA

La ausencia del negador no supone una pérdida de capacidad expresiva, ya que puede
comprobarse sin demasiada dificultad
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1) Siun secuente X |FY de P es SS-derivable entonces el secuente X’ |FY” de P resultante de
reemplazar cada ocurrencia de la forma —A en una formula de X ||-Y por A - [es SS”
demostrable.

2) Siun secuente X ||-Y de P” es SS"” demostrable entonces el secuente X’ ||-Y’ de P resultante

de reemplazar cada ocurrencia de 0 en una formula de X ||Y por A&—A es SS-demostrable.
3) BoA&A ||-ﬁB y B ||- B - A& A son SS-demostrables.

LA NOCION DE LOGICA SUBESTRUCTURAL.

Introduciendo una terminologia que ha hecho fortuna en los ultimos tiempos, se dice que
un calenlo de secuentes SS1 es subestructural con respecto a un calculo de secuentes SS2 si y sélo si

(1) SS1y SS2 comparten las mismas reglas operacionales;

(2) toda regla estructural de SS1 es admisible en SS2.

Por tanto, SM es subestructural con respecto a SI, y SI”Io es con respecto a sc”, pero SI no lo es
con respecto a SC.

El concepto de subestructuralidad puede extrapolarse a logicas. La definicién
correspondiente reza:
una logica Li es subestructural con respecto a una logica L si y sélo si existen una formulacién
secuencial SS1 de Ly una formulacion secuencial SS2 de L tales que SS1 L es subestructural con
respecto a SS2. De acuerdo con esta definicion la /dgica minima es subestructural con respecto a la
intuicionista y esta lo es con respecto a la logica clasica.

Cabe esperar que si L; es subestructural con respecto a L , las diferencias entre sus
respectivos calculos secuenciales SS1 y SS2 estaran localizadas en las reglas de datos, ya que —como
se ha dicho en multiples ocasiones- las reglas de razonamiento expresan caractetisticas
fundamentales de la propia relacién de consecuencia.

Teniendo en cuenta lo que se acaba de seflalar, si L es subsestructural con respecto a L'
puede considerarse que L y L' comparten sensu propio los mismos operadotes y el mismo concepto
general de consecuencia, y difieren Gnicamente por su concepto de argumento demostrativo. Esto
confiere un potencial unificador no desdefiable a los sistemas de calculo secuencial.

LA ESTRUCTURA DE LOS CALCULOS DE SECUENTES

Ha llegado el momento de recapitular lo dicho a lo largo de los tltimos capitulos acerca
de los calculos de secuentes. Un calculo de secuentes consta de tres tipos de reglas: de
razonamiento, de datos y operacionales.

Las reglas de razonamiento expresan propiedades generales de la propia relacion de
consecuencia o, expresado con otras palabras, de los sistemas 16gicos. Si comparamos los
calculos de secuentes descritos con el listado de propiedades de los sistemas logicos del capitulo
1, encontramos reglas que expresan dos de esas cinco propiedades: la reflexividad y la
transitividad. ;Dénde han ido a parar las propiedades restantes? En el capitulo 5 se indico que el
enfoque secuencial de la consecuencia consta de una primera definicion recursiva del conjunto
de los secuentes demostrables (el propio calculo de secuentes) y de una segunda definicion de
argumento valido en términos de secuentes demostrables. Esta segunda definicion estipula que
A es consecuencia de X syss para algun subconjunto finito Y de X, el secuente Y ||-A es
demostrable. De esta definicion se siguen inmediatamente la monotonia y la finitariedad de la
relacion de consecuencia. La propiedad restante de la relacion de consecuencia, la
estructuralidad, se desprende del uso sistematico de metavariables en el enunciado de las reglas
del calculo.

Las reglas de datos son reglas que definen la estructura basica de los objetos que
manipula el calculo. También puede decirse que estas reglas determinan caracteristicas
generales de ||-, a condicién de no confundir ||- con |-., derivabilidad con consecuencia. Se
incurre en una confusion de este tipo cuando se piensa que la regla de debilitamiento expresa la
monotonia de la operacion de consecuencia. Lo que realmente expresa es la monotonia de ||-, no
la de |- La mejor prueba de ello es que si de SC se eliminan las reglas D ||- y ||-D de
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debilitamiento, manteniendo la estipulacion que A es consecuencia de X syss para algin
subconjunto finito Y de X, el secuente Y [FA es demostrable, se obtiene una logica
subestructural con respecto a la clasica, cuya relacion de consecuencia es estandar.
El papel de las reglas operacionales es determinar el significado de los simbolos 16gicos.
En concreto, el significado de un simbolo 16gico queda completamente determinado por dos
conjuntos de reglas. El primer conjunto da condiciones suficientes para la introduccion de ese
simbolo en el consecuente, y el otro para su introduccion en el antecedente. De este principio,
bautizado por Belnap como principio de suficiencia de Gentzen, se desprenden algunas
exigencias relativas al formato de las reglas operacionales.
(1) Elunico simbolo légico que puede aparecer en el enunciado de una regla
operacional para o, es O.
(2) Al enunciar las reglas de un operador 1dgico no han de presuponerse propiedades
estructurales de ||-, propiedades que corresponden a reglas de datos.
Esta claro que los céalculos SM, SI'y SC cumplen la primera exigencia. ;Sucede lo mismo con la
segunda? En presencia de las reglas D ||-, P ||- yC ||-, las reglas de introduccién del conjuntor en
el antecedente pueden enunciarse indistintamente como en el capitulo 5,
XA FY X,B|FY
X,A&B Y X,A&B [t
Y

XABIFY

X,A&B ,"-Y
Analogamente, y en presencia de esas mismas regla de datos, hay dos reglas equivalentes de
introduccién del conjuntor en el consecuente; la ya conocida

0 como sigue

XA Y X|B.,Y
X [FA&B,Y
Y ademas
X|kA,Y X |IB,Y’

XX [fA&B,Y.Y

Sin embargo, en ausencia de D ||- oC ||- esas reglas permiten distinguir dos operadores distintos.
Por un lado, el producto tensorial o conjuncién cumulativa, con las reglas
OF _XABJY
X,AOB|
Y

o XAy X’ |IB.Y’
XX’ [fAOB,Y.Y’
y por otro el producto directo o conjuncion alternativa, correspondiente al simbolo ‘&’ tal y
como viene usandose en este libro. Del mismo modo, pueden distinguirse una suma tensorial o
disyuncion acumulativa, +, con las reglas,

XAlly wB|z X|fAB.Y
X,W,A+B|}Y,Z X |[FA+B,Y

y una suma directa o disyuncion alternativa, [, con las reglas para v de SC.

Adviértase que si la caracterizacion de los operadores l6gicos es independiente de las
reglas estructurales que se postulen, lo especifico de un sistema de calculo secuencial (y por
ende de una logica) habra que buscarlo en las derivaciones que pueden escribirse con
independencia de esos operadores o derivaciones estructurales.

ALGUNAS LOGICAS SUBESTRUCTURALES.

El cuadro que viene a continuacion recoge de forma esquematica algunas de las principales
légicas subestructurales con respecto a la 16gica clasica.
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Reglas de datos suprimidas | Logica

D[ [ID relevantes

clk [kc BCK

D[, [ID, CJk, [kC lineal

todas calculo Lambek

Las légicas relevantes surgen con el propésito de formalizar una implicacién no veritativo-
funcional, basada en una conexién entre los significados del antecedente y el consecuente. El
sistema de logica relevante resultante de omitir las reglas de debilitamiento difiere de las logicas
relevantes mas comunes (como R) por no contar entre sus tesis con la distribucién de la conjuncién
sobre la disyuncion; es decir, el principio

C&AvVB) » (C&A)v(C&B)).15
Las obras de consulta obligadas sobre las logicas relevantes son Anderson y Belnap 1975 y 1992.

La motivacion para la construccion de la légica BCK, que resulta de suprimir de SC las
reglas de contraccion, es eludir las paradojas conjuntistas sin restringir el principio de comprension.
Para esta l6gica puede consultarse el articulo de Ono y Komori recogido en la bibliografia.

El cilculo Lambek es primariamente subestructural con respecto a SM en tanto que
unicamente manipula secuentes con a lo sumo una férmula en el consecuente. Hablando con
propiedad, lo que resulta de eliminar todas las reglas de datos de SM es la vatiante asociativa del
calculo Lambek. Si en la légica clasica los argumentos demostrativos estan formados por conjuntos
del formulas y en la légica lineal por multiconjuntos de férmulas, en el calculo Lambek lo estan por
secuencias de férmulas, strictu senso. Al hablar de «argumentos», hay que advertir, sin embargo, que
Lambek propuso este cilculo no como una légica alternativa sino como un instrumento para la
construcciéon de gramadticas categoriales. La versién no asociativa del cilculo Lambek emplea
secuentes constituidos no por foérmulas sino por Zrminos-premisa. Esta nocién se define
inductivamente: (1) toda férmula es un término-premisa; (2) si X e Y son términos-premisa también
lo es (X,Y). La regla de Corte se formula entonces asi:

YA XAJfC

NN

donde 'X[A]' indica que A es un subtérmino del término X y X[Y] es el término resultante de
reemplazar en aquél una ocurrencia de A por una ocurrencia del término Y. Esta es la Ginica
regla estructural de la variante no-asociativa. La variante asociativa incorpora ademas -como su
nombre indica- las reglas de datos de asociatividad:

XYY

XYY

XYY
XYY" e
Quien desee saber mas del calculo Lambek puede leer Moortgat 1988.

El interés por la logica lineal proviene del campo de la computacién porque permite
nuevos enfoques de cuestiones de distribucién de memoria, efectos colaterales, etc. La idea que
encierra la ausencia de reglas de debilitamiento y contraccion es que los argumentos demostrativos
no estan constituidos por conjuntos de férmulas, sino por multiconjuntos de férmulas.

La légica lineal, lo mismo que las légicas relevantes y el calculo Lambek, distingue los dos
tipos de disyuncién y los dos tipos de conjuncién del epigrafe precedente.. Otros operadores

lineales son los operadotes ceroatios (o unidades) 1, [, T y 0, que son respectivamente los

elementos neutros de [, +, & y L. Las reglas correspondientes a las unidades son:
Xy Xy

B1Para una formulacién secuencial de R y otras légicas relevantes, con un uso interesante de
conectivas estructurales suplementarias en la construccién de los secuentes, puede consultarse
R.T.Brady, 'Gentzenization and decidability of some contractionless relevant logics®, Journal of
Philosophical 1 ogic, 20 (1991), 97-117, ademas de Anderson y Belnap [1992].
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X1y x[oy

Ik al;

0] kT
Las conectivas {{],+,1, U} reciben el nombre de ‘multiplicativos’ y las conectivas {&, [1,1], 0} el de
‘aditivos’. Ademas de los multiplicativos y aditvos, la 16gica lineal cuenta con los exponenciales !
(clertamente) y ? (¢por qué no?),que permiten “recuperat” los efectos de las reglas ausentes de
debilitamiento y contraccion, cuyas reglas son:

X |t?Y clertamente X |k?Y

’X |y, 1A ’X, 1A Y

XY debilitamiento X|FY
XA |FY X|FPAYY
XAIFY evacuacion X|[FAYY
X2A [FY X|FPAYY

XPAPA FY  contraccion X[FPAPAY
X2A [FY X|FPAYY

Para introducirse en la 16gica lineal se puede leer el ensayo de Girard, titulado ‘Linear logic: its

syntax and semantics’, en Girard, Lafont y Regnier , comps., 1995, para seguir con Girard, Lafont y
Taylor, 1989.

CONECTIVAS ESTRUCTURALES

Segun la definicion del capitulo 5, el antecedente y el consecuente de un secuente son
secuencias. Existe sin embargo una descripcion alternativa,16 para la que antecedente y
consecuente son estructuras con arreglo a la siguiente definicion:

(1) O es una estructura de SS.

(2) Toda formula de P es una estructura de SS.

(3) Si X e Y son estructuras de SS distintas de ¢ entonces (X,Y) es una estructura de

SS.

Una primera diferencia es que cuando antecedente y consecuente son vistos como secuencias de
formulas, la coma no tiene una ariedad definida, mientras que cuando se ven como estructuras
es binaria. Asi, para reformular los SS reemplazando la coma polivalente original por la coma
binaria, habria que anadir reglas que expresaran su caracter asociativo, como

X(Y.2) |fw X[y, (z,W)

(X,Y),Z [fw X[ (Y.2),W
El caracter binario de la coma hace emerger una analogia con los operadores oracionales del
prolenguaje. Si un operador oracional combina férmulas con formulas para construir féormulas,
la coma combina dos estructuras dando como resultado una nueva estructura.

Si se profundiza en la comparacion de la coma con los operadores sentenciales binarios
se advierte su caracter polivalente, ambiguo: en el antecedente puede “traducirse” al lenguaje
objeto por la conjuncion y en el consecuente por la disyuncion. Lo que se quiere decir aqui por
“traduccion” queda aclarado por la siguiente proposicion: 4, ...,4; ||-B b....Bj es SS-demostrable
siy solo si lo es A[&...&Ai”’B} V...VB;.

Otro nombre para los operadores oracionales es “conectivas sentenciales”. Basandose
en consideraciones como las anteriores; se dice que la coma es una conectiva estructural. Un

16 El origen de esta concepcion se remonta a J.M. Dunn. Cfr. Anderson y Belnap (1992), §.61.1.
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calculo de secuentes puede incorporar multiples conectivas estructurales (en el epigrafe
siguiente puede encontrarse un ejemplo). Esta posibilidad parece haber dado pie a cierta
confusion terminoldgica y conceptual en algunos autores. Asi, hay quienes entienden por
“logica subestructual” lo que propiamente seria un calculo de secuentes con un (meta)lenguaje
estructural generalizado.

LOS CALCULOS DE SECUENTES SM*, SI* Y SI*.

Para formular un calculo de secuentes con negador para las logica minima, intuicionista
y clasica, que muestre que la primera y la segunda son subestructurales con respecto a la tercera,
se emplea un lenguaje estructural generalizado, con las conectivas estructurales coma, binaria, y
asterisco, unaria. Por consiguiente, en esos calculos la definicion de estructura es la siguiente:
1) @ es una estructura; no obstante se escribe X ||- 0 ||-Y en vez de X ||- Oy0O ||-Y'17
2) Toda formula de P es una estructura.
3) Si X e Y son estructuras no vacias, (X,Y) es una estructura.
Si X es una estructura también lo es *X.
La funcién del asterisco, como se comprobara dentro de un momento, es permitir el
desplazamiento de una estructura del antecedente al consecuente y viceversa. La presencia del
asterisco permite formular reglas operacionales visibles, reglas en las que las formulas activas
estan aisladas en uno de los lados del secuente mientras los elementos pasivos o contextuales
aparecen en el otro lado y se representan en bloque (es decir, sin asignarles ninguna estructura
especifica) en el enunciado de la regla.18

Se describe en primer lugar SM*, el calculo de secuentes correspondiente a la logica
minima.

SM*
Reglas de razonamiento
Axiomas Ala
Regkas de datos
Dt Xy Cl XXy Pl X Y|z
XA Y X[y Y.X |z
Al X(Y.2) W I X.Y|z I X|pry.z
(X,Y),Z|fW XY,z XYz
donde X y Z pueden ser vacias
“I XA
XA
Reglas operacionales
& XA X|B &l Ay &l Bty
XA&B A&B|Y A&B|Y
vl Al Bl v XA v X|tB
AVB|Y X fAvB X fAvB
A X|*A - Al - XAlB
X[-A ~Aly X[tA~B
-k X[lA  BJY oo XA ] Al [y

17 Para evitar algunas complicaciones en la formulacién de las reglas, en 16gica perspicua es comin
el uso de la conectiva estructural O-aria I, en sustituciéon del simbolo vacio de Gentzen.
18 Para la nocién de regla visible, vid. Sambin, Battilotti y Faggian (2000).
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A-B[FX, Y X|H@wA (MAV] Y

Fo- X FA[t] O Alry
X[KO)ALV] GAfY
(*) vno esta libre en X, Y; se dice que v es la variable dependiente de la regla
(**) t es un término arbitrario de P.

OBSERVACIONES.-

[1] Las diferencias con respecto a SM son la incorporacion de nuevas reglas de datos (la regla
A ||- de asociatividad y las tres reglas para el asterisco), la generalizacion de férmulas a
estructuras de algunas de las reglas de datos restantes (P |} y C|) y la visibilidad, de las reglas
operacionales.

[2] De manera aproximada, la funcion de la conectiva estructural * es pasar una formula del
antecedente al consecuente marcandola con el signo ‘*’. Las dos primeras, en tanto que
establecen la equivalencia de dos secuentes, son reglas de reescritura.

[3] Teniendo en cuenta la funciéon que desempeiia el asterisco, si *X es un constituyente del
antecendente (consecuente) de un secuente, X sera un constituyente consecuente (antecedente)
de ese secuente. Por eso a veces resulta util pensar en términos de ocurrencias positivas y
negativas, y no s6lo de ocurrencias antecedentes y consecuentes.

[4] La presencia de las reglas ||-* ,Y - |- , que llevan de secuentes premisas con una unica
formula en el consecuente a un secuente conclusion con mas de una féormula en el consecuente
puede causar cierta perplejidad, puesto que la asimetria entre el antecedente y el consecuente
parece, en SM, un rasgo definitorio de la l6gica minima. Tratemos de disipar esa perplejidad.
[6] La simple inspeccion de las reglas de SM* permite constatar que cualquier secuente
demostrable con mas de una formula en el consecuente es de la forma X||-*Y,Z. Partiendo de un
secuente de la forma X||-*A,Y, solo puede reemplazarse ‘*A’ por ‘—A’ cuando aquella
estructura puede “despejarse” como Unico constituyente del consecuente, por ejemplo, como se

indica a continuacion:
XA Y
XA[Y - *
(XA)*Y b *[r
YA | Pt
CY.X),Af Al
*Y X I *A "_*
.Una vez que Y pasa al antecedente marcada con *, la ausencia de una conversa para * ||- impide
devolverla al consecuente, y por ello el inico modo de hacer desaparecer el asterisco es
reemplazarlo por un negador (siempre, claro esta, que Y sea una féormula). Al hacerlo,
desaparece del secuente la parte consecuente Y en beneficio de la parte antecedente —Y, con lo
que el secuente ~Y, X ||* A tiene como tnica parte consecuente *B. La conclusion es que en SM*
solo se manipulan secuentes con mas de una parte consecuente para pasar de secuentes con a lo
sumo una parte consecuente con secuentes con esa misma caracteristica.
[7] Obsérvese para terminar que la nueva version de la regla ||~ hace que en SP*, a diferencia
de lo que sucedia en SM, no haya ninguna regla operacional que lleve de premisas con
consecuentes con a lo sumo una féormula a una conclusiéon con més de una formula en el

consecuente. Como se recordard, es la clave para mostrar que la 16gica minima es subestructural
con respecto a la logica clasica.

TEOREMA 19. Todo secuente demostrable en SM es demostrable en SM*.
DEMOSTRACION. Antes de proceder por induccion sobre la longitud de la demostracion en
SM del secuente, hay que salvar las diferencias de formato entre los secuentes de SM, que se
construyen con la coma polivalente de Gentzen, y los secuentes de SM*, que usan la coma
binaria de Belnap. Una estructura de SM del tipo Xi,...,X, es ambigua vista desde SM* ; al
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escribir X,Y,Z con la coma de Gentzen, no se estan distinguiendo (X,Y),Z’, ‘X,(Y,Z)’,
‘Y,(X,Z)’, etc., ahora con la coma de Belnap. Sin embargo, es una diferencia inocua, puesto que
la presencia en SM* de las reglas P|}, Al}, |* y [I-* hace equivalentes entre si a todos esos
secuentes.

La base de la demostracion es inmediata, puesto que SM y SM* comparten los mismos
axiomas. Para el paso de induccion, hay que considerar tantos subcasos como regla de SM. El
esquema comun a todos esos casos es el siguiente. Sea 7 una demostracion en SM de un
secuente S que termina con una aplicacion de una regla R. Por hipotesis de induccion, para cada
premisa de R existe una demostracion en SM*; aplicando a esas premisas la regla de SM*
homoénima a R, y posiblemente una combinacion de reglas de datos, se tiene una demostracion
en SM* del secuente S. A titulo de ejemplo, se describe el caso de la regla — ||- Si hay una
demosracion &t en SM de la forma

X |'|-A Y,E k¢
X,Y,A—BJ[fC

que termina con una aplicacion de esa regla, hay por hipétesis de induccion sendas
demostraciones en SM* de X|FA y de Y,B|}C. Procédase entonces asi:

Y,B |tC Hip.

BY[|C P}

Hip. XA Bl*Y,C |*
Hip. A-BFX,(*Y,C)  —|
A—BX|*Y,C IF-*

Y, (A—B,X) |IC P|
(Y, A—B),X|}H}C A
X,(Y,A—B) [IC P|
(X,Y),A—B|C A

_I

Mas delicada es la demostracion de la conversa del teorema 19, puesto que exige, en el paso de
SM* a SM, deshacerse primero de las ocurrencias del asterisco. Para ello se demuestra primero
el lema 10.

LEMA 10. Si © es una demostracion en SM* de un secuente S sin ocurrencias de ‘*’, entonces
en ningln secuente S’ de 7 hay partes antecedentes de la forma *X a menos que X sea una
formula.

DEMOSTRACION. Por inspeccion de las reglas; adviértase que la tnica regla que introduce
un asterisco en el antecedente es * ||- y que lo hace prefijandolo a una férmula.

Este lema pone de manifiesto una asimetria antecedente/consecuente peculiar de SM* , puesto
que hay partes consecuentes en las que el asterisco esta prefijado a estructuras complejas. Esto
permite “reformatear” los secuentes. Se empieza por escribir a(X),c(Y) por X ||-Y Se definen
entonces a y s para estructuras complejas (es decir, las que no son férmulas) :

I. a(X,Y)=a(X),a(Y)

2. c(X,Y)=c(X),c(Y)

3. a(*X)= a(—X), puesto que por el lema 10 X es una formula.
4. c(*X)=a(X).

Cuando se aplican estas transformaciones hasta el final, se obtiene una secuencia de expresiones
de las formas a(A) y c(A), y por consiguiente sin ocurrencias de ‘*’. Finalmente se construye
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un secuente, colocando A en el antecedente cuando a(A) aparece en la secuencia anterior y
haciéndolo en el consecuente cuando aparece ¢(A). Naturalmente, aqui la conectiva estructural
es la coma polivalente de Gentzen. Diremos que este secuente es la SM-transformacion del
secuente original de SM*. Veamos qué sucede cuando se aplica el procedimiento descrito
a un secuente de la forma (A,B),*C ||-*D,E.
a((A,B),*C),c(*D,E)
a(A,B),a(*C),c(*D),c(E)
a(A),a(B),a(—C),a(D),c(E

AB~CDI[E

LEMA 11. Si un secuente es demostrable en SM* entonces su SM-transformacion es
demostrable en SM.

DEMOSTRACION. Para empezar, reparese en que el procedimiento de traduccion garantiza
en el consecuente de la SM-transformacion de un secuente X ||-Y solo pueden aparecer formulas
de Y, nunca formulas de X. En concreto, la SM-transformacion de un secuente de la forma

X ||-*A es de la forma Y,A ||-, lo que permite dar cuenta de la regla ||-ﬁ de SM*. Una sutileza es
que las transformaciones de la premisa y la conclusion de la regla — ||- son idénticas, puesto que
en el antecedente *A se traduce por —A. El andlogo en SM* de la regla de SM de introduccion
del negador en el antecedente es, en este contexto, la regla * ||- Por lo demas, la demostracion es
trivial y queda encomendada al lector meticuloso. .|

Teniendo en cuenta el modo en que se define la consecuencia a partir de la nociéon de secuente
demostrable, el teorema 19 y el lema 11 permiten concluir:

TEOREMA 20. Para todo conjunto de formulas X de Py toda formula A de P, X |-SMA Syss
X Fom+A.

Para extender SM* a un calculo de secuentes para la logica intuicionista basta, como cabia
prever, con afiadir una version apropiada de la regla de debilitamiento por la derecha. Asi pues,
el calculo SI* resulta de incorporar a SM* la regla

(353 x|y
xJFy.A

SiY=0 o0 Y=*Z
El sistema deductivo resultante posee las caracteristicas que permiten demostrar los (analogos
de los) lemas 10 y 11, permitiendo establcer entonces la equivalencia de SI'y ST*.

TEOREMA 21. Para todo conjunto de formulas X de Py toda formula A de P, X |-SIA Syss
X fsi-A.

Mas novedades presenta el calculo de secuentes para la 16gica clasica SC*. En primer lugar, hay
que reemplazar la regla ||-D[ por la mas general:

(¥ Xy

X|Fy,z
En segundo lugar, hay que afiadir las simétricas por la derecha de las reglas de datos.
¢ X,y |fp x|,z
XY XWZ,Y
Al XY, (Z,W)
X|HY,Z),W

Finalmente, hay que generalizar * || al modo de |* y afiadir su inversa:
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*|F Xly.z x| X*Y |z

X*Y |z X|y,z
Donde X y Z pueden ser vacias

La equivalencia de SC* y SC se demuestra de forma mas directa que en los dos casos
anteriores. Al no haber limitacion alguna del nimero de formulas consecuentes, al transformar
los secuentes de SM* en secuentes de SM, el asterisco puede tratarse uniformemente. La
transformacion de un secuente de SM* en un secuente de SM se realiza a través de las
equivalencias siguientes:

L. a(X,Y)=a(X),a(yY).
2. c(X,Y)=c(X),c(Y).
3. a(*X)= c(X).

4. c(*X)=a(X).

Asi, la SC-transformacion del secuente (A,B),*C II—*D,E se obtiene como sigue.
a((A,B),*C),c(*D.E)
a(A,B),a(*C),c(*D),c(E)
a(A),a(B),c(C),a(D),c(E)

ABD|CE

La demostracion de los lemas 12 y 13 es entonces bastante directa.
LEMA 12. Todo secuente demostrable en SC es demostrable en SC*,

LEMA 13. La SC-transformacion de todo secuente demostrable en SC* es demostrable en SC.
Se llega entonces al

TEOREMA 22. Para todo conjunto de formulas X de Py toda formula A de P, X |—SCA Syss
X |_SC*A'

LOGICAS PERSPICUAS"

Convengamos en escribir X(Y) para indicar que la estructura Y es una subestructura de X. Es
una caracterizacion imprecisa mientras no se especifique con qué conectivas estructurales se
cuenta, pero bastara por el momento. Asimismo, se dira que dos secuentes X ||-Y yZ ||-W son
equivalentes en un calculo de secuentes SS cuando existan sendas derivacion libres de corte en
SS de X ||-Y a partir de Z ||-W ydeZ ||-W a partir de X ||-Y Por ejemplo, los secuentes A,A,B ||-C
y B,A ||-C son equivalentes en SC, como se muestra a continuacion.

AAB|C Hipétesis
ABA[C Plr
B,AA [fC Pt
BA[C cl
B,A|FC Hipotesis
ABIFC Pt
A,B.A [fC DIt
AAB|C Pt

Por el contrario los secuentes X |FY y X,A |FY no son equivalentes en SC: aunque la regla de
debilitamiento en el antecedente permite pasar del primero al segundo, ese paso no es reversible.

19 ‘Logica perspicua’ es una traduccion de Display logic; hasta donde sé, no hay una traduccion
establecida al espafiol.
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La logica perspicua estudia los sistemas perspicuos de calculo de secuentes. Un célculo
secuencial SS es perspicuo syss para todo secuente X(Z) ||-Y(W) existen dos secuentes de las
formas Z ||-U yV ||-W equivalentes en SS al primero. Es obvio que los sistemas SM, SI'y SC no
son perspicuos, lo que no quiere decir que no haya formulaciones perspicuas de esas ldgicas.

El atractivo de la logica perspicua se apoya en cuestiones técnicas y filosoficas.
Técnicamente, la perspicuidad permite dar una demostracion muy general del teorema de
eliminacion de la regla de corte, que apela inicamente a propiedades comunes de las reglas
estructurales y operacionales.”’ Asi, la logica perspicua proporciona las tnicas formulaciones
libres de corte de varias logicas relevantes y de la l16gica modal brouweriana (conocida como
KTB en la nomenclatura de Lemmon-Scott). Filoséficamente, podria objetarse que una regla
operacional no visible como

-} xay  zB|w
X,Z,A—B[FY,w

no se limita a explicar el significado derivacional de — puesto que lo que muestra es cOmo se
comporta A—B en el contexto y por ello la explicacion involucra también a la coma en el
explanandum.. Si un sistema es perspicuo, una regla como — ||- puede reformularse
“despejando” A, B y A—B en los lugares correspondientes:
- xJa By
A-Blz

Belnap considera que de este modo se separan la explicacion de las propiedades de los simbolos
logicos de las propiedades del contexto. Primero se explicarian el funcionamiento de los
elementos contextuales (regla estructurales) y después, en un acto separado, el papel de, por
ejemplo, A—B como unico elemento del antecedente/consecuente. Sin embargo, los sistemas
SM* y SI* nos ensefian que la perspicuidad no es imprescindible para discriminar las
propiedades operacionales y contextuales. La cuestion es mas bien la visibilidad de las reglas
operacionales.

PERSPICUIDAD DE SC*.

Especificadas las conectivas estructurales de SC*, se puede precisar la definicion anterior de
perspicuidad. La introduccion de la conectiva estructural * lleva a redefinir las nociones de parte
antecedente y parte consecuente de un secuente (y asi a precisar la vaga nocion de
subestructuras antecedentes y consecuentes) en el espiritu de la tercera observacion. Una
subestructura de una estructura en un secuente es positiva si no cae bajo el alcance de ningan *
o si cae bajo el alcance de un numero par de *. Si por el contrario cae bajo el alcance de un
numero impar de ocurrencias de *, se dice que la subestructura es negativa. Lo mismo que
antes, en X ||-Y, X es el antecedente e Y el consecuente. Una parte antecedente de un secuente
es una subestructura positiva de su antecedente o una subestructura negativa de su consecuente.
Una parte consecuente es una subestructura negativa de su antecedente o una subestructura
positiva de su consecuente.

La definicion habitual de la perspicuidad es la siguiente:

DEFINICION 1.Un célculo de secuentes SS es perspicuo syss para cualquier secuente S y
cualquier parte antecedente X (consecuente) de ese secuente, existe un secuente S’ equivalente
en SS a S de la forma X"-Y (Y ||-X).

Sin embargo a todos los efectos seria suficiente con una nocion mas débil (y quiza mas
cuidadosa) de la perspicuidad.

20 Para la demostracién del teorema de eliminacion de la regla de corte en los sistemas perspicuos
puede consultarse Belnap(1982) o Restall (2000), cap.6.
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DEFINICION 2.Un célculo de secuentes SS es perspicuo syss para cualquier secuente S
demostrable en SS'y cualquier parte antecedente X (consecuente) de ese secuente, existe un
secuente S’ equivalente en SS a S de la forma X |}Y (Y [FX).

Los calculos SM* y SI*, en cualquier caso, no son perspicuos en ninguna de las dos acepciones.
La ausencia de la regla -* ||- hace que no haya ningtn secuente equivalente a, por ejemplo,
A,*(AVB) ||- cuyo consecuente sea AVB. Por el contrario, SC* es perspicuo en ambos sentidos.
En Ia literatura sobre el tema pueden encontrarse dos conjuntos de postulados de
equivalencia para asegurar la perspicuidad (en el sentido de nuestra primera definicion) de los
calculos que los contengan. El primero, debido a Belnap, es el esquema P (por Pittsburgh), que
define la equivalencia perspicua como la menor relacion de equivalencia que hace equivalentes
entre si todos los secuentes que aparecen en el cuadro siguiente en la misma columna:
XYz | x|,z X |y
XYz | X*Y|fz | *v|x
Xlkz,y | **X|y
El segundo, debido a Wansing, es el esquema A (por Amsterdam) y define la equivalencia
perspicua como la menor relacion de equivalencia que hace mutuamente equivalentes a los
secuentes de la misma columna del cuadro que viene a continuacion:
XYz | x|fv.z X|Fy
Xlz*y | xX*z|Fy | *Y[|x
YIxz | *v X[z | X[y
Aunque el esquema A y el esquema P no establecen las mismas relaciones entre secuentes, cada
uno de ellos por separado asegura la perspicuidad del sistema que los incorpore.,; No obstante,
es facil comprobar que las reglas P ||- y ||-P hacen equivalentes entre si a los esquemas A y P.
Atendiendo a la configuracion de su antecedente, hay dos tipos de secuentes,
representados por los esquemas X,Y ||-Z y *X ||-Y Analogamente y atendiendo ahora a la
configuracion de su conecuente, se distinguen dos tipos de secuentes, X ||-Y,Z y X ||-*Y Para
mostrar que los esquemas A y P aseguran la perspicuidad basta con mostrar que permiten
reescribir de forma equivalente cada uno de esos secuentes como se muestra en el cuadro
siguiente:

XYz [X[w
XYz [Y[w
X[y (W]
X[z [wly
Xky.z [z[w
X[y |Y[w

A continuacion se muestra como los esquemas A y P aseguran la perspicuidad. El trazo doble
entre secuentes indica que el secuente de arriba y el secuente de abajo son equivalentes en el
esquema considerado; el nimero entre paréntesis a la derecha remite a la columna
correspondiente del esquema de equivalencias del que se trate.

PERSPICUIDAD EN EL ESQUEMA P.
XYz XYz *X |Fy
Xy.z | [X]FY.z 1) [*Y[F*x [(3)
X |z, ¥y @) [**X[|y | 3)
X*ZFYy @ [*x|F*y  |(3)
Y [xx |(3) [*Y[X 3)
2)
Y[F#X.*2) [(3)

21 Para una comparacién de los dos esquemas puede consultarse N. Belnap (1996).
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X|fy.z X|Fy.z X [Fry
X*Y[z @) | X[|Z.Y Q@ |[*Y*X |3
XAZY @) |Y[|*X 3)
PERSPICUIDAD EN EL ESQUEMA A.
XY |z XYz *X by
Xlzxy [0 |Y[PXz [ [*Y[P*X [@3)
*Y |FY (3)
X[y ,z X|fy.z X |pry
XAZIY | [*YX[Z @) [**Y|*X ()
XY ()

Para establecer entonces la perspicuidad de SC* todo lo que hay que hacer es mostrar
que contiene uno de esos dos esquemas.

LEMA 14. SC* contiene el esquema P.

DEMOSTRACION. Las equivalencias de la primera columna del esquema P son establecidas
por las reglas ||-* y ||- -*_Para la equivalencia de los dos primeros secuentes de la segunda
columna basta con invocar las reglas * ||- y -* ||-, para la equivalencia de esos dos secuentes con
el tercero de la misma columna hay que usar la regla |FP. Finalmente, para las de la tercera
columna, hay que usar P ||- , ademas de todas las reglas mencionadas anteriormente.

_I

COROLARIO 11. Para cualquier secuente S y cualquier parte antecedente/consecuente X de S,
existe un secuente S” de la forma X ||-Y oY ||-X, respectivamente, que es equivalente en SPC a S.

EJERCICIOS.

(1) Demostrar las aserciones 1-3 del epigrafe Los calculos de secuentes SI+-y SCL.

(2) Una légica es paraconsistente cuando en ella no vale la regla de Escoto A,—A }B ;Qué
reglas estructurales de SC habria que eliminar para tener una ldgica paraconsistente
subestructural con respecto a la clasica?

(3) Demostrar el lema 10 (Pista: mostrar que una parte antecedente de la forma *X no puede ser
eliminada en una demostracion a menos que X sea un formula).

(4) Explicitar la demostracion del lema 9.

(5) Demostrar los lemas 12y 13.

(6) Demostrar en SM* y SI* los axiomas A10 y A13 del capitulo 4, respectivamente.
Demostrar en SC* los axiomas Al4y Al14’.

@) Esl‘[lflblecer la equivalencia de los esquemas de Amsterdam y Pittsburgh dadas las reglas P ||-
y |FP.

(8) Mostrar que SC* contiene el esquema A.

(9) Formular un calculo de secuentes para la 16gica de Rasiowa con seminegacion (descrita en
el ejercicio 5 del capitulo 2) usando como conectivas estructurales la coma y el asterisco.
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CAPITULO 6. SISTEMAS DE TABLAS ANALITICAS

En la figura que se llama oxzmoron, se aplica a
una palabra un epiteto que parece
contradecirla; asf los gnosticos hablaron de
luz oscura; los alquimistas, de un sol negro.
J.L. BORGES, E/ zabir .

DEL CALCULO DE SECUENTES A LAS TABLAS ANALITICAS.

En la tipologia de los sistemas deductivos del capitulo 1, los sistemas gentzenianos se
oponen a los sistemas hilbertianos porque éstos constan de reglas de nivel 0 de la forma

X=Y
(e.g. 1a regla de modus ponens A — B,A = B) y aquellos de reglas de nivel 1 de la forma
Xi=Y,...Xi=> Y,
X=Y
(como la regla ["-—»] X, A=B)Y / X=A-B)Y). A su vez, las reglas de nivel 1 se subdividen en

reglas estructurales y operacionales, y éstas en reglas de eliminacion y reglas de introduccién. Segin
lo expuesto en el capitulo 1, las reglas de introduccién se caracterizan porque para cualquier

aplicacion de esa regla c(Xi = Yi,..., Xi = Y1)=c(X=Y)-1 y las de eliminacién porque en todas
sus aplicaciones se comple c(Xi = Yi,..., X1 = Y1)=c(X=Y)+1. La distinciéon entre reglas de
introduccién y de eliminacién permite clasificar los sistemas gentzenianos en tres grupos:
(a) sistemas de cileulo secuencial aquellos cuyas reglas operacionales son reglas de introduccién;
(b) sistemas de tablas analiticas: aquellos cuyas reglas operacionales son reglas de eliminacion;
(c) sistemas de deduccion natural: aquellos que constan tanto de reglas de eliminacién como de
reglas de introduccion.??
Los tres capitulos precedentes estan dedicados precisamente al estudio de sistemas gentzenianos
del primer grupo. En este capitulo se consideran sistemas del segundo y en el proximo capitulo
los del tercero.

La manera mas sencilla de obtener un sistema de tablas analiticas a partir de un sistema de
calculo de secuentes es invertir sus reglas,transformando asi reglas de introducciéon en reglas de
eliminacién. Partiendo de los sistemas SS resultan los sistemas de tablas analiticas TSS que se
describen a continuacién.

Logica minima (TSM)
Secuentes de cierre AlfA
Reglas estructurales

DI  XAlY R} XAJY

Xl XAAY

Pl X,BAX'[FY
X,ABX'[FY

Reglas operacionales

&t X,A&B[FC X,A&B C

XA[C X.BJIC

2 . . . -
Hay que reconocer que la nomenclatura no es particularmente afortunada y puede inducir a confusion.

Sistemas bidireccionales (deduccién natural) y unidireccionales, distinguiendo dentro de éstos ascendentes

(calculo de secuentes) y descendentes (tablas analiticas), serfa preferible si no fuera por el peso de la historia.
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XA X|IB
v X|AvB X |fAvB
XA X|B
v X,AVBfC
XAlC XBJC
- Xy.A-BJC b~ _ xpa-B
XA Y,B|IC XA B
F XA (. XA
X, Al XA
o XfOwa Ok X, (VAR [|B
XJtA XA B
o X[EG)AL] O X,[O)A B
X [FA[d] X,A|B

Donde las reglas [F0 y O} estin sujetas a la restriccién:de que v no esté libre en X, B.

Logica intuicionista (T'SI)
Afadase a TSM la regla estructural
o XA

N

Logica clasica (TSC)
Secuentes de cierre A||-A

Reglas estructurales

D XAY R|} XAJY

X|Fy X,AA Y
Pl X,BAX'|FY 39) XJFAY
XABX'[FY X[y
R XJFAY P XJy,BAY
XJFAAY X[y, ABY'
Reglas operacionales
&| X,A&B FY X,A&B FY
XA Y X.BJFY
|F& X fA&B,Y
X[FAY X|B,Y
v XJFAVB,Y XJFAVB,Y
X[FAY X|B,Y
vt X,AVB Y
XAl X,BFY
- X,Y,A - BFZ,W - X[JA-BY
X[kA,Z Y,B|hwW XA[B,Y
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= XJFAY [ XAY

X,7AlY X[-AY
o _XkowAY O _X,OvAp Y
X[FAY XAl [FY
o XA  OF XAy
X [FA[t,Y XA Y

Donde las reglas O y O} estin sujetas a la
restriccion:de que v no esté libre en X, Y.

Adviértase que la inversion afecta también a las reglas estructurales, y no sélo a las
operacionales. Se ha reemplazado la letra 'C' de la designacién de las reglas de contraccién por la
letra’R’, de «reiteraciony, por considerar que ésta es ahora una denominacién mas adecuada.

Una demostracion de un secuente X"-Y en TSS (FTSM,TSL,TSC) es un arbol finito cuyos nodos
son secuentes de P tal que

(1) su origen es X”—Y,

(2) sus nodos terminales son secuentes de cierre,

(3) cualquier nodo distinto del origen resulta de su predecesor al aplicar una regla de TSS.
De un arbol finito que satisfaga las condiciones enunciadas excepto 2 se dice que es #na tabla
analitica para X |FY. En consonancia, una tabla para X |FY cuyos nodos terminales sean secuentes de
cierre es una fabla analitica cervada para X|FY, v asi un secuente es demostrable syss hay una tabla
analitica cerrada para él. Por consiguiente, una férmula A es derivable en TSS de un conjunto de
formulas X syss para algin subconjunto finito Y de X, el secuente Y |FA es demostrable en TSS.

Es obvio que TSM es equivalente a SM™ (es decir, ambos definen la misma relacion de
derivabilidad), TSI a SI' y TSC a SI: al invertir una demostracion de X|fA en TSS se tiene una
demostracion de X |FY en SS y viceversa.

Desde luego todo esto no es particularmente excitante. Mas adelante se aclarara algo de lo que se
gana invirtiendo las demostraciones del célculo secuencial. Pero antes hagamos un par de observaciones.
Hay quien mantiene que las reglas de introduccién son, en el orden de la justificacion, anteriores a
las reglas de eliminacién. Por consiguiente, el calculo de secuentes setfa anterior a ese respecto al
calculo de tablas analiticas (de hecho lo es cronolégicamente: el origen de éste hay que buscarlo en
las demostraciones de completitud de aquél).

La segunda observacién trata de prevenir un error de concepto relativamente extendido en
nuestro pafs (y proviniente de la obra de E.W.Beth)?3. Aunque la apostilla final del parrafo anterior
sugiere que las tablas analiticas exhiben una afinidad mayor con los lenguajes formales que los
calculos secuenciales, esta claro que las tablas analiticas no son en ningin sentido un procedimiento
semantico. Son un sistema deductivo, exactamente igual que los cilculos de secuentes. Después de
todo si al leer al revés las reglas y demostraciones de un sistema deductivo, de naturaleza sintactica,
resultase un lenguaje formal, de naturaleza semantica, habria que admitir la existencia de la magia.
Es cierto que las reglas de tablas analiticas admiten, exactamente igual que las de calculo secuencial,
una lectura semantica (en términos de preservacion de propiedades semdnticas), pero eso no las
convierte en reglas semanticas.

REESCRIBIENDO LOS SECUENTES.

Las convenciones vigentes para la transcripcion de demostraciones en TAS hacen la tarea
innecesariamente engorrosa por la cantidad de redundancia tolerada. Un ejemplo sencillo ayudara a
entendetlo.

23 . . . .. , . . .,
Al describir un mecanismo deductivo similar al de estas paginas, Beth emplea la denominacién «tablas
semanticas» -la introduccién de terminologfas desafortunadas no es en légica tan rara como debiera.
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FGx) (Px — (Cy)Py)

0 @Px - (OyPy), () Px—- (OyPy) R
[FPc - (Oy)Py,Go@Ps - Oy)Py) |0
P |(Oy) Py, (k) (Px — (Oy)Py) k-

Pc [Py, (Ck) (Px — (Ly)Py) o
Pc (o) (Px - (y)Py),Py IPP
|

Pc [Py - (Ty)Py,Py IO
Pc,Py [H(Oy)Py,Py =
Py,Pc |(Oy)Py,Py P|
Py [Py, (Cy)Py Dt
Py |(Cly)Py,Py (2
Py [Py 38

La informacion relevante para la construccién de la tabla es, en tltima instancia, de la forma «A en
el antecedente» y «A en el consecuente». Desde este punto de vista, una misma informacién como
«(k)(Px - (Uy)Py) en el consecuente» aparece registrada siete veces: una en cada uno de los nodos
1, 3-6 y dos veces en el nodo 2. Dicho de un modo mas grafico, la informacién se registra
horizontalmente (en cada secuente) y verticalmente (pasando de un secuente a otro).

Estas consideraciones sugieren que la transcripcion podria simplificarse utilizando el
separador de secuente '|' como prefijo y sufijo de férmulas, y registrando la informacion
Gnicamente en el eje vertical. La idea es leer '[FA' como «A en el consecuente» y 'A |} como «A en el
antecedente». Las demostraciones se representarfan entonces como darboles con nodos de las
formas '||-A' y 'A”-', siendo A una férmula de P, en los que el enésimo nodo O de una rama © irfa
asociado con el secuente A1,...,Ai||-B1,...,Bi cuyo antecedente estarfa formado por las férmulas C tales
que CJf es un nodo de © que precede o es igual a O, y cuyo consecuente por las férmulas D tales

que |D precede o es igual a @ en ©. Asf, la demostracién anterior se convertitia en

1. HG)Px - [Dy)Py)
2. [}Pc— @y)Py

3. Pclt

4. |FOy)Py

5. [Py

6. [Py - (Cy)Py

7. Pyl
Adviértase que todo apunta a que esta transformacién permitira prescindir de reglas estructurales, lo

que por clerto es menos ventajoso de lo que podria parecer. Asi, la formula con prefijo del nodo 1
es usada dos veces, dando lugar a 2 y 6, en tanto que la aplicaciéon de la regla no la «cancela»
reemplazandola por otra férmula. Esto permite pasarse sin la regla de reiteracién. Si la profundidad
de los nodos no determina el orden de aplicacion de las reglas, puede prescindirse asimismo de la
regla de permutacién. Finalmente, si una rama cerrada es simplemente una rama con dos nodos [FA
v A |} (sin requerir, por ejemplo, que uno de ellos sea el predecesor del otro), también cabe omitir la
regla de permutacion.

La desaparicién de las reglas estructurales, si bien puede ser vista como una simplificacién,
plantea un problema, puesto que desde una perspectiva secuencial las diferencias entre las 16gicas
minima, intuicionista y clasica vienen expresadas precisamente por medio de reglas estructurales.

En el epigrafe siguiente se abordan ésta y otras cuestiones, formulandose todas estas
sugerencias con la precisién debida.

TABLAS ANALITICAS PARA LAS LOGICAS MINIMA, INTUICIONISTA Y CLASICA.

Se hari uso de los signos auxiliares ‘|F y ‘0°. El primero se usari como en el epigrafe
precedente. El segundo no ha de ser confundido con el asterisco del capitulo 7, que representa una
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conectiva estructural. Llamaremos «f6rmulas signadas» a las expresiones de las formas '[fA" y 'A

F,

donde 'A' es una formula de P. La funcién de la estrella es marcar determinados puntos de una
rama para capturar las diferencias entre las légicas que se vienen considerando mediante las

restricciones oportunas.

Loégica minima (TM)

lFe &t
A A&B]
AN .
O 0
kA (8 Al
Bl
vl X
AvBJ bavB | fAvB
N .
0o 00
Al B |t 22 88
-~ |
ALB F [FA B
A IZI.IZI
/N A
ta B}t B
= [
-2 -k
D.D IZIIIZI
Al FA
i O
Fama @Ak
IZI.IZI D
FAL Al
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o Ojf
HOv)Afv] @A
D.D D
A Al

Restricciones.- (1) Las reglas D"- y ||-D estan sujetas a la restriccion: v no esta libre en ninguno de los
nodos que preceden a la conclusién. (2) Las reglas ||, |Fv, |-, [, 2y IO dnicamente pueden
aplicarse cuando entre la premisa correspondiente y el nodo terminal de la rama no hay ninguna
estrella. (3) La aplicacién de la regla 7|} presupone que el nodo terminal de la rama que se esti
extendiendo no es de la forma ||-B y entre cualquier nodo de la forma ||-B y el nodo terminal hay un
astetisco.

Légica intuicionista (TT)
Como TM eliminando la restriccion (3) de la regla = ||-

Logica clasica (TC)
Como T1I eliminando de las reglas los asteriscos.

Definiciones
Una tabla analitica en TS (=TM,TL,TC) para un conjunto finito de férmulas signadas
{A4 ||-,...,An ||-, |-B} es un arbol cuyos nodos son férmulas signadas y tal que
(1) su origen es Ay ||-,
(2) si n>i el unico sucesor de A; ||- es Ai+1 y en caso contratio es ||-B,
(3) cualquier nodo distinto de los n+1 primeros resulta de un nodo que
le domina al aplicar una regla de TSS.
Una rama de una tabla analitica para TS (=TM,TLTC) es cerrada syss 1) contiene dos nodos A"- y
A, v 2) entre FA y el nodo terminal no hay ningtn asterisco. Una tabla analitica en TS es cerrada
syss todas sus ramas lo son.
X |-T5B (la férmula B se sigue en TS del conjunto de férmulas X) syss para algin
{A1,...,An} X, hay una tabla analitica cerrada para {A; ||-,...,An |-, ||-B} en TS.
Con respecto a TC hay que sefialar que, alternativamente, podrian conservarse los
asteriscos, de manera que las reglas para Tl y TC serfan exactamente iguales, eliminando de la
definicién de rama cerrada para TC la segunda clatsula.

EJEMPLOS

1. Fc(A=BywvB-A)

LHA - B)v(B - A)
2.fA-B

3.B-A

4.A

5.1

6B

7.FA

[x]

— e N
T
o
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2. FrmA S (ASB)

2. (A - B)&(A - —B) - TA
1.JHA - B)&(A - —B) - A

0

2. A-B)&A-B)|} } -1
3.F-A

4A-B)} } &|h2
5.(A- B}

6.A .3

07—

7.FA 7.B = |4

EQUIVALENCIA DE LOS TSS Y LOS TS.

Ya se ha indicado que la funcién del signo auxiliar '0' es diferenciar a las 16gicas minima,
intuicionista y clasica entre si en ausencia de reglas estructurales. Las dos primeras se distinguen de
la tercera desde el punto de vista del calculo de secuentes porque sélo manipulan secuentes de las
formas X|FA y X|J}. El efecto de insertar una estrella entre dos nodos de una rama es borrar
cualquier nodo antetior consistente en una férmula con prefijo '||-', como puede comprobarse
examinando la restriccién de las reglas para férmulas con prefijo y la definicién de rama cerrada.
Asi, reescribiendo la tabla del ejemplo 2 de forma «dindmica» resulta la representacién siguiente:

1.|FFA = (A B) 1AL 1Al 1.oAf
" = [2}A-B f b 2A] 2Af

= 5B fhem2 | sl [
N

Por ello, la insercién de una estrella puede verse como una regla para «reescribi» una rama,
omitiendo algunos de sus nodos, y no para extenderla. Habria, por tanto, algo asf como un trasunto
de reglas estructurales (i.e., de reescritura) frente a las reglas puramente operacionales (i.e., de
extension).

En este sentido esta claro que en cualquier rama de una tabla analitica en TM o T1 hay a lo
sumo una férmula con prefijo. Esto corresponde a las restricciones sobre la cardinalidad del
consecuente de los correspondientes calculos secuenciales. En cuanto a las diferencias entre TM y
T1, en el calculo secuencial se reflejan en la ausencia en el primer caso y la presencia en el segundo

de la regla [[D, bajo la forma
X
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X fA.
Traducido al formato tablas, corresponderia a la «cancelacién» de un nodo de la forma [FA sin
reemplazatlo por otro. Adviértase a este respecto que en la representacién dindmica de la tabla
intuicionista para ||-_'A — (A - B), al pasar de la tercera a la cuarta columna aplicando = ||-, se elimina
|IB sin reemplazatlo por otro nodo. Es justamente en este paso en donde quedatia bloqueada la
construccién empleando reglas minimas, puesto que el nodo 3 de la tercera columna es ||B y por
ello no podtia aplicarse ™.

TEOREMA 23. X |ryA syss X FrsvA.

DEMOSTRACION. = Segin sc¢ ha indicado, la construccién de una tabla analitica para
Ay ||-,...,Aﬂ ||-, |-B en TI puede verse como un proceso de construccion sucesiva de arboles. Ademas,
en cada uno de las ramas de esos arboles ocurre a lo sumo una férmula con prefijo |-, y las
restricciones para aplicar | aseguran que cuando se aplica esta regla en la rama correspondiente
no hay férmulas con prefijo. Por tanto, con cada rama y segmento inicial de rama de esos arboles
puede asociarse el secuente cuyo antecedente estd formado por las férmulas con sufijo ||- y cuyo
consecuente esta formado por la férmula (si la hay) con prefijo ||- La tabla que viene a continuacién
especifica el mecanismo de asociacion.

secuente asocitado al|secuentes asociados a
segmento-premisa los segmentos-
conclusipn
Origen " AL AR B
&Ik X,A&B,Y[C X,A&B,A B Y[IB
IF X[fA&B X[EA
" ., X[IB
vif X,AvBYtC X,AvB A Y FC
X, AvB.B.Y[C
Fv X[FAvVB X[FA
Fv, X[FAvVvB X|[FB N
> F X,A-BY|[C X, ASBY[EA
X,A > BBY[C
F— X[FA-B X,AFB
o XA XA
3 XAl X AJA
X[FwA XA .
XALWAV]LY [B XA AVLAJLY [B
|2 X[FUVA]Y, X[FAJt .
LTk X, (WA Y [FB X (IVWAAY B

Dada una tabla analitica T en TM, el cuadro especifica un arbol de secuentes T°. No hace falta
pensar mucho para percatarse de que, en general, T' no serd una tabla analitica en TSM. Sin
embargo puede demostrarse:

(1) hay una tabla analitica T" en TSM que preserva las relaciones de dominacion en T';

(2) si T es cerrada, T" puede extenderse aplicando reglas de TSM a una tabla cerrada.

Para demostrar la primera afirmacién basta con mostrar que para cualquier secuente de la segunda
columna del cuadro hay una sucesion de aplicaciones de reglas de TSM que da como resultado el o
los secuentes de la tercera columna. En algunos casos es inmediato, por ejemplo, ||-&::

X |tA&B

X
y en otros casos requiete un poco mas de ingenio (tampoco demasiado), por ejemplo, &"-:
X,A&B|FY hipotesis
X, A&B,A&B [FY R}
X, A&BA&BA&BIFY R|}
X, A&B,A&B,A[FY &l
X, A&B,AA&B Y P
X,A&B,A,B Y &l

|-A sin

que entre este ultimo y el nodo terminal de © haya ningun asterisco. En tal caso el secuente

En cuanto a la segunda afirmacion, si T es cerrada en cada rama © de T hay dos nodos Al y

terminal de la rama cortespondiente ©' de T" es de la forma X,A,Y"-A. En efecto, segun la

construccién de T' y T" si un nodo A"- domina o es igual al nodo terminal de © entonces A ocurte
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en el antecedente del secuente asociado a ese nodo terminal. Por otra patte si el nodo |FA domina al
nodo terminal y entre ambos no hay astetiscos, tampoco hay entre ambos nodos de la forma ||B y
por consiguiente A ocutre en el consecuente del secuenteen cuestién. Asi, el secuente terminal de ©
es de la forma X,A)Y ||-A y para obtener a partir de él un secuente de cierre se procede como sigue:

X,AY A
—} o}
TXAFA
——
A,X. A
——} ol
W

O Si T es una tabla analitica cerrada patra A1,...,An||-B en TSM le asociamos una coleccion de
arboles (segun la representacion dinamica de las tablas de TM) conforme a lo estipulado en el

cuadro siguiente, en el que O es la rama asociada al secuente premisa.
ramas asociadas a los secuentes-conclusion

Origen At Aalh 1B
R.estructural ©)

&"- (1* forma) | @~A ".

lFec o-{c/c® 1 fa/O-{fc/C@ (A
vl ©*Al/OB

v (1 forma) | ©-{fc/C® }~fa

v @ forma) | ©-{|c/Cc@® }~||B

T o-(Jc/c® }|A/0°B]
[~ o-(Jc/c® A B
= o-{fc/c® 1Al

| o-{fc/c@® 1A

= oA

O O"Ald |t

o oAy

Df oAl

Lo primero que hay que mostrar es que el resultado de estas transformaciones es una
representacion dinamica de una tabla en TM. Para ello hay que mostrar que si a un nodo de la rama
O se le aplica la regla homéloga de TM, el resultado es la rama o ramas que apatecen en la columna
de la derecha del cuadro anterior en la fila correspondiente. El tnico caso que presenta algun interés

es el de = |-, puesto para poder aplicar esta regla no puede haber nodos de la forma ||-C en O (ésta
es la traduccioén «dindmica» de la restriccion 3 de las reglas de TM). Si |FC fuese el dltimo nodo de ©
consistente en una férmula con prefijo, es facil comprobar que el secuente correspondiente seria de
la forma X”-C y por tanto el paso siguiente en la construccion de la tabla para TSM no puede ser
una aplicacién de = ||-

En segundo lugar, si T es cerrada la tltima tabla de TM también lo es. En efecto, sea © una
rama de T cuyo secuente terminal es un secuente de cierre, digamos A|FA. Una inspeccién del
cuadro muestra que si & es la rama asociada a un secuente X,A ||-Y de T entonces A ||- ocurre en § (la

instruccion «borrar aparece siempre bajo la forma '©@-{|fC/C® }'). Por otra parte, si AJ}A es el
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nodo terminal de O, ||-A ocutre en la rama asociada & a ese secuente (ain mas, es la unica férmula

_I

Con ligeras modificaciones, la misma linea de razonamiento lleva a los dos siguientes teoremas
(cuya demostracion queda, pues, para el lector):

con prefijo de §).

TEOREMA 24. X FriA syss X FrsiA.

TEOREMA 25. X |—TcA syss X |‘TSCA-

UNA SEMANTICA PARA LA LOGICA CLASICA DE PRIMER-ORDEN

Hasta el momento se dispone de tres sistemas deductivos pata cada una de las 16gicas
consideradas, de los que sabemos que son equivalentes entre si. Asi, por lo que se refiere a la logica
clasica los teoremas 7 y 9 establecen la equivalencia de HC y SC (o lo que es lo mismo, que hic y
Fsc es la misma relacién) y el teorema 21 junto con el hecho de que al invertir una demostracion de
un secuente X”-Y en SC resulta una demostracién de ese secuente en TSC y viceversa establece la
equivalencia de SC y TC. Por tanto, HC, SC y TC son definiciones distintas de una misma relacién
de consecuencia en el prolenguaje P.

Se ha apuntado anteriormente que el interés de los sistemas de tablas analiticas proviene de
que es relativamente facil mostrar que definen la misma relacién de consecuencia que un lenguaje
formal determinado. Para comprobarlo, comencemos por construir un lenguaje formal LFC para
P.

Un modelo de P es un par M=<U,I>, donde UZ[ es un conjunto llamado «universo de M»
e I es una funcién cuyo dominio estd formado por las letras relacionales y funcionales de Py tal
que si Ro es una letra relacional enearia, IR®)JUn, y si f es una letra funcional enearia, I(f2):Un - U.

Dado un conjunto U, una asignacion de valores a las variables de P sobre U es una funcion g del
conjunto de variables de P en U. Por tanto, si v es una variable, g(v)[U.

El valor semdntico de un término t de P con respecto a un modelo M=<U,I> y una
asignacion g sobre su universo U, [t]M¢, se define recursivamente:

1. Si t es una variable, [t]Ms=g(t),

2. sites de la forma fo(ty,...,t,) entonces [tPbe=I1(f)<[t;]Ms,...,[ta]Me>.
El valor de verdad de una férmula A con respecto a un modelo M=<U,I> y una asignacién g sobre su
universo U, [A]Msg, también se define por recurrencia:
1. si c(A)=0, A es de la forma Roy,...,tn y en tal caso [A]Me=1 syss t1<Msg,...,[ta]*:e>UI(R).
[TA]Me=1 syss [A]Me=0.
[A&B]Me=1 syss [A]Me=[B]Ms=1.
[AvB]Me=1 syss [A|[Ms=1 o [B]Ms=1.
. [A - B]Ms=1 syss [A]Me=0 o [B]Me=1.
. [(v)A]PMe=1 syss para alguna asignacion g' sobre U que difiere de g a lo sumo por el valor que
asigna a v, [A]M&=1.

2
3
4
5
6

7. [(Lv)A]Ms=1 syss para toda asignacién g' sobre U que difiera de g a lo sumo por el valor que
asigna a v, [A]Me=1.

Las dos estipulaciones que vienen a continuacién introducen a partir de esta definicion el valor de
verdad de una férmula A con respecto a un modelo M=<U,I>, para el que se emplea la notacion
[A]M:

» [AJM=1 syss para toda asignacion g sobre U, [AMe=1.

» [AJM=0 syss para toda asignacion g sobre U, [A]Me=0.
Obsérvese que mientras [A]M¢ es una funcién total (toda férmula es verdadera o falsa con respecto
a My g), [A]M es una funcién parcial (algunas férmulas son verdaderas en un modelo, otras falsas, y
otras no son ni verdaderas ni falsas).
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Si X es un conjunto de férmulas y M un modelo y sucede que para toda férmula ALB,
[AM=1, se dice que M es un modelo de X. Asimismo, si X tiene al menos un modelo, se dice que X es
satisfacible en LEFC.

La nocion de consecuencia semdntica, o entrafiamiento semantico, en LFC se define entonces
asf:

X |=LFCA syss para todo modelo M=<U,I> y toda asignacion g sobre U, si [B]Ms=1

pata toda fé6rmula BUX entonces [A]Me=1.

Esta no es, sin embargo, la definicién mas comun de entrafiamiento semantico para la légica clasica
de primer orden, que reza: X }=LFC-A syss todo modelo de X es un modelo de {A}. Adviértase que
(1) si las formulas de X y A no tienen variables libres, las dos definiciones son equivalentes, y (2)
|=LFC’|:| |=LFC-

Una segunda definicién equivalente es X }=LFCA syss X [ {7A} es insatisfacible.

La nocién de entranamiento es el homoélogo semantico de la nocién sintactica de
derivabilidad. También la nocién de teorema tiene un homélogo semdntico: una férmula A es vdlida
en LFC syss U |=chA, 0, lo que es lo mismo, syss todo modelo de P es un modelo de A.

Aun cuando se trate de una misma relacion de consecuencia, su definicion como
derivabilidad y su definicién como entrafiamiento tienen caracteristicas muy distintas. La primera es
una definicién recursiva y la segunda no; de la primera se sigue trivialmente que es finitatia, pero no
de la segunda, etc. de ahi el interés que tiene demostrar la equivalencia de derivabilidad y
entrafiamiento.

ADECUACION, CORRECCION Y COMPLETITUD.

Sea SD=<F, |> un sistema deductivo y LF=<F, |=> un lenguaje formal que comparten un

mismo prolenguaje.

SD es corecto con respecto a LF syss para cualesquiera XOF y AOF, si X FA entonces

X EA;

SD es completo con respecto a LF syss para cualesquiera XOF y AOF, si X FA entonces

X }A;

SD es adecnado con respecto a LF syss SD es correcto y completo con respecto a LF; es

decir, syss para cualesquiera XOF y AOF, X FA syss X FA.
En ocasiones se distingue entre adecuacién (correccion, completitud) fuerte y débil. En tal caso las
nociones definidas en las lineas anteriores son las de correccién, completitud y adecuacion fuertes.
Si en ellas se reemplaza «es consecuencia de» por «es una tesis» se obtienen las definiciones de
correccion, completitud y adecuacién débiles; ast:

SD es débilmente correcto con respecto a LF syss para cualquier AF, si A entonces FA;

SD es débilmente completo con respecto a LF syss para cualquier AOF, si FA entonces }A;

SD es débilmente adecnado con respecto a LF syss SD es débilmente correcto y completo

con respecto a LF.
En las paginas siguientes, pues, se demuestra la adecuacion (fuerte) de TC con respecto a LFC. De
la adecuacion de TC se sigue, teniendo en cuenta la equivalencia de TC con HC y SC, que HC y SC
son igualmente adecuados con respecto a LFC.

TEOREMA DE CORRECCION PARA TC.

St M=<U,I> es un modelo de LFC y g es una asignacién sobre U, el valor de verdad de una
I.] Mg=[A]Ms,

[”-A]“’Lgi[A]M’g. Diremos que un conjunto de férmulas signadas X es verdadero para M y g cuando

formula signada con respecto a M y g viene definido por las ecuaciones [A

pata cualquier férmula signada O de X, [0]Me=1, y que una rama O de una tabla analitica en TC es
verdadera para M y g cuando lo sea el conjunto de sus nodos. Finalmente, una tabla analitica en TC
es verdadera para M y g syss lo es una de sus ramas.
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Sean T y T"' dos tablas analiticas en TC tales que T" resulta de T al aplicar sobre un nodo
de una rama de T una de las reglas de TC. Diremos entonces que T es una extensidn inmediata de T
y escribiremos T<{T" para indicarlo. Ademas, si hay T1,..., T tales que T<{T:<i..<{T,</T’, diremos
que T" es una exzension de T, y lo indicaremos con T<T".

LEMA 15. Si T es verdadera pata un modelo M=<U,I> y una asignacién g sobre U, y T<T'
entonces T'es verdadera para My g.
DEMOSTRACION.- Demostramos que se cumple para el caso en el que T<{T"; el lema se sigue
entonces por induccion sobre la longitud de la secuencia Th,..., Ty entre T y T

Si T es verdadera para M y g, hay una rama © de T verdadera para M y g. Si la aplicacién
de una regla a un nodo de T que da lugar a T' se efectia sobre una rama distinta de O, se sigue
trivialmente que T' es verdadera para M y g. Asf pues, supongase que el nodo en cuestién es un

nodo de ©. Si la regla aplicada es &[f, A&B |} es un nodo de © y la rama correspondiente de T'

resulta de afiadir tras el nodo terminal de © las férmulas signadas AJf y B|l. Como quiera que
[A&B ||-]M>g:[A&B]M>g:1 syss  [AMs=[A ||-]M’g=1 y [B]M’gZ[B"-]M%:l, y por consiguiente
O"<AJ,B||> es verdadera para M y g y lo mismo sucede con T". Si, en segundo lugar, la regla
aplicada fuera ||-&, se extenderia la rama O, uno de cuyos nodos setia ||-A&B, a dos ramas
O"<|fA> y O~ <||B>. [[fA&BMe=1 syss [A&B]Me=0, y por tanto syss o bien [A]Me=0 o bien
[B]Me=0. Asf se sigue que [[fA]Me=1 o [|[B[Me=1. Asi ©"<[fA> 0 ©"<|[B> es verdadera para M y
g, v puesto que ambas son ramas de T', T" es verdadera para M y g. Los casos de las reglas de los
demas operadores sentenciales se tratan de forma similar. Pasemos pues a ocuparnos de las reglas

cuantificacionales. Si ||-(DV)A ocutre en O y en el paso a T' esta rama se extiende, aplicando ||-[L a
O"<A[t]>, [[HO)AMe=1 syss [(Ov)A]Me=0. A su vez, ésto dltimo se cumple syss para toda
asignacién g' sobre U que difiera de g a lo sumo por el valor asignado a v, [A]M&=0; de aqui se sigue
que patra todo término t de P, [A[t]|]Ms=0, ya que [(|Me0JU y asi para algin g’, g'(v)=[t]Ms. Por
consiguiente, @"<A[t]> es verdadera para M y g, y por ende T'. Si la regla aplicada es O},
[(O)A [Me=[(G)AMe y [(Gr) A]Me=1 syss para toda asignacion g' que difiera de g a lo sumo por el
valor asignado a v, [A]Me=1. Asf, [A]Me=1y @ <A|}> es verdadera para M y g, y por ende ©. Los
casos correspondientes a [ se tratan de manera analoga. _I

TEOREMA 26 (DE CORRECCION). Para todo conjunto de férmulas X y toda férmula B de
0, si X frscB entonces X FrrcB.

DEMOSTRACION. Segiin la definicién correspondiente, X FrscA syss hay {Au,...,An} OX tal que
hay una tabla analitica cerrada en TS para {A1l|h,..,Aq|,|FB}. Sea T esa tabla analitica y supéngase
que no X |=LFCB. Habria entonces un modelo M=<U,I> y una asignacién g sobre U tales que para

todo i, 1<i<n, [Ai]Me=1 y [B]Me=0. Por tanto, para todo i, 1<i<n, [AilMe=1 y [|[B]Me=0.
Obviamente T es una extension de la tabla

n

y supuesto que To es verdadera para M y g, por el lema 10 T lo setfa igualmente; es decir, habzia al
menos una rama © de T verdadera para M y g. Pero todas las ramas de T son cerradas, y por tanto
© contiene dos nodos ||-C y C”— En tal caso, [C ||-]M’g: [||-C]M»g:1. Esto lleva a una contradiccion,
puesto que se sigue que [C]Me=1 y [C]M&=0 aunque | |M8 es una funcién (total) del conjunto de

férmulas de P en {0,1}.
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TEOREMA DE COMPLETITUD PARA TC.

Un conjunto de férmulas signadas de P, X, es un conjunto saturado descedente (o de Hintikka)

syss para cualesquiera formulas A y B de P se cumple:

Ho. si ¢(A)=0 y A|FOX entonces [FAOX.

H,. si A&B ||-DX entonces A ||-,B ||-DX

H,. si [JA&BOX entonces FAOX o [[BOX.

Hs. si AvB FOX entonces A[F0X o B|FOX.

H.. si [FJAVBOX entonces [FA, [ BOX.

Hs. si |FA - BOX entonces A ||, [ BOX

Hs. si A - B|FOX entonces FAOX o B FOX.

Hy. si 7A JOX entonces [FADX.

Hs. si [F7AOX entonces A FOX.

Ho. si (Ov)A X entonces para algin término t de P, A[t] [[OX

Hio. si [(Gv)ADX entonces para todo término t de 2P [FA[]OX

Hi. si (Ov)A |JOX entonces para todo término t de P, A[t] fOX

Hiz. si [(Ov)AOX entonces para algin término t de 2 [FA[OX.

LEMA 16 (DE HINTIKKA). Para todo conjunto saturado descendente X hay un modelo
M=<U,I> de Py una asignacion g sobre U tales que para cualquier AUX, [A]Me=1.
DEMOSTRACION. Sea U un conjunto cualquiera con el mismo cardinal que el conjunto de
términos de P, y sea entonces h una funcién 1-1 del conjunto de términos de P en U. La funcién
de interpretacion I del modelo y la asignacién g se definen de manera que se cumpla, para cualquier
término t, [t}Ms=h(t). Es decir, (i) I(c)=h(c) para cualquier letra funcional O-aria c, (i) g(v)=h(v) para
cualquier variable v, y (iii) para cualquier letra funcional i-aria fi | I(fi)<[ti]Ms,...,[t]Me>=h(fity,...,t;)..
En cuanto a la interpretacion de las letras relacionales, <h(ty),...,h(t)>0I(RS) syss (Rity,....t ||-) X
El siguiente paso es comprobar que el modelo y la asignacién especificadas verifican todas

las férmulas (signadas) de X. Para ello se procede por induccién sobre la complejidad de la férmula
signada. Para ¢(A)=0 es inmediato:

> (Rijtl,...,ti"-) X < <h(ty),....h(t)> DI(Rij) = [Rity,..,t]Ms=1 [Rijt1,...,ti||-]M’g:1.

> (FRijtr,e,t) OX =(Ho) Rits,eti[OX = <h(t),.,h(@>0IRY) = [Rity,...t]Ms=0 <

[ ”-Rijtl,...,ti]Mg:l .
Para c(A)=k+1, los casos de los operadores sentenciales no presentan dificultad alguna.

> TAOX =(Hy) FADX =hip.ind.) [[fA]Me=1 = [AMe=0 o [TAPMe=1 = [A |]Me=1.

> [ADX =(Hs) AOX =(hip.ind) [A|jMe=1 < [A]Me=1 o [DAMe=0 <

[[frApMe=1.

> (A&KB)FOX =(H)) A[IOX y B{OX =(hip.ind) [AMe=[BMe=1 « [A]Me=[B]Me=1
o [A&BMe=1 < [(A&B) [[]Me=1.
> HA&B)OX =(Hy) [ADX o |BOX =(hip.ind) [[fA]PMe=1 o [||B]Me=1 <
[A]Me=0 o [B]Me=0 = [A&B]Ms=0 < [|{A&B)Me=1.

etc.

El tratamiento de los cuantificadores ofrece mayor interés. Si g' es una asignacién sobre U
que difiere de g a lo sumo por el valor asignado a la vatiable v, para toda férmula A de P se verifica
[A[v]IMe=1 syss [A[hl(g'V)][]?s=1 ya que trivialmente g(h(g'v))=g'(v). Esto permite reformular las
clatsulas de los cuantores como se indica a continuacion:

0" [(W)A[v]]Me=1 syss para algin término t,[A[t]]Me=1.

7' [(Ov)A[v]]Me=1 syss para todo término t, [A[t]]Me=1.

El tratamiento del cuantor existencial (el del universal es andlogo) es entonces:
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> (WA FOX =(Ho) Aff] JOX para algan término t de _ =>(hip.ind.) [A[f] []Me=1
< [A[Me=1 = [(OAN]Me=1 « [G)A[] e=1.

> |HG)AOX =(Hio) FA[]OX para todo término t de _ =>(hip.ind.) [|FA[¢]]Me=1
para todo término tde _ < [A[t]]M&¢=0 para todo término t < [(W)A[v]]Me=0 <
[HO) A Me=1.

_I

Las ramas abiertas de una tabla analitica pueden no ser conjuntos de Hintikka (la clave estd en Hig y
Hi1). Sf lo son si la tabla se construye con arreglo al procedimiento que se detalla a continuacion.

Dada una enumeracion ti,ta,... de los términos de P, una tabla analitica sistematica' T para un conjunto
de férmulas signadas Ay,...,Aq se identifica con el limite de la cadena To<{T1<...<iTy<i... tal que

Ay
(1) To= {
As

I
(2) Si Tk es cerrada, Tk=Tk+1, en cuyo caso, ademds, T=T\. Lo mismo sucede cuando todo no-
atémico de cada rama abierta de Ty ya ha sido usado. Si no es asi, tomese de entre los nodos no
atémicos no usados de las ramas abiertas de Tk el de menor nivel situado mas a la izquierda. Si ese
nodo no es de una de las formas [{(OGnA, [FOv)A, (G0 |, (Ov)AJ}, extiéndase cada rama abierta de
T que pase por ese nodo aplicando la regla correspondiente y declarese usado el nodo-premisa. Si
el nodo es de la forma (DV)A”- o de la forma ||-(DV)A, tomese el primer término de la enumeracién
que no ocurra en Ty, tj, y afiddase a cada rama abierta que pase por ese nodo At ||- o ||-A[ti], segin

el caso, y declarese usado el nodo-premisa. Finalmente, si el nodo es de la forma (Ov)Af} o de la

forma |(F)A, extiéndase cada rama abierta © que pase por ese nodo afiadiendo sucesivamente

Al ||- y (DV)A"-, en el primer caso, o, en el segundo, ||-A[ti] y ||-(DV)A, donde t; es el primer término
de la enumeracion tal que Alt] ||-, 0 ||-A[ti], no ocurre en O, y declarese usada la férmula-premisa. El
resultado de estas manipulaciones es Ti+1.

Una tabla analitica sistematica no es, propiamente, una tabla analitica, debido a la iteracién
de las férmulas de los tipos (DV)A"- y ||-(DV)A descrita hace un momento. No obstante, si se omiten
esas repeticiones el resultado es una tabla analitica sensu propio. En lo que sigue hablaremos en
ocasiones de una «tabla analitica sistematica» para referirnos, de hecho, a la tabla analitica obtenible
del modo indicado.

Una fabla analitica sistemidtica esta acabada si todos sus nodos no atémicos han sido usados.
De la descripcion del proceso de construccion de tablas analiticas sistematicas se desprende:

LEMA 17. Toda rama abierta de una tabla sistemitica acabada es un conjunto saturado
descendente.

Este lema y el lema 16 llevan a su vez a:

LEMA 18. Para toda rama abierta © de una tabla sistematica acabada hay un modelo M=<U,I> de
U y una asignacién g sobre U tales que para cualquier A[® |, [A]Ms=1.

Para obtener un teorema de completitud para TC hay que introducir una ligera modificacién en las
definiciones precedentes de «tabla analitica para X» y «tabla analitica sistematica para X», motivada
por la necesidad de disponer de definiciones apropiadas cuando X no es finito.
Una tabla analitica en TC para un conjunto de férmulas signadas X es un arbol cuyos nodos
son o bien férmulas sighadas de X o bien resultan de aplicar a nodos que les dominan
reglas de TC.

Una tabla analitica sistemdtica 'T para un conjunto de férmulas signadas X, dada una
enumeracion to,t,... de los términos de U y una enumeracién Ao,Ar,... de las férmulas de
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X, se identifica con el limite de la cadena To<{T1<...<iTx<i... tal que (1) To={Ao} y (2) Ti+1
se define como antes si Tk es cerrada y en otro caso como el resultado de afiadir como
nodo terminal de cada rama abierta de Ty la férmula Ag+q (i existe) y proceder entonces
como se indico antes.
Estas alteraciones no afectan a la definicién de derivabilidad en TC, ya que, por el lema de Konig,
toda tabla analitica cerrada para X, sea cual sea el cardinal de X, es finita.

LEMA 19 (DE KONIG). Todo arbol finitamente ramificado con infinitos nodos contiene al
menos una rama infinita.

DEMOSTRACION. Llamemos «fecundos» (y hasta qué punto) a aquellos nodos que dominan a
una infinidad de nodos. Por hipétesis el arbol que se estd considerando tiene infinitos nodos y
todos ellos son dominados por su origen; por tanto el origen del arbol es fecundo. Como el arbol es
finitamente ramificado, todo nodo tiene finitos sucesores y por tanto si todos los sucesores de un
nodo son infecundos, el propio nodo es infecundo. Asf pues, un nodo fecundo siempre tiene un
sucesor fecundo. Tomando consecutivamente el origen del arbol, un sucesor fecundo del origen, un
sucesor fecundo del nodo anterior, etc. se genera una rama infinita. ]

TEOREMA 27 (DE COMPLETITUD). Si X kircA entonces X FrcA.

DEMOSTRACION. Supéngase que X FipcA pero no X frcA. En tal caso toda tabla analitica
para X|F O {|fA} es abietta y a fortiori o es cualquier tabla analitica sistematica para ese conjunto.
Sea T una tabla semejante y © una rama abierta de T. Por el lema 18 hay un modelo M=<U,I> y
una asignacién g sobre U tales que para toda férmula BOX, [B]Me=1y [A]Me=0. Ergo no X fricA,
contra la hipotesis de partida. _I

CORTE EN TABLAS ANALITICAS: TEOREMA DE ELIMINACION.

Una diferencia llamativa entre los sistemas TSS y los sistemas TS es que éstos carecen de
reglas estructurales. Como ya se ha sefialado, no es necesariamente una ventaja, como se advierte
cuando se intenta demostrar directamente la equivalencia de los TS y los HS.

Sabemos que los TS son equivalentes a los SS, los SS- y los HS: por T7-T9, SSLHS; por
Corolario 5, SSLBS; por T19-21 TSSUIS; y por las obsetvaciones de paginas anteriores, TSSLBS.
Pero esta demostracion de la equivalencia deductiva de los TS y los HS a través de los TSS explota
la presencia de la regla de Corte y su ulterior eliminabilidad en los sistemas de calculo secuencial.

¢Qué sucederia si quisiéramos establecer la equivalencia de los sistemas de tablas analiticas
TS y los sistemas hilbertianos HS sin pasar por los sistemas de calculo secuencial? Para demostrar
que si X bisA entonces X frsA tendrfamos que demostrar, entre otras cosas, que la regla de modus
ponens preserva la derivabilidad en tablas analiticas. Es decir, que si hay sendas tablas cerradas para X
g {"-A} y para X [ {A”-}, donde X es un conjunto de férmulas signadas, entonces hay una tabla
cerrada para X. Cuando hay una tabla cerrada para X si hay una tabla cerrada para X [J {”'A} y otra

para X O {A|}}, se dice que A es eliminable. Fl anilogo del teorema fundamental de Gentzen puede
formularse entonces asi: toda férmula (no signada) es eliminable.

Para demostrar esa proposiciéon hay que introducir alguna terminologia adicional. Un
conjunto de férmulas cerradas X es cerrado si hay una tabla analitica cerrada para X. Asimismo se
dice que X cderra con peso n[JN si hay una tabla analitica cerrada para X, T, y card(T)-card(X)=n.24X
cierra via A con peso n si hay una tabla cerrada para X con peso n y A es la primera férmula de X
usada en su construccion. Finalmente, A es #-eliminable comporta que para todo conjunto finito X, si
X O {A|}} cierra con pesoiy X O {|A} cierra con peso j, i+j=n, X cierra.

El lema siguiente es el analogo para tablas analiticas del lema 4.

# Por card(T) se entiende el cardinal del conjunto de sus nodos.
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LEMA 20. Sean nk[IN tales que pata toda férmula A, (1) si c(A)<n, A es eliminable, y (2) si
c(A)=n, para todo j<k, A es j-eliminable. Entonces toda férmula B, c(B)=n, es eliminable.

DEMOSTRACION. Sea B una férmula cualquiera de complejidad n y supéngase que X O {B|}}
cierra con peso i y X O {||B} cierra con peso j. Para demostrar que X cierra procedemos por
induccién sobre n=i+j. En primer lugar, si i=0 o j=0, X cierra. Si, por ejemplo, j=0, o hay una
férmula C, ||-C,C ||-DX, en cuyo caso X cierra con peso 0, 0 B ||-DX, en cuyo caso X U { ||-B}=X, que
por hipétesis cierra con peso i. Asf pues, asimase que 1,j>0. Si X O {B|}} cierra via C con peso iy
X O {|IB} cierra via D con peso j, hay que considerar dos grupos de casos:

[a] B|[£C o ||BZD,

(] B=CyB|=D.

[a] Considérese para simplificar que B||-¢C (el otro subcaso se trata de manera analoga). Aunque
habria que considerar tantos casos como reglas de TC, aqui se consideraran explicitamente los

cuatro siguientes: (a.1) C=C&C"|}, @2) C=|fC'&C", (@.3) C=CW)C'|}, v @@4) C=|KOwC,
encomendandose al lector los casos restantes.

[1]SiX O {B ||-} cierra via C'&C" ||- con peso i entonces X [ {B ||-,C' ||-} oX [ {B |-,C" ||-}
cierra con peso <i. Por otra parte, X U {"—B,C'&C" ||-} cierra con peso j, puesto que C'&C" ||-DX, y
lo mismo vale para X O {||B,C'|} y X O {|IB,C"|F}. Asi, o bien X O {B|L.C'|F} y X O {||B,C'|}}
cierran con peso combinado <i+j o bien X O {B|L.C"|} v X O {|B,C"|}} cierran con peso
combinado <i+j, y como ¢(B)=n, por la segunda condicién del enunciado del lema, B es eliminable.
Por tanto, X U {C' ||-} o X O {C" ||-} cierra. Evidentemente en cualquiera de los dos casos X U
{C'&C"|}} cietra.

[2.2] SiX O {B ||-} cierra via ||-C'&C" con peso i entonces X [J {B |-,||-C'} yX O {B ||-, |-C"}
cierran con peso <i. Ademas, X O {||B,|fC'&C"} cierra con peso j, puesto que [C'&C"CX, y lo
mismo vale para X [ {"—B,"—C'} y X U {”—B, ||-C"}. Por tanto, X I {B ||-, ||-C'} y X U {"—B, ||-C'}
Fc"h y X O {||B,|FC"}. Por la segunda
condicién del enunciado del lema, se sigue que X O {|fC'} y X O {|fC"} cierran, y ulteriormente
que X O {|JC'&C"}=X cierra. [a.3] Si X O {B|}} cierra via (Ov)C'|} con peso i entonces X [
{BILC[0|}} cierra con peso <i para algin término t. X O {|B,([Ov)C'|}} cierra con peso j ya que
(O C'|FOX, lo mismo que X O {IB,C[d[F}. Asi X O BILC[d |} v X O {|IB.C[d|}} cierran con
peso combinado <i+j, y como ¢(B)=n, de nuevo por la segunda condicién, B es eliminable y X [
{C'[t]|F} cierra y entonces también lo hace X O {(Ov)C'|}}=X.

[2.4] Si X O {B|}} cierra via [{(Ov)C' con peso i, X O {B|,
alguna variable «nueva» w (cfr. pagina 44) y X O {||B,|fC'[w]} cietra con peso j. Como X [
BLFC ™)} y X O {|IB,JFC'[w]} cierran con peso combinado <i+j, y como c¢(B)=n, B es
eliminable y X [ { ||-C'[W]} cierra. Pero si es asi, también lo hace X [ { ||-(DV)C'}:X.

b] X O {B|}} cierra via BJf con peso i y X O {||B} cierra via [FB con peso j. Seleccionando como
casos representativos los mismos que en a, se tiene que o bien B|f=C'&C"|} y [B=[lC'&C" o bien
Bl=@w)C'|py B=f@w)C.

[b.1] Empleando el mismo razonamiento que en a.1 se concluye que X 0 {C'&C"|,C'|H} o
X O {C&C"|L.C"|F} cierra con peso m<i. Supongamos por comodidad que X O {C'&C"|,C'|}
cierra conm peso <i. Si X [ { fC'&C"} cierra con peso j, lo mismo sucede con su superconjunto X
O {|fC&C",C'|}}. Como m+j<i+j y ¢(C'&C"=n, X O {C’|}} cierra. Razonando ahora como en a.2
se concluye que X O {|fC'&C",|IC'} cierra con peso k<jy X O {C'&C"|},
yasi X O { ||-C'} cierra. Finalmente, ¢(C")<n, de manera que por la primera condicién del lema C”
es eliminable, de donde se desprende que X cierra.

[b.2] Aplicando el razonamiento de a.3 se llega a X O {(Ov)C'|L,C'[t] ||} cierra con peso <i
para algiin término t, y como por lo demas X O {|{Ov)C',C'[t] |} cierra con peso j, X O {C'[¢] |-}
cierra. Una argumentacién analoga a la de a.4 permite inferir que X [ { ||-C'[W]} también cierra.

cierran con peso combinado <i+j al igual que X O {B,

FC [w]} cierra con peso <i para

FC'} con peso j. p+j<i+

Manipulando las aplicaciones de ||-D y D"- en las tablas correspondientes segin las convenciones
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expuestas en el epigrafe Convenciones sobre el uso de las variables. .. del capitulo3, se consigue «igualar w
y t. Como ¢(C’[w])<n, X cierra por la primera condicién del lema.

TEOREMA 28 (DE ELIMINACION PARA TC). Toda férmula de 0 es eliminable en TC.

DEMOSTRACION. Si hubiera férmulas ineliminables, habtia un n para el que se cumplirfa que
existe una férmula A, c(A)=n, ineliminable y, al mismo tiempo, que para todo m<n, si c¢(B)=m
entonces B es eliminable. Decir que una fé6rmula es eliminable es decir que lo es para todo entero k.
Por tanto, si A fuera ineliminable habria un entero k tal que A no serfa k-eliminable aunque si lo
serfa para todo j<k. En suma, (1) toda férmula B de complejidad <n seria eliminable y (2) toda
térmula B de complejidad n serfa j-eliminable para cualquier j<k. Del lema 16 se desprende
entonces que A serfa k-eliminable, contra la hipétesis inicial. ]

EJERCICIOS.

(1) Demostrar, usando el lema de Konig (1.19), que toda tabla analitica cerrada es finita.

(2) Demostrar directamente (es decir, sin pasar por SS y empleando el teorema 28) que para
cualquier conjunto de férmulas X y cualquier férmula A de O, si X FiicA entonces X frcA.

(3) Demostrar los analogos del lema 20 y el teorema 28 para T1.

(4) Demostrar que para cualquier conjunto de férmulas X y cualquier férmula A de [ se cumple
que si X I'TCA entonces X |-HCA.

Pista.- Sea ' la funcién de férmulas signadas en férmulas de [ definida por las estipulaciones
AP'=A y (JA)'="A. Demuéstrese a continuacién que si hay una tabla analftica cerrada para X
entonces X' FucB para cualquier férmula B (X' estd formado por las imagenes de las férmulas de X
bajo la funcién "). El siguiente paso es establecer el lema: si X,7Auc™B y X FiucB entonces
X hcA. Finalmente, mostrar que si hay una tabla analitica cerrada para X 0 { ||-A} -donde todas las
formulas de X son signadas y de la forma BJ}- entonces X ficA.
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CAPITULO 7. SISTEMAS DE DEDUCCION NATURAL

St en lugar de feoria de las catistrofes se hubiera
lamado feoria de  singularidades, seguramente su
éxito popular hubiera sido menor.

L1.Santal6, La matematica: nna filosofia y una ciencia.

SISTEMAS DE DEDUCCION NATURAL CON OPERADOR DE ABSURDO.

En este capitulo se describen y estudian algunas propiedades de sistemas de deduccion
natural para las 16gicas minima, intuicionista y clasica. El nombre «deduccién natural» responde a la
intencién de Gentzen de capturar la légica practicada por los matematicos, en oposicion a la 1ogica
axiomatica de la matematica. Por consiguiente, la naturalidad de la deduccién natural ha de
entenderse, en este primer sentido, en contraste con el modo de proceder de los sistemas
hilbertianos. Prawitz, sin embargo, considera que la naturalidad de los sistemas de deduccion
natural consiste en algo mids, en que «el contenido légico esencial de los operadores logicos
intuitivos que pueden formalizarse en los lenguajes considerados, puede ser entendido como un
contenido compuesto por las inferencias atémicas (es decir, 'deducciones basicas') aisladas por
Gentzen»[1971, pag.245].%

Para cada una de las l6gicas consideradas se describen dos sistemas deductivos de este tipo,
que se diferencian, en primer lugar, por su prolenguaje. El prolenguaje L , descrito en el capitulo
7 (Los calculos de secuentes SI- y scLy difiere de P porque incorpora el operador sentencial

ceroatio "' pero no el operador sentencial unatio '7'.26 Trabajar con U facilita la comparacién de
los sistemas de deduccion natural con los sistemas deductivos ya descritos y que cuentan entre sus
operadores con el negador. PL por otra parte, permite una aproximacién mas satisfactoria al

teorema de normalizacién. Por consiguiente, una vez demostrada la equivalencia de ambos sistemas
de deduccion natural, elegiremos en cada caso el que resulte mas ventajoso. Describamos en primer

lugar los sistemas de deduccién natural minimo, intuicionista y clasico para el prolenguaje L.

Légica minima (DNM)

E& A&B A&B 1& A B

A B A&B
v A B Ev [A [B
AVB AVB C C AVB
C
B B
A-B

% Sobre Ia pretendida naturalidad del método de deduccién natural puede consultarse L. Vega,E/ andlisis ldgico: nociones y
problemas, 11, Madrid, UNED, 1987, pp.46-49 y 57-59.

26 i g P P . iz
Del operador [ se trata también en el capitulo 6, epigrafe Teorema de interpolacion.
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10 Ald ED [A[V]

OA®E) Gha B
B
EO  (Ov)A]y] 1am A
Alt] (OvA

* Restriccion: 'v' no estd libre en las premisas ni en B ni en supuestos previos no cancelados.
** Restriccion: 'v' no estd libre en las premisas ni en supuestos previos no cancelados

Légica intuicionista (DNI).

DNM +
EO 0
A
Légica clasica (DNC).
DNI +
TE Av(A-D
o también,
DNI +
DN _a-0-0
A
OBSERVACIONES.-

[1] Un sistema de deducciéon natural DNS da una definicién recursiva de una relacién de
derivabilidad, o si se prefiere de «derivacion en DNS».

[2] De acuerdo con la presentacion elegida, una derivacion en DNS (=DNM,DNLDNC) es un
arbol (invertido) finito de férmulas, en el que cada férmula es o un supuesto (una premisa o un
supuesto provisional)o resulta de la aplicacion a las férmulas que le preceden de una de las reglas
enunciadas.

[3] No obstante, por razones de economia, en ocasiones adoptaremos una presentaciéon secuencial
de las derivaciones. Para ello basta con reescribir las reglas con mas de una premisa como se indica
acto seguido:

& A B E- A A-B
B A A-B A
A&B A&B B B
EO @A Ev  AVB
Lc Lc
C |- B
Lc
Restricciéon: 'v' no esta libre en las C

premisas ni en B ni en supuestos

previos no cancelados.
Una derivacion es entonces una secuencia de férmulas en la que cada férmula es o un supuesto o la
conclusién de la aplicacién de una regla a férmulas que le preceden en la secuencia.
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[4] La definicién de derivabilidad en DNS es entonces: X fpnsA (A se sigue de X en DNS) syss hay
una derivacion de A a partir de X.

[5] Las derivaciones mas simples constan de una unica férmula A, y expresan que A es derivable de
un conjunto de férmulas X si ALX.

[6] Las derivaciones de la forma A mencionadas en el punto anterior, en las que la formula A
aparece a la vez como premisa y como conclusién, no han de confundirse con las demostraciones
de A. Una demostracién de A en DNS es una derivacién de A a pattir del conjunto de férmulas 0.
Dicho de otro modo, en una demostracion de A, ésta aparece tnicamente como conclusion.

[7] Una regla como I& se interpreta asi: si Tl es una derivaciéon de A a partir de X y U es una
derivacion de B a partir de Y, entonces

T
{
A
A B
1& A&B

es una detivacion de A&B a partir de X [ Y.
[8] Las férmulas marcadas con '[' en los enunciados de las reglas son supuestos provisionales. Su
funcién se entiende facilmente cuando se tiene en cuenta que una regla con supuestos
provisionales, como [Ev], ha de interpretarse como sigue: si hay una derivacion Tt de AvB, una
detivacion A de C a partir de X O {A} y una derivacion J de C a partir de X 0 {B} entonces hay
una derivacion de C a partir de X -a saber, la esquematizada en el enunciado de la regla. 'L sirve
entonces pata indicar donde termina la derivacién de C a partir de X [ {A}, en un caso, y de X [
{B}, en el otro. Dicho de otro modo, 'L indica cuindo y dénde se cancela el supuesto
correspondiente, A o B, respectivamente. En suma, la regla [Ev] podria transcribirse también asi:

X |'DNSAVB X0 {A} |'DNSC il {B} |'DN5C

X FonsC

[9] La dualidad introduccién-eliminacidn, caracteristica de los sistemas de deducciéon natural,
encuentra su excepcion en el operador de absurdo '[I'. La ausencia de reglas para 'lI' en DNM
obedece a la debilidad de la negacién minima (TA es definible, recuérdese, como A — [J). En DNI
hay regla de eliminacién de 'lI', pero no regla de introduccion. Finalmente, el principio [TE] (zercio
excluso) de DNC tiene el status de axioma, o mas exactamente de esquema axiomatico. Puede verse
como una regla sin premisas, es decir, de la forma:

AV(A- D)
en cuyo caso aparece como una regla de introduccién del operador de absurdo (poco satisfactoria,
eso si, en la medida en que en su enunciado aparecen otros operadores).
[10] Con las salvedades indicadas en el punto anterior, el uso derivacional de cada operador esta
regido por una regla de introduccién y una regla de eliminacién, que son inversas entre si.
Precisamente el modo en que se relacionan introduccion y eliminacién es lo que da pie al teorema
de forma normal enunciado mas adelante.
[11] Gentzen reconocia cierta prioridad a las reglas de introduccion, al considerar que determinan el
«significado» logico del operador correspondiente y que las reglas de eliminaciéon han de justificarse
en términos de las reglas de introduccién (en virtud, justamente, de la simetria antes mencionada).

DERIVVACIONES EN DN. EJEMPLOS.

1. Foxm(A - B)&(A - B - 0)) - (A~ D)
r LA-B)&(A-B- D)

| 2A-B E&l1

| 3.A

| |4.B E-23
| |5.A-B-0) E&1
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| |6.B-0 E-35
| L7.0 E 4,6
Lg.A-D I-,3-7
9.A-B)&A->B-0)-(A-0)  1-5,1-8

2. ([@)((@y)(Px & Qy — Rxy) & (D2)Rz) fona (B(Cy)(Px DQy U Rxy DRyx)

L ) (Uy)(Px & Qy - Rxy) & (Uz)(Rzx))
— 2. Uy)(Px & Qy - Rxy) & (Uz)(Rzx)

| 3. @y)(Px & Qy —~ Rxy)

| 4. Px&Qa - Rxa

| -5.Px& Qa

| | 6. Rxa

I I 7. (02)(Rzx)

| L 9. Rxa & Rax

| 10. Px & Qa - Rxa & Rax

| 11. (@y)(Px OQy O Rxy ORyx)

L 12. (@ (@y)(Px 0Qy U Rxy URyx)
13. (L) (Uy)(Px U Qy U Rxy URyx)

3. I’DNMA&(A"ED - (B-> [D

— LA&A—L)

| 2A E&,1

| 3.A—0 E&,1

| r4B

|LsDO E-23
L ¢B-O 1-,4-5
7 A&A—D)-(B-0) 12,16

4 poui(A - (A~ D)~ (A~ B)

r L Aﬁ(A 0)

| r2

| | 3 A-0O E-,12

| | E-23

| L5 B4

L 6. A-B 1-25
7. A->A-D)>A-B) 15156

5. Fonc(A - B)v(B - A)

—2.A>B

L—3 (A-BwB-A) Iv,2

— 4 (A-B)-0

| —5.B

[lro.A

E&,2
EO3

E- 45
E&,2
E07
1&,6,8
I-,5-10
10,10
1011
E01,2-12
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19.B-A
L—20. (A-B)vB-A)
21. (A= B)v(B - A)

E - 5,7
1-7-8
TE

E 5,12
EO13
Ev,10,11,12-13
1-,6-15

E - ,4,16

EO

1-,5-18

1v,19
Ev,1,2-3,4-20

SISTEMAS DE DEDUCCION NATURAL CON NEGADOR.

Los sistemas de deduccién natural minimo, intuicionista y clasico para el prolenguaje P

resultan de afiadir a las reglas de introduccién y eliminacién de '&', 'v', ' ', ' y "' antes enunciadas
las reglas para el negador que se enuncian a continuacion.

Légica minima (DNM").
rA
.
[17] I-
L B&B
A

Légica intuicionista (DNI™).
DNM™ + Ein  B&B
A
Logica clasica (DNC™).
DNM™+ Ecm 77A
A

DERIVACIONES EN DN™. EJEMPLOS.

1. Foxu™ (A - B)&(A - —B) - 7A
— 1.(A - B)&(A - 7B)

| 2A-B E&1

| 3.A

| 4B E-23
| |5.A--B B&l

| [6.7B E-35
| L7.B& B 1&4,6
L 8.-A 17,3-7
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2. |'DNM_'A - TTA

—1A

| r 2. A

| L3 A&"A  (1&,1,2)

L 4--A [-2-3
5. A-77A J . ,4

3. Foxim 1 (AvTA) - (A - B)

— 1. 7(AvTA)
| 2. A
| | 3. AvoA Iv,2
| | 4. (Av2A)&(AvA) 1&,1,3
|L5.B Eim4
L-6.A-B I-,2-5
7. _‘(AV_‘A) —>(A—>B) I—>,l—6
4. FoncAv—A
— 1. _‘(AV_‘A)
r2.A
| 3. AvoA Iv,2
L4, (Av0A)&(AvTA) 1&,1,3
5.7A 1-,2-4
6. AvTA Iv,5
— 7. (Av7A)&(AvTA) 1&,1,6
8. 7(AvTA) 1-,1-7
9. Av0A Eem

Una ocurrencia de una férmula A en una derivacién TUes mxima si aparece en TT como
resultado de la aplicacion de la regla de introduccién de su simbolo l6gico principal y sirve como
premisa (mayor) en la aplicacién de la regla de eliminacién de su simbolo légico principal. Una
derivacién es mormal si no contiene ocurrencias maximas de férmulas. Adviértase que en la
demostracién 4 inmediatamente anterior, hay una ocurrencia maxima de la férmula 7 7(AvTA) y
que entonces no es una derivaciéon normal. ¢Puede encontrarse una derivacion normal de Av7A
en DNC™? Notese asimismo que la derivacién correspondiente en DNC consta de una tnica
térmula, Av(A - 71A), justificada por TE

INTERDEFINICION DEL OPERADOR DE ABSURDO Y EL NEGADOR.

En cualquier caso, los DNS y los DNS™ son deductivamente equivalententes en el sentido
que se precisa a continuacién. Sea B una férmula de Py tg:F' - F, donde F' es el conjunto de
formulas de PLy F es el conjunto de férmulas de P, tal que

@) sE)=p,

) ws()=B&B,

3) ts(A&C)=tp(A)&ts(C),

4) ts(AvC)=ta(A)vts(C),

(5) (A » O)=ts(A) - t5(C),

©) w(B)A)=()sA), y

(7) s((Ov)A)=(0v)ta(A).
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LEMA 21. Para cualesquiera BUF', X [ {A} U F, si A es detivable en DNS a partir de X entonces
ts(A) es derivable a partir de tp(X) en DNS™.
DEMOSTRACION. Basta con mostrar que si R es una regla de DNS con A como conclusion,
ts(A) es derivable en DNS™ de las imagenes bajo ts de las premisas de R, algo que no presenta, en
general, dificultades a la vista de la definicién de tg. Los unicos casos no completamente triviales
son los de [EL]] y [TE]. Con tespecto a [EL]], la traduccién da como resultado:

B&—B

A

es decir, la regla [Ei7]. En cuanto al axioma de zercio excluso, 1a traduccion es ts(A) V (ts(A) - B&™B).
Adaptando la definicién precedente de AvTA, se llega a

5(A) v ~tp(A)

— (A

L— A v Iv

tp(A) - B&B)

— "ts(A)

| — @)

|| r ~(B&B)

|| L ts(A)&ts(A) 1&

|| ~~@B&B) -

| - B& B Eem
| t(A)>B& B I
L—t3(A) v Iv

(ts(A) - B&B)

ts(A) v (ts(A) » B&B) Ev

Para recorrer el camino inverso, de DNS a DNS™ sea t:F - F' tal que

@) tp)=p,

@) (A=t -0,

(3) (A&B)=t(A)&t(B),

@ t(AvB)=t(A)vt(B),

(5) (A= B)=t(A) - t(B),

©) (A)=[eA), y

@) (EA)=E)eA). ]
LEMA 22. Para cualquier X [0 {A} OF, si A es derivable en DNS™ a partir de X entonces t(A) es
derivable a partir de £(X) en DNS.
DEMOSTRACION. Consiste, basicamente, en repetir el proceso de la demostracion del lema 18,
invirtiendo la  direccién. Considérese la regla [I7]; hay que demostrar que si

t(B&B)=t(B)&(t(B) - L)) es derivable de t(A) entonces T(A) —» [ es detivable.

[ tA
- }
I hipétesis
| B&(tB - D)
| B E&
| B0 E&
LD E-
tA - [ I-
Para la regla intuicionista de eliminacién del negador, se tiene:
B & (tB- D)
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tB E&

tB - [ E&

U E -

tA EO
Para la regla clasica de eliminacién del negador, a su vez,: se tiene:

tA-0)-0

tA v (tA - 0) TE

rtA

[

rtA-0

| O E-

LA EQ

tA Ev

_|

Por otra parte, para cualquiera de los sistemas considerados (minimo, intuicionista, clasico) 7A y
A - 7B& 7B son deductivamente equivalentes, para cualquier formula B.

1.A- "B& B

r2.A

L3.-B&——B Eo12
4.7A 17,23

DEDUCCION NATURAL vs. CALCULO DE SECUENTES.

El principio general que determina la cotrespondencia entre las reglas de los calculos
secuenciales y las de los sistemas de deduccién natural puede formularse como sigue:
* 2 una demostracién Tt de un secuente X fA en SS le corresponde una derivacion
A de A a partir de X en DNS;
* 2 una demostracién Ttde un secuente X | en SS le corresponde una derivacién A
de A& A a partir de X en DNS;
* 2 una demostracién Tt de un secuente X||-A1,...,An, n>1, en SC le corresponde
una detivacion A de Aiv...vA; a partir de X en DNC.
Desde esta perspectiva, la deduccién natural difiere del calculo de secuentes porque la simetria
antecedente-consecuente de éste (en ambos casos se trata de conjuntos de férmulas) es
reemplazada por la asimetria premisas-conclusion de aquél (conjunto de premisas-férmula
conclusion). Esto tiene algunas consecuencias dignas de mencién. Entre otras:
[1] En una derivacién en DN siempre puede determinarse cual fué la dltima regla
aplicada, algo que no sucede cuando se admiten miltiples conclusiones.
[2] La unicidad de las conclusiones en DN es la responsable del feo aspecto de las reglas
[Ev] v [EQ. Su fealdad proviene de la presencia de una férmula C sin vinculos
estructurales con la férmula eliminada. En realidad lo natural serfa disponer de una regla
de eliminacién de la disyuncién como
AvB
A B
con dos conclusiones.

La correspondencia entre secuentes demostrables y derivaciones en deduccién natural permite
establecer una correspondencia mas detallada entre reglas de uno y otro sistema deductivo.

1.REGLAS OPERACIONALES.
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1.1 Las reglas de introduccion en el consecuente se corresponden de manera casi inmediata
con las reglas de introduccién de los DNS.

En el caso de |f& hay que mostrar que si X |-DN5A y X I—DNSB entonces X |-DN5A&B. La
derivacién correspondiente puede visualizarse entonces asi:

X

B
A&B 1&

En el caso de [”ﬁ] hay que mostrar, en el caso mas simple, que si X,A |-DN5_'B&ﬁ_'B entonces
X |—DN5_'A. La derivacién correspondiente es:

Y as{ sucesivamente.

1.2 Las reglas de introduccién en el antecedente se corresponden, de manera menos directa
que en el caso precedente, con las reglas de eliminacién. Consideremos un par de ejemplos. La regla

[D”-] requiere mostrar que si X,A ||-DN5B y v no esta libre ni en B ni en las férmulas de X entonces

X, (L) A. La solucién es:
X
A
rA

| .

| .

LB

B EO

En el caso de [— |, hay que establecer que si X foxsA y Y,B foxsC entonces X,Y,A - B fonsC. La
derivacion pertinente es, esquematicamente, como sigue:

X

A

A B premisa
B E_

Y premisas
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C
2. REGLAS ESTRUCTURALES.

2.1 Las reglas de datos no se corresponden, obviamente, con ninguna regla de deduccién
natural. Sucede mas bien que su contenido esta diluido en el conjunto de las reglas de
eliminaci6n/introduccién. Una regla como [P} encuentra su homélogo en la duplicidad de formas
de las reglas de deduccién natural con dos premisas: en ambos casos se expresa que el orden de las
premisas es irrelevante.

2.2 El caso de la regla de Corte ofrece mayor interés y se trata con algun detalle en el
epigrafe siguiente. Esta regla, traducida a deduccion natural, dice que si hay una derivacion de A a
partir de X y una derivacién de B a partir de Y U {A}, entonces hay una detivacion de B a pattir de
XOY. Esta detivaciéon en DNS resulta de combinar las dos antetiores:

X premisas
thipétesis 1°*

A

Y premisas
thipotesis 2
B

Esto, desde luego, no es particularmente excitante. Adviértase, sin embargo, que A aparece, en
primer lugar, como una conclusiéon extraida de X y por consiguiente como el resultado de aplicar la
regla de introduccién de su simbolo légico principal. A continuacién, junto con férmulas de Y,
sirve como premisa en la ulterior derivacioén de B, y por tanto como premisa en la eliminacién de su
simbolo logico principal. La férmula A se comporta entonces como una férmula maxima en la
derivacién que se acaba de esquematizar. De esta manera, el teorema de eliminacién de Corte de los
sistemas de calculo de secuentes se transmuta al pasar a los sistemas de deduccién natural en un
teorema de eliminacién de (ocurrencias de) formulas maximas, o, si se prefiere, en un teorema de
normalizacion.

Antes de ocuparnos del teorema de normalizacién, vamos a establecer la equivalencia de
los DNS y los SS.

TEOREMA 29. Si X”-Y es demostrable en SS- (=SM;, SI, SC) entonces X fpns™OY
(DNS™=DNM"™, DNI", DNC", respectivamente) donde LY es la disyuncién de las férmulas de Y si
Y#U, y "B& 7B, para cualquier férmula B, si Y=0.
DEMOSTRACION. Por induccién sobre la longitud de la demostraciéon Ttde X”-Y en SS. Si Ttes
A[FA, la detivacién correspondiente en DNS™ es A. Los casos de las reglas estructurales son
inmediatos, excepto ||-D En su versién intuicionista,

N5
la hipdtesis de induccién proporciona una detivacion A de "B& 7B a pattir de X en DNI;
aplicando Eim a 7B& 7B para obtener A se obtiene la derivacién apetecida. Para su version

clasica,
Xy
XA,
Y
la hipétesis de induccion proporciona una detivacion A de Y a partir de X en DNC™; Iv permite
obtener entonces Av(LIY).
Vayamos con las reglas operacionales. Ya se ha seflalado que las reglas secuenciales de
introduccién por la derecha se corresponden directamente con las reglas de introduccion de
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deduccién natural. Cuando, en el caso de la légica clasica, no se supone que los consecuentes de los
secuentes involucrados consten de una unica férmula, la cuestién se ve complicada por la necesidad
de apelar a las reglas del disyuntor (para pasar de una relacién en Sb(F)2 a una relacion en Sb(F)xF).
En concreto, en el caso de [|F&], conviendo en representar con Y la disyuncion delas formulas de
Y, se tiene:

X
Hipét.induccion { .
Avly
hipét..induccion {
BvlY
—A
| B
& | | A&B
v | L (A&B)VOY
| rOY
Iv | L (A&B)vOY
Ev L (A&B)v0Y
— Oy
v L (A&B)vY
Ev (A&B)vOY

Las reglas de introduccién por la izquierda se corresponden con las reglas de eliminacién. Para

[& |-], por ejemplo, el razonamiento es el siguiente:
X Premisas
A )
A E&
} Hipét..induccién
oYy

Este teorema, junto con la definicién de derivabilidad del calculo secuencial, da como resultado:
COROLARIO 14. Si X }fss A entonces X pns-A.

TEOREMA 30. Si X |-DN5ﬂA entonces X"-A es demostrable en SS-.

DEMOSTRACION. La clave, de nuevo, es la correspondencia reglas de introduccién/reglas de
introduccién en el consecuente y reglas de eliminacion/reglas de introduccion en el antecedente. En
el primer caso la correspondencia es inmediata. Veamos un par de ejemplos.

1& XA X|B hipétesis
X fA&B &
I- XA|B hipétesis
Xta-B (k-1
10 X ||-A hipétesis

XFowA (o
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(donde v no esta libre en X).

La correspondencia reglas de eliminacién/reglas de introduccion en el antecedente es, como ya se
ha seflalado, menos directa. Para E&, por ejemplo, la hipdtesis de induccién garantiza la
demostrabilidad en SS de X"-A&B. La demostrabilidad de X"-A puede establecerse usando, ademas
de [&|}], la regla de Corte, apelando después a la eliminabilidad de la regla de Corte (Corolatio 5)
para establecer la existencia de una demostracién en SS- (por tanto de una demostracion sin Corte).
En concreto,

A":A Axioma

XAJA DI}

hipétesis X FA&B XAKBIA &
XA Corte

Otro caso semejante es el de la regla de eliminacién del condicional. Por hipétesis de induccién
X FA - B y X|FA son demostrables en SS-, y entonces por el lema 3 lo es X,A|}B. Una aplicacién de
Corte permite obtener una primera demostracion de X”-B; por el corolario 5 hay una demostracion

de X||B en SS.
1

TEOREMA DE FORMA NORMAL.

Hablando con propiedad lo que se demuestra en esta seccion no es un teorema de
normalizacién para DNS sino un teorema de forma normal. Una derivaciéon en DNS es normal si
no contiene ocurrencias maximas de férmulas. Recuérdese que una ocurrencia de una férmula A en
una derivaciéon TU es mudxima si aparece en Tl como resultado de la aplicacion de la regla de
introduccién de su simbolo légico principal y sirve como premisa (mayor) en la aplicacién de la
regla de eliminacion de su simbolo légico principal. La distincién teoremas de forma normal vs.
teoremas de normalizacion se debe a Kreisel. Un #orema de forma normal para DNS es un teorema
que enuncia que si hay una derivacién en DNS de A a partir de X entonces hay una derivacién
normal de A a partir de X. Un feorema de normalizacion, por su parte, afirma la existencia de un
método efectivo para transformar cualquier derivaciéon de A a partir de X en DNS en una
derivacién normal. Por consiguiente, un teorema de nomalizacién -a diferencia de un teorema de
forma normal- relaciona cada derivacion en DNS con la forma normal correspondiente.

A su vez, pueden distinguirse dos variantes de la normalizacién: débi/, dada una derivacién
Tten DNS, hay una secuencia de reduccion (especificada por un procedimiento efectivo) TT=> Ty =
... = T, tal que T, es normal, y fuerte, toda secuencia de reduccion que comience por Tles finita.

El teorema de forma normal que se quiere demostrar es un teorema de eliminacién de
ocurrencias maximas de férmulas, como ya se ha dicho. Un cor#e en una derivaciéon en DNS consiste
en la aplicacién consecutiva de una regla de introduccién y de una regla de eliminacién de un
mismo simbolo légico, de manera que la conclusién de la primera sirve como premisa mayor para la
aplicacion de la segunda. La férmula en cuestion es por tanto una férmula maxima. Por ejemplo, las
lineas 8 y 9 de la derivacion siguiente en DNC™ constituyen un corte:

— 1. 7(AvA)
r2. A
| 3. AvoA Iv,2
L 4. (Av0A)&(AvTA) 1&,1,3
5.7A 17,2-4
6. AvTA Iv,5
— 7. (AvmA)&(AvTA) 1&,1,6
8. 7T(AvTA) 1-,1-7
9. AvmA EC—,8

La experiencia del teorema de eliminaciéon de Corte sugiere una demostracioén del teorema de forma
normal por induccién sobre el grado de la derivacién. Para ello se identificarfa el grado de un corte
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con la complejidad + 1 de su férmula maxima y el grado de la derivacién con el mayor de los
grados de sus cortes. Sin embargo, este intento tropieza con las deficiencias ya apuntadas de las
reglas Ev y ELl Sea Ttuna derivacién en DNS con un corte de la forma

A
AVB v
rA
| A
Lc
|rB
Lc
C Ev

Este corte puede eliminarse, reemplazando el fragmento de Ttdescrito por la subderivacion A, pero
entra dentro de lo posible que al eliminar la férmula maxima AVB del modo indicado C se convierte
en una ocurrencia maxima. La dificultad estriba en que la complejidad de C no guarda relacién con
la complejidad de AvB, de manera que puede suceder que c(C)>c(AvB).

Un ejemplo ayudara a entenderlo mejor. Considérese la siguiente derivacién de t a partir de

{p.,p - q,t - 7s,q > t,1s - t}, evidentemente no normal (el astetisco indica las ocurrencias maximas
de férmulas):

1Lp Premisa
2. pvr Iv,1
r3p
| 4.p-q Premisa
| 5.9 E 3,4
L 6. qus Iv,5
r 7.t
| 8. r— g Premisa
| 9.-s E-78
L10. qvs Iv,9
11. qv™s Ev2,3-6,7-10
| 13.q—t Premisa
L14. ¢ E- 1213
r 15. s
| 16. s - t Premisa
L17.¢ E 15,16
18. t Ev11,12-14,15-17

Si se intenta eliminar la férmula méxima 'pvt' procediendo como se ha indicado en el pérrafo
anterior, se obtiene la detivacion:

1Lp Premisa
2.p-q Premisa
3.q E-34
4. qvs Iv,5
r>q
| 6.q—t Premisa
L7.¢ E-12,13
r 8. 7s
| 9. s>t Premisa
L10. ¢ E 15,16
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11.t Ev4,5-7,8-10
Esta segunda detivacién tampoco es normal y ademas sucede que c(pvqg)<c(qvTs) -ie., el grado
légico de la f6rmula maxima de la primera derivacién es menor que el grado de la férmula maxima
de la segunda.
Una primera y dristica solucién es limitarse al fragmento {{1,&, -0} de P evitando asi
las reglas de eliminacién del disyuntor y del cuantificador existencial. St DNS* es la restriccion de
DNS a ese fragmento, entonces:

LEMA 23. Si Ttes una derivaciéon en DNS* de A a partir de X que termina con un corte de grado n

y el resto de los cortes de Ttson de grado <n entonces existe una derivacion en DNS* de A a partir
de X con grado <n.

DEMOSTRACION. Segin la hipétesis del lema Ttes de la forma

15
B [1#]
A (E#]

donde "#' es el simbolo logico principal de B, ¢(B)=n y el grado de la subderivacion A de B es <n.
Los casos a considerar vienen dados por los operadores logicos disponibles (por las posibles
interpretaciones de '#' si se prefiere). Si '#' es '&', B es A&C o C&D, de modo que Ttes entonces de
una de las formas:

A C

C A
A&C 1& A&C
A E& C

C A

A C
A&C 1& A&C
A C

Las contracciones son operaciones que transforman detivaciones que termina con un corte en otras
derivaciones con idénticas premisas y conclusiéon. En concreto, las contracciones para los casos que
estamos considerando son las subderivaciones de la primera ocurrencia explicitada de 'A', en los
dos ptrimeros casos, y de la primera ocutrencia explicitada de ‘C', en los casos restantes. La gracia
esta en que, bajo los supuestos del lema, la contraccion de Ttes siempre de grado <n.

Si'#'es'—', Tles de una de las formas siguientes:

A rA

rA |

| Lc

Lc A-C I
A=C I- A

C E_ C E-

y sus conversiones resultan de combinar la subderivacién de la primera ocurrencia de 'A' y la
detivacién de C a partir de A. Adviértase que en esta ultima el supuesto provisional 'A’ de la
subderivacién original es reemplazado por una ocurrencia de esa misma férmula derivada a partir
de las premisas.

Finalmente, si '"#' es 'L1', Ttes

Alv]
(Ov)A[v] 10
Alt] EO
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cuya conversion es la derivaciéon que resulta de reemplazar en la subderivacién de Alv] la variable
(libre) v por el término t..

Aplicando reiteradamente este lema se llega a:

TEOREMA 31. Si hay una derivaciéon en DNS* de A a partir de X entonces hay una derivacion
normal de A a partir de X.
DEMOSTRACION. Sea Ttuna derivacién en DNS* de grado n de la forma

}

A
A 1#
A E#
H
H

En la que todo corte en la subderivacion A que precede al explicitamente sefialado es de grado <n.
Al aplicar la contraccién correspondiente se obtiene una derivacién TU reemplazando la
subderivacion A por la subderivacion apropiada A'. Puede comprobarse ficilmente que la dltima
formula de A' es de complejidad menor que A', y por consiguiente que si A' termina con una
aplicacién de una regla de introduccién I° y P comienza con una aplicacion de la regla de

eliminacién paralela, E°, la combinacién subsiguiente de A' y fl comporta la aparicién de un corte
de grado menor que el de la derivacion original.

La eliminacién de cortes despeja en principio el camino para el establecimiento de la propiedad de
subférmulas, que puede enunciarse asf: toda formula en una derivacion Tt libre de cortes de A a
partir de X es una subférmula generalizada de A o de una férmula de X. El quid estriba en que en
una derivacion normalizada pueden distinguirse tres partes:

a) analftica, en la que cada férmula es la premisa principal de una eliminacién y contiene como
subférmula a la férmula siguiente;

b)intermedia, en la que las férmulas son premisas de reglas de introduccion; y

C) sintética, en la que cada férmula es la conclusion de una introduccién y es (salvo la conclusion)
una subférmula de la férmula siguiente.

Sin embargo para demostrar que DNI" y DNC* poseen esta propiedad atn hay que introducir algun
reajuste, como muestra el ejemplo que viene a continuacion.

1.A=0 Premisa

2. A Premisa
3.0 E-12
4. A&B E3

5 A E&4

Esta derivacién no contiene férmulas maximas -aunque sf un rodeo innecesario- aunque la férmula
'A&B' no es una subférmula ni de las premisas ni de la conclusién.

Lo que se desprende de éste y otros casos similares es la necesidad de restringir la regla EJJ
a aquellos casos en los que la conclusion 'A' es de complejidad 0. Queda para el lector establecer,
por induccién sobre c(A), la equivalencia de DNS* con el sistema as{ obtenido.

TEOREMA 32. Toda férmula en una derivaciéon libre de cortes de A a partir de X en

DNM*(DNI") (con ED restringida a férmulas atémicas) es una subférmula generalizada de una
férmula de X o de A.
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DEMOSTRACION. Sea TTuna derivacién a partir de un conjunto de hipétesis X de las premisas
de una regla r que satisface las condiciones del enunciado del lema. Si r es una regla de

introduccién, la derivacién TU resultante de su aplicacién a las férmulas terminales de Tt conservard

esas propiedades -las férmulas terminales de TUserdn ahora subférmulas de la conclusion de TT. Sit
es una regla de eliminacion hay que considerar cuatro casos. Si, en primer lugar, es la regla de

eliminacién del condicional Tt es de la forma:

B B-C
C

Obviamente si B no es una subférmula de las premisas, tampoco lo sera B — C. Por las restricciones
impuestas a E[J, B—C no puede ser el resultado de aplicar ELl. Ahora bien, si esta férmula
resultase de aplicar alguna regla de eliminacién distinta de EL, dadas las hipétesis iniciales, setfa una
subférmula de las premisas. Por otra parte, si resulta de emplear una regla de introduccion, ésta no
puede set sino I - y TU serfa de la forma

I
Lc

B B-C I-
C E-

y por tanto Ttcontendria un corte, contra la hipétesis del teorema.
Los casos E& y E[] se tratan de manera analoga. Falta unicamente por considerar la regla E[]. Sea

pues TU
1y
S

a0
A EO

donde 'A" es una férmula atémica. Como U no tiene subférmulas propias, todas las férmulas de la
subderivacion Tt distintas de 'I' serdn subférmulas propias de las premisas y, ante la ausencia de
reglas de introduccion para L, Tt concluye aplicando una regla de eliminacién, de donde se sigue que
O es a su vez una subférmula propia de las premisas (o una premisa).q

La mutilacién del prolenguaje previa a la demostracién del teorema 30 es menos inquietante en el
caso de la légica clasica que en de la l6gica minima o la logica intuicionista, puesto que AVB y () A
son clisicamente equivalentes 2 7(TA&B) y 7(Uv) A, respectivamente. De hecho, en el caso de
la 16gica clasica los resultados alcanzados hasta el momento son dificilmente mejorables.

Adviértase que DNC” carece de la propiedad de subférmulas tal y como ésta se enuncia en
el teorema 28 debido a la presencia del axioma de tercio excluso, que en austero lenguaje en el que
ahora nos movemos puede enunciarse como (A - [J) » [J) > A. Asi en la detivacién de A a partir de

A-D)-0

Premisa (A )0 (A-O)-)-A TE
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A E_

la férmula de la derecha no es ni una hipdtesis ni una subférmula de la conclusién. Naturalmente
siempre puede encontrarse una parafrasis mas o menos airosa de la propiedad de subférmulas para

salir del paso -teniendo en cuenta la equivalencia de Ay (A - ) - [
Para demostrar un teorema de forma normal para DNS, comencemos por especificar las

contracciones asociadas a los operadores 'V' y 'L:

V_
contraccioén
A ) B
AvB 1Iv . AvB Iv
rA Se contraecen A rA Se contrae en B
C C
rB . rB )
| c || C
Lc Lc
C Ev C Ev
Crcontraccion
[t]
(OA[V] 10 se contrae en Alt]
|r Alv]
LB )
B EO B

Pero con ésto no es suficiente, como se ha argumentado antes. Se precisa ademas la nocién de corte
conmutativo. Un corte conmmutativo es una secuencia de dos aplicaciones de reglas, de las que la

ptimera es [EV] o [EQ] y la segunda una regla de eliminacién cuya premisa mayor es suministrada
por la aplicacién de la primera. Por consiguiente, se tienen los siguientes cortes conmutativos.

a) Cortes conmutativos (Ev,E&), (Ev,Ev) y (Ev,E-).

AvB Iv AvB Iv C

- A - A
C&D CvD
-B -B AvB Iv
rA
C&D CvD
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C&D Ev CvD Ev
CD) E& rC

LE

|[—D

LE

E Ev

b) Cortes conmutativos (Ev,EL), (Ev,ED y (Ev, E[L

AvB Iv AvB Iv

A - A
(@yle (E3[e
-B -B
(@yle (nC
(Ov)C  Ev (GnC Ev
C[t] EO r Clv]

o

D EO

¢) Cortes conmutativos para (ELE&), (ELEv) y (ELIE-).

k&mm 10 k&mm 10

i‘ Alv] |r Alv]
L B&C L BvC
B&C EO BvC EO
B(C) E& |rB
LD
rC
LD
D Ev

d) Cortes conmutativos para (ELJED), (ELED y (EQ EOL

kD@Aﬁq 10 kD@Aﬁq 10
r AlV] r Alv]
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OO

Lc.D

Lc-D

C-D Ev
D E -

AvB Iv

>

O

¥

O

Ev
EO

(Gn)A[v]
r Av]
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L (Ouw)B L (C)BJu] LD

(OuwB EO (Q)B[u] EO 0 EO
Blt] EO r Blu] B EO
I
Lc DNLDNC
C EO

Aunque todo esto puede parecer prolijo, podria serlo mas, puesto que en algunos casos no se ha
prestado atencion al orden de las premisas. El grado de un corte conmutativo es el grado + 1 de la
férmula que aparece como conclusién de la primera eliminacién (EV o E[} y como premisa mayor

de la eliminacién subsiguiente.
En el ejemplo discutido hace un momento hay un corte (2-11) y un corte conmutativo (11-

18):
1.p Premisa
2. pvr Iv,1
r3p
4.p>q premisa
L 6. qus Iv,5
r 7.t
8. - s premisa
9. s E- 7,8
L 10. qv—s Iv,9
11. qv™s FEv2,3-6,7-10
| 13.q>t premisa
L14.¢ E-12,13
r 15. 78
| 16. 715 — t premisa
L17.¢ E-15,16
18. t Ev11,12-14,15-17

El siguiente paso es definir las contracciones de los cortes conmutativos. Esquematicamente son:
Corte conmutativo para Ev

AvB AvB

N N
Lc Lc
rB se convierte en B
Lc LD [1]
Ev D Ev
D [t]
Corte conmutativo para ELJ
A A
rA rA

| se convierte en |
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Lc E | C
LD [¢]
. D B
D [t]
Pero las complicaciones no terminan aqui. Considérese el esquema derivacional:

o
AvB !-C |LC
Ev C
D E#
E EO
y supongase que c(C)=n, n<c(D) y que todos los cortes, ordinarios y conmutativos, de la

subderivacién de C son de grado <n. El resultado de convertir esta derivacion para eliminar el corte
conmutativo cuya férmula principal es C es:

rA rB

: |Cc | C
AvB Lb Lp .
Ev D E#
E EO
con lo que la desaparicién de un corte conmutativo comporta la aparicién de un nuevo corte
conmutativo de grado mayor (con D como férmula principal). Obsérvese que para que esto suceda

es preciso que E# sea una de las reglas ELJ Ev o E[] puesto que de lo contratio, al provenir D de C
en la derivacién original por aplicacién de E#, la complejidad de D serfa menor que la de C.
La solucion es definir un corte conmutativo generalizado (c.c.g.) como una secuencia derivacional

Ay

Az 11
An fn
An+l Tn+1
B

en la que (1) r1 es una de las reglas E[], Ev o E[] (2) cada 1;, 1<i<n+1, es una regla de eliminacién
cuya premisa mayor es Ai1, y (3) to+1 es una de las reglas EL Ev o E[] con Aq+1 como premisa
mayot. El grado de un c.c.g. es entonces max{c(Aj)/1<i »n+1}.

Especifiquemos ahora las contracciones de los c.c.g. Si, usando el esquema precedente,
es EL, su conversion es

g
B ED
Sit1 es Ev o El su conversién (que consetva en el peor de los casos el grado de la derivacion
original) es la conversién correspondiente al corte conmutativo inicial de la secuencia.
En lo que sigue, por grado de Tha de entenderse el mayor de los grados de sus cortes
ordinarios, conmutativos y conmutativos generalizados.

LEMA 24. Sea Tt una derivacién de A a partir de X en DNM, DNI o DNC de grado n=1.
Entonces existe una derivacién Tt de A a partir de X de grado <n.
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DEMOSTRACION. Bisquese el primer corte (ordinario o conmutativo) de Tt de grado n, de
manera que la derivacién puede representarse ahora como

A
B
C [t]
u
A

donde B es la férmula principal del corte en cuestién, y por consiguiente r es una regla de
eliminacion y el grado de la subdetivacion A de B es <n. Si el corte en cuestion es el corte ordinatio
asociado a uno de los operadores '&', '=" o ', c(C)<c(B). Reemplazando entonces en T la

subderivacién

B
C [t]

por la contraccion correspondiente A', se obtiene una derivacion

\
c
D [t]
u
A

Tanto si C no es la féormula principal de un corte ordinario o conmutativo como si lo es, la
subderivacién

)\)
C
D [t]
tiene grado <n=c(B).
De los casos correspondientes a los cortes ordinarios de los operadores restantes 'v'y 'L' se

expone solo el primero, quedando el otro para el lector. Supdngase, entonces, que el corte en
cuestién es el corte ordinatio correspondiente a 'v', de manera que Ttes ahora

A
A
D | |
Iv DvE LB LB
B Ev
C [r]
V1
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La contracciéon correspondiente es

O
=
N

A
formada por la yuxtaposicién de la subderivacion original de D, la subderivacién del supuesto

izquierdo de la eliminacién del disyuntor y . Si r no es una regla de eliminacién, B no es la férmula
principal de un corte y asf la subderivacion

D
B[
cC [l

tiene grado <n. Lo mismo vale si r es una regla de eliminacién, digamos E#, y r' es distinta de I#,
Ev y ELl Obviamente, si ¢(B)<c(DvE), aun cuando t” sea una regla de eliminacién, se llega a la
misma conclusién. Por otra parte, si r es una regla de eliminacién, no es el caso que ¢(B)<c(DvE) ya
que de lo contrario habria en Tt un corte conmutativo de grado>n. Asi, falta por considerar el
supuesto de que r sea una regla de eliminacién y c(B)=c(DvE). Bajo estos supuestos, esta claro que
la subderivacion de B tiene grado <n, si bien la subderivacién subsiguiente de C tiene grado n.

Mas complejos son aquellos casos en los que B es la férmula principal de un corte
conmutativo. Analicemos a titulo de ejemplo el caso en que TTes de la forma

A . D [E

DvE LB LB

Ev B
E#' C
m

A

Su contraccién presenta entonces el aspecto siguiente:

A . D [E

) |B |B
E#' DvE Lc Lc
Ev C
!
A

En primer lugar, al trasladar a las derivaciones subsidiarias de la eliminacién del disyuntor la
aplicacién de E# que permite inferir C, pueden aparecer en éstas cortes ordinarios o conmutativos
con el mismo grado que el corte conmutativo eliminado puesto que en todos los casos su férmula
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principal sera B. Si se trata de cortes ordinarios bastara con efectuar a continuacion la contraccion
apropiada. Si se trata de cortes conmutativos, su contraccion permite, en el peor de los casos ir
desplazando la anomalfa hacia el interior de los supuestos anidados. Es decir, si la derivacién
subsidiaria del supuesto provisional D fuera

——— D

EO
L— ¢ E#
al contraerse se convertiria en
— D
|
| r Elv]
| |B
| GoFy]  tC E#
C EO

(habtia que establecer, naturalmente, que 'v' no esta libre en C, lo que eventualmente puede requetit
«rebautizar» la variable). Como en cualquier caso entre D (o E) y B hay un ntmero finito de
aplicaciones de Ev y E[J reiterando el procedimiento el nimero de veces preciso se termina por
obtener subderivacién

DvE  LC Lc E#
C Ev
de grado <n. En segundo lugat, si el producto de las manipulaciones indicadas fuera de la forma
DvE  LC Lc E#
C Ev
F E¢

A
con ¢(C)>c(B) podria suceder que, debido al corte conmutativo con C como férmula principal, la
subderivacién correspondiente a F tuviera un grado >n. Pero en tal caso, la derivacién original,

D (E
| | } .
| |

DvE LB LB

B

C E#

F

A
contendria un c.c.g. de grado >n, contra la hip6tesis de partida.
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El tratamiento de los cortes conmutativos generalizados no presenta ninguna dificultad

especial, salvo la posible «intetiorizacién» del corte original en los supuestos de Ev o E[ ya
abordada para los cortes conmutativos.

El guid en la eliminacién de cortes en deduccion natural hay que buscarlo en la invertibilidad de las
reglas de introduccién y eliminacién de un operador. Es este rasgo el que expresan las conversiones
descritas, aunque es mas perceptible en unos casos que en otros. Esta claro, por ejemplo, que I& y
E& son inversas entre si, de modo que podrian reemplazarse sin pérdida alguna por
A B
A&B

donde el trazo doble indica la admisibilidad del transito inferencial en cualquiera de dos sentidos
posibles inmediato en el caso del disyuntor.

Usando el lema 24 se llega a

TEOREMA 32. Si hay una derivacién de A a partir de X en DNS (=DNM, DNI, DNC) entonces
hay una derivaciénde A a partir de X en DNS sin cortes ni cortes conmutativos.

EJERCICIOS.

(1) Establecer la equivalencia de las dos formulaciones de DNC (con el operador ') consideradas
en el texto. (La diferencia viene dada por la presencia de TE o de DN).

(2) Demostrar directamente -es decir, sin pasar a través de sus formulaciones secuenciales- la
equivalencia de los sistemas hilbertianos y de deducciéon natural considerados para las logicas
minima, intuicionista y clasica.

(3) Usando el lema 21, demostrar que DNI (con 'v' y ') posee la propiedad de subférmulas.

(4) Sea DNC' la formulacién resultante de reemplazar TE/DN por la regla [Abs]

rA-0
o
A

Muéstrese que DNC y DNC' son deductivamente equivalentes.
(5) Demuéstrese que DNC' posee la siguiente variante de la propiedad de subférmulas: si Ttes una
derivaciéon normal (i.e., sin cortes) de A a partir de X, entonces cada férmula de TU es (a) una
subférmula de A, (b) una subférmula de alguna férmula de X, () un supuesto de la forma A - [
cancelado aplicando [Abs], siendo A una férmula del tipo indicado, o (d) una instancia de [l.
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