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CAPITULO 7. SISTEMAS DE DEDUCCION NATURAL

Si en lugar de oria de las catdstrofes se hubiera llamado
teoria de  singularidades, seguramente su éxito popular
hubiera sido menor.

LLSantalo, La matematica: una filosofia y una ciencia.

SISTEMAS DE DEDUCCION NATURAL CON OPERADOR DE ABSURDO.

En este capitulo se describen y estudian algunas propiedades de sistemas de deducciéon natural
para las 16gicas minima, intuicionista y clasica. El nombre «deduccién natural» responde a la intencién de
Gentzen de capturar la légica practicada por los matematicos, en oposicién a la légica axiomatica de la
matematica. Por consiguiente, la naturalidad de la deduccién natural ha de entenderse, en este primer
sentido, en contraste con el modo de proceder de los sistemas hilbertianos. Prawitz, sin embargo,
considera que la naturalidad de los sistemas de deduccién natural consiste en algo mas, en que «el
contenido l6gico esencial de los operadores logicos intuitivos que pueden formalizarse en los lenguajes
considerados, puede ser entendido como un contenido compuesto por las inferencias atémicas (es decir,
'deducciones basicas') aisladas por Gentzen.»[1971, pag.245].!

Para cada una de las l6gicas consideradas se describen dos sistemas deductivos de este tipo, que
se diferencian, en primer lugar, por su prolenguaje. El prolenguaje PL , descrito en el capitulo 7 (Los
calculos de secuentes SI- y SCJ-) difiere de P porque incorpora el operador sentencial ceroario '[I' pero
no el operador sentencial unario '7'.2 Trabajar con U facilita la comparacién de los sistemas de deduccién
natural con los sistemas deductivos ya descritos y que cuentan entre sus operadores con el negador. 7L
por otra parte, permite una aproximacién mas satisfactoria al teorema de normalizacién. Por consiguiente,
una vez demostrada la equivalencia de ambos sistemas de deduccién natural, elegiremos en cada caso el
que resulte mas ventajoso. Describamos en primer lugar los sistemas de deduccién natural minimo,

intuicionista y clasico para el prolenguaje L.

Loégica minima (DNM)

E& A&B A&B I& A B
A B A&B
v A B Ev [A [B
AVB AVB C C AvVB
C
I [A E - A ASB
B B
A-B

! Sobre la pretendida naturalidad del método de deduccion natural puede consultarse L. Vega,E/ andlisis ldgico: nociones y problemas,
II, Madrid, UNED, 1987, pp.46-49 y 57-59.

Del operador U se trata también en el capitulo 6, epigrafe Teorema de interpolacion.
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INTRODUCCION A LA TEORIA DE LOS SISTEMAS DEDUCTIVOS

0 Alt] ED [A[V]
AW Gha B
B
EO  (OvA]v] 1am A
Alt] (Ov)A

* Restriccion: 'v' no estd libre en las premisas ni en B ni en supuestos previos no cancelados.
**k Restriccion: 'v' no estd libre en las premisas ni en supuestos previos no cancelados

Légica intuicionista (DNI).

DNM +
EQ 0
A
Légica clasica (DNC).
DNI +

TE Av(A-D)
o también,
DNI +

DN _((A-D-0)
A

OBSERVACIONES.-

[1] Un sistema de deduccion natural DNS da una definicién recursiva de una relacion de derivabilidad, o
si se prefiere de «derivaciéon en DNS».

[2] De acuerdo con la presentacion elegida, una derivacién en DNS (=DNM,DNLDNC) es un arbol
(invertido) finito de férmulas, en el que cada férmula es o un supuesto (una premisa o un supuesto
provisional)o resulta de la aplicacion a las férmulas que le preceden de una de las reglas enunciadas.

[3] No obstante, por razones de economia, en ocasiones adoptaremos una presentacion secuencial de las
derivaciones. Para ello basta con reescribir las reglas con mas de una premisa como se indica acto seguido:

I& A B E- A A-B
B A A-B A
A&B A&B B B
EO (OnA Ev  AVB
Lc Lc
C B

Restriccién: 'v' no esta libre en las
premisas ni en B ni en supuestos
previos no cancelados.

120



SISTEMAS DE DEDUCCION NATURAL

Una derivacién es entonces una secuencia de férmulas en la que cada férmula es o un supuesto o la
conclusién de la aplicacion de una regla a férmulas que le preceden en la secuencia.

[4] La definicién de derivabilidad en DNS es entonces: X fpxsA (A se sigue de X en DNS) syss hay una
derivacion de A a partir de X.

[5] Las derivaciones mas simples constan de una dnica formula A, y expresan que A es derivable de un
conjunto de férmulas X si ALX.

[6] Las derivaciones de la forma A mencionadas en el punto anterior, en las que la férmula A aparece a la
vez como premisa y como conclusién, no han de confundirse con las demostraciones de A. Una
demostracién de A en DNS es una derivacion de A a pattir del conjunto de férmulas [. Dicho de otro
modo, en una demostracion de A, ésta aparece Gnicamente como conclusion.

[7] Una regla como 1& se interpreta asi: si Tles una derivacion de A a partir de X y U es una derivacion de
B a partir de Y, entonces

T
{
A
A B
1& A&B

es una derivacion de A&B a pattir de X 0 Y.

[8] Las férmulas marcadas con '[' en los enunciados de las reglas son supuestos provisionales. Su funcion se
entiende facilmente cuando se tiene en cuenta que una regla con supuestos provisionales, como [Ev], ha
de interpretarse como sigue: si hay una detivacion Ttde AvB, una derivacion A de C a partir de X [ {A} y
una derivacién P de C a partir de X U {B} entonces hay una derivacién de C a partir de X -a saber, la
esquematizada en el enunciado de la regla. 'L' sirve entonces para indicar donde termina la derivacion de
C a partir de X [ {A}, en un caso, y de X 0 {B}, en el otro. Dicho de otro modo, 'L indica cuando y
dénde se cancela el supuesto correspondiente, A o B, respectivamente. En suma, la regla [Ev] podtia
transcribirse también asf:

X oxsAvB XO{A} FonsC XO{B} FonsC
X FonsC
[9] La dualidad introduccién-eliminacién, caractetistica de los sistemas de deduccién natural, encuentra su

excepcion en el operador de absurdo 'I'. La ausencia de reglas para 'lI' en DNM obedece a la debilidad de
la negacién minima (TA es definible, recuérdese, como A — ). En DNI hay regla de eliminacién de LT
pero no regla de introduccién. Finalmente, el principio [TE]| (fervio excluso) de DNC tiene el status de
axioma, o mas exactamente de esquema axiomatico. Puede verse como una regla sin premisas, es decir, de
la forma:

AVA-D)
en cuyo caso aparece como una regla de introduccién del operador de absurdo (poco satisfactoria, eso si,
en la medida en que en su enunciado aparecen otros operadores).
[10] Con las salvedades indicadas en el punto anterior, el uso derivacional de cada operador esta regido
por una regla de introduccién y una regla de eliminacién, que son inversas entre si. Precisamente el modo
en que se relacionan introduccién y eliminacion es lo que da pie al teorema de forma normal enunciado
mas adelante.
[11] Gentzen reconocia cierta prioridad a las reglas de introduccion, al considerar que determinan el
«significadox» 16gico del operador correspondiente y que las reglas de eliminacién han de justificarse en
términos de las reglas de introduccion (en virtud, justamente, de la simetria antes mencionada).

DERIVACIONES EN DN. EJEMPLOS.

1. Foxm(A - B)&(A — (B - ) » (A - 0)
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r LA - B)&(A B 0)

| 2A-B E&1

| 3.A

| |4.B E-23
| [5.A-®-0) Eéel

| |6.B-0 E-35
| L7.0 E-4,6
L8A-O I-,3-7

9.A-B&A-B-D)>A-0) 15,18
2. X ((@y)(Px & Qy ~ Rxy) & ([(2)Rzx)) Foaat (B9(Oy)(Px DQy O Rxy ORyx)

1. (@9(Dy)(Px & Qy — Rxy) & () Rax))
— 2. (Oy)(Px & Qy — Rxy) & (2)(Rzx)

| 3. (@Oy)(Px & Qy - Rxy) F&.2

| 4. Px&Qa - Rxa EO,3

| -5 Px& Qa

| | 6. Rxa E- 4,5
|| 7. Co®Rz) E&:2

| | 8. Rax EO,7

| L9. Rxa & Rax 1&,6,8

| 10. Px & Qa — Rxa & Rax I-,5-10
| 11. (@y)(Px OQy O Rxy ORyx) 10,10

L 12, (30)(Oy)Px OQy O Rxy ORyx) 1011
13. (Lk)(Qy)(Px O Qy O Rxy U Ryx) EO1,2-12

3. |’DNMA&(A"|:D g (B-’D)

— LA&A—D)

| 2A E&,1

| 3. A—0 E&,1
|r4B

|LsO E-23
L ¢B-0O 1-,4-5

7 A&(A—D)-»(B-0) 12,16

4. foni(A~ (A - D)~ (A~ B)

r LA-(A-D)

| 2. A

|| 3.A-0 E-,12
|| 4.0 E-23
|L5.B E04
L6 A-B 1525

7. A-A-D)>A-B) I-16
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SISTEMAS DE DEDUCCION NATURAL
5. Fonc(A - B)v(B - A)

1. (A—»B)V((AAB)A D) TE
—2.A-B
L—3 (A-B)vB-A) Iv,2
— 4. (A-B)-0
| —5.B
|| 6. A
[||r7.B-0O
[ ]]|Ls.O E-,57
[|]9 B-0)-0O 1-7-8
||| 10.Bv B-0) TE
||]r11.B
|11t
||| r12.B-0
[]]]13.0 E-5,12
||| L14.B E0,13
|| L15.B Ev,10,11,12-13
|| 16.A-B I-,6-15
|| 17.0 E-.,4,16
| L-18. A ED
|  19.B-A I-,5-18
L—20. (A-B)vB-A) Iv,19

21. (A BB - A) Ev,1,2-3,4-20

SISTEMAS DE DEDUCCION NATURAL CON NEGADOR.

Los sistemas de deduccion natural minimo, intuicionista y clasico para el prolenguaje P resultan

de afiadir a las reglas de introduccion y eliminacién de '&', 'v', ' 'a y ' antes enunciadas las reglas para
} > b b
el negador quc sc enuncian a continuacion.

Légica minima (DNM").
rA
| .
(7] I.
L B&B
A

Légica intuicionista (DNI™).
DNM™ + Ein B&B
A

Logica clasica (DNC™).

DNM™ + Ec— ——A
A
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DERIVACIONES EN DN™. EJEMPLOS.

L. |‘DNM_‘(A -B)&(A - 7B) - "A

| 2A-B
| 3.A
| |4.B

| |5.A-—B

| |6.7B

| L7.B&B

L 8.-A

9.(A > B)&(A - 7B) » A

2. I'DNM_‘Aaﬁ_‘A
—1LA

| r2. —A

| L3 A&™A  (1&,1,2)
L 4--A

5. A-77A

3. Foxim T (AvTA) (A S B)
— 1. 7(AvTA)

| r2.A

|| 3. AvmA

| | 4. (AvoA)&(AvA)
|L5.B

L-6.A-B

7. 7(AvoA) > (A - B)

4, |‘DNcAV_‘A
,—1 —'(Av—'A)
| 3 Av—'A

6. AV_‘A

L 7. (AvmA)&(AvTA)
8. 7(AvA)
9. Av0A

| r
|
| L4. (Av—'A)&—'(Av—'A)
| 5
|

Una ocurrencia de una férmula A en una detivacién TUes mdxima si apatece en Tl como resultado
de la aplicacién de la regla de introduccién de su simbolo 16gico principal y sirve como premisa (mayor)
en la aplicaciéon de la regla de eliminacién de su simbolo légico principal. Una derivacion es normal si no
contiene ocurrencias maximas de férmulas. Adviértase que en la demostracién 4 inmediatamente anterior,
hay una ocurrencia maxima de la férmula 77 (AvTA) y que entonces no es una derivacion normal.
¢Puede encontrarse una derivacién normal de Av77A en DNC™ Nétese asimismo que la derivacién

E&1

E-23
E&l
E-35
1&4,6
I-,3-7
I-,1-8

1-2-3
1.4

Iv,2
1&,1,3
Eim 4
15,25
1-,1-6

Iv,2
1&,1,3
17,2-4
Iv,5
1&,1,6
17,1-7
Ecm

correspondiente en DNC consta de una tnica férmula, Av(A - 71A), justificada por TE
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SISTEMAS DE DEDUCCION NATURAL
INTERDEFINICION DEL OPERADOR DE ABSURDO Y EL NEGADOR.

En cualquier caso, los DNS y los DNS™ son deductivamente equivalententes en el sentido que se
precisa a continuacion. Sea B una férmula de Py tg:F' - F, donde F' es el conjunto de férmulas de PL y
F es el conjunto de férmulas de P, tal que

(1) ts(p)=p,

(2) s(0)=B& B,

(3) tB (A&C) =tB (A) &tp (C) ,

4) t(AvCO)=tp(A)vtp(C),

() (A » O)=ts(A) - t5(C),

©) (A=), y

(7) ts((Lv)A)=(Uv)ts(A).

LEMA 21. Para cualesquiera BOF', X [J {A} O F, si A es detivable en DNS a partir de X entonces t(A)
es derivable a partir de tg(X) en DNS™.
DEMOSTRACION. Basta con mostrar que si R es una regla de DNS con A como conclusién, ts(A) es
derivable en DNS™ de las imdgenes bajo ts de las premisas de R, algo que no presenta, en general,
dificultades a la vista de la definicién de ts. Los Gnicos casos no completamente triviales son los de [EL]] y
[TE]. Con respecto a [EL]], la traduccién da como resultado:

B&—B

A

es decit, la regla [Ei7]. En cuanto al axioma de #ervio excluso, la traduccion es tg(A) V (ts(A) - B&™B).
Adaptando la definicién precedente de AvTA, se llega a

tB (A) vV Tt (A)

— B(A)

L— @A) v Iv

ts(A) - B&B)

— "ts(A)

| — ts(A)

| | r ~(B&B)

|| L t(A)&ts(A) &

|| ~~B&B) =

| - B&B Eem
| ts(A)>B& B I-
L—t5(A) v Iv

(ts(A) > B&B)

ts(A) v (ts(A) » B&B) Ev
Para recorter el camino inverso, de DNS a DNS™ sea t:F — F' tal que
@ te)=p,
@) t(A)=e(A) - L,
(3) t(A&B)=t(A)&ct(B),
@) t(AvB)=t(A)vt(B),
©) tA = B)=t(A) - £(B),
©) ((A)=(Ee), y
@) (EVA)=E)eA).
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LEMA 22. Para cualquier X [0 {A} O F, si A es derivable en DNS™ a partir de X entonces t(A) es
derivable a partir de ¢(X) en DNS.

DEMOSTRACION. Consiste, basicamente, en repetir el proceso de la demostracion del lema 18,
invirtiendo la direccién. Considérese la regla [I7]; hay que demostrar que si t(B&B)=t(B)&(t(B) - [J) es
detivable de t(A) entonces T(A) - U es derivable.

r tA

|- }

i . hipétesis

| tB&(B - 0)

| (B E&

| B0 E&

LD E-

tA > [ 1>
Para la regla intuicionista de eliminacion del negador, se tiene:

tB & (tB- 1)

tB E&

tB- 0 E&

O E-

tA EO
Para la regla clasica de eliminacién del negador, a su vez,: se tiene:

tA-0D -0

tA \4 (tA — D) TE

r tA

L

r tA- 0

| O E-

LeA EO

tA Ev

_I

Por otra parte, para cualquiera de los sistemas considerados (minimo, intuicionista, clasico) TA y
A - 7B& 7B son deductivamente equivalentes, para cualquier férmula B.

1.A - "B&™B

r2.A

L3 ~B&—B Eo12
4-A 1-,2-3

DEDUCCION NATURAL vs. CALCULO DE SECUENTES.

El principio general que determina la correspondencia entre las reglas de los calculos secuenciales
y las de los sistemas de deduccién natural puede formularse como sigue:

* a una demostracién Ttde un secuente X [FA en SS le corresponde una derivacién A de A
a partir de X en DNS;

¢ 2 una demostracion TT de un secuente X”- en SS le corresponde una derivacién A de
A& 7A a partir de X en DNS;
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SISTEMAS DE DEDUCCION NATURAL

* 2 una demostracion TT de un secuente X||-A1,...,An, n>1, en SC le corresponde una
derivacion A de Ayv...vA, a partir de X en DNC.
Desde esta perspectiva, la deduccién natural difiere del cédlculo de secuentes porque la simettia
antecedente-consecuente de éste (en ambos casos se trata de conjuntos de férmulas) es reemplazada por
la asimetria premisas-conclusioén de aquél (conjunto de premisas-férmula conclusion). Esto tiene algunas
consecuencias dignas de mencién. Entre otras:
[1] En una derivacién en DN siempre puede determinarse cual fué la Gltima regla aplicada, algo
que no sucede cuando se admiten multiples conclusiones.
[2] La unicidad de las conclusiones en DN es la responsable del feo aspecto de las reglas [Ev] y
[EQ). Su fealdad proviene de la presencia de una férmula C sin vinculos estructurales con la
férmula eliminada. En realidad lo natural serfa disponer de una regla de eliminaciéon de la
disyuncién como
AvB
A B
con dos conclusiones.

La correspondencia entre secuentes demostrables y derivaciones en deduccién natural permite establecer
una correspondencia mas detallada entre reglas de uno y otro sistema deductivo.
1.REGLAS OPERACIONALES.

1.1 Las reglas de introduccion en el consecuente se corresponden de manera casi inmediata con
las reglas de introduccién de los DNS.

En el caso de ||-& hay que mostrar que si X I-DNSA y X |—DNgB entonces X I-DNSA&B. La

derivacion correspondiente puede visualizarse entonces asi:

X

B
A&B  1&

En el caso de ["-_'] hay que mostrar, en el caso mas simple, que si X,A I—DNS_'B&_'_'B entonces
X |—DN5—'A. La derivacién correspondiente es:

Y asi sucesivamente.
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1.2 Las reglas de introduccion en el antecedente se corresponden, de manera menos directa que
en el caso precedente, con las reglas de eliminacién. Consideremos un par de ejemplos. La regla [
requiere mostrar que si X,A ||-DN5B y v no estd libre ni en B ni en las férmulas de X entonces X,(L)A. La

solucién es:
X

(LA
rA

| .

| .
| .
LB
B EO

En el caso de [— |, hay que establecer que si X foxsA y Y,B fonsC entonces X,Y,A - B fpnsC. La
derivacion pertinente es, esquematicamente, como sigue:

X

A

A B premisa
B E-

Y premisas

2. REGLAS ESTRUCTURALES.

2.1 Las reglas de datos no se corresponden, obviamente, con ninguna regla de deduccién natural.
Sucede mids bien que su contenido esta diluido en el conjunto de las reglas de eliminacién/introduccion.
Una regla como [P|H encuentra su homélogo en la duplicidad de formas de las reglas de deduccion
natural con dos premisas: en ambos casos se expresa que el orden de las premisas es irrelevante.

2.2 El caso de la regla de Corte ofrece mayor interés y se trata con algin detalle en el epigrafe
siguiente. Esta regla, traducida a deduccién natural, dice que si hay una derivaciéon de A a partir de X y
una derivacién de B a partir de Y U {A}, entonces hay una derivacién de B a partit de XOY. Esta
derivacién en DNS resulta de combinar las dos anteriores:

X premisas
thipétesis 1°

A

Y premisas
thipdtesis 2*
B

Esto, desde luego, no es particularmente excitante. Adviértase, sin embargo, que A aparece, en primer
lugar, como una conclusiéon extraida de X y por consiguiente como el resultado de aplicar la regla de
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introduccién de su simbolo légico principal. A continuacién, junto con férmulas de Y, sitve como
premisa en la ulterior derivacion de B, y por tanto como premisa en la eliminacién de su simbolo 16gico
principal. La férmula A se comporta entonces como una férmula maxima en la derivaciéon que se acaba
de esquematizar. De esta manera, el teorema de eliminacién de Corte de los sistemas de calculo de
secuentes se transmuta al pasar a los sistemas de deduccién natural en un teorema de eliminacion de
(ocurrencias de) férmulas maximas, o, si se prefiere, en un teorema de normalizacion.

Antes de ocuparnos del teorema de normalizacién, vamos a establecer la equivalencia de los
DNS y los SS.

TEOREMA 29. Si X|FY es demostrable en SS (=SM, SI-, SC) entonces X foxs™0Y (DNS"=DNM™,
DNI", DNC, respectivamente) donde LY es la disyuncién de las féormulas de Y si Y#U, y 7"B& 7B,
para cualquier férmula B, si Y=[I.

DEMOSTRACION. Por induccién sobre la longitud de la demostracién Ttde X|FY en SS. Si Ttes A [fA,
la derivacién correspondiente en DNS™ es A. Los casos de las reglas estructurales son inmediatos,
excepto ||-D En su version intuicionista,
X
XA
la hipétesis de induccion propotciona una detivacion A de "B& 7B a partir de X en DNI™; aplicando
Eim a 7"B& 7B para obtener A se obtiene la derivacion apetecida. Para su version clasica,
Xy
XI|FA,
Y
la hipétesis de induccion propotciona una derivacion A de OY a partir de X en DNC™; Iv permite obtener
entonces Av(LY).

Vayamos con las reglas operacionales. Ya se ha sefialado que las reglas secuenciales de
introduccién por la derecha se corresponden directamente con las reglas de introduccién de deduccion
natural. Cuando, en el caso de la logica clasica, no se supone que los consecuentes de los secuentes
involucrados consten de una unica férmula, la cuestién se ve complicada por la necesidad de apelar a las
reglas del disyuntor (para pasar de una relaciéon en Sb(F): a una relacion en Sb(F)xF). En concreto, en el

>

caso de [||-&], conviendo en tepresentar con LY la disyuncion delas férmulas de Y, se tiene:

X
Hipét.induccion
AvOdy
hipét..induccion
BvY
—A
| B
I& | | A&B
v | L (A&B)VOY
| rOY
v | L (A&B)vOY
Ev L (A&B)v0Y
— Oy
Iv L (A&B)v0Y
Ev (A&B)vOY

129



INTRODUCCION A LA TEORIA DE LOS SISTEMAS DEDUCTIVOS

Las reglas de introduccion por la izquierda se corresponden con las reglas de eliminacion. Para [& ||-], por
ejemplo, el razonamiento es el siguiente:

X Premisas
N
A E&

} Hipét..induccion
ay

Este teorema, junto con la definicién de derivabilidad del calculo secuencial, da como resultado:
COROLARIO 14. Si X }ss A entonces X fpns-A.

TEOREMA 30. Si X fpxs-A entonces X |FA es demostrable en SS-.

DEMOSTRACION. lLa clave, de nuevo, es la correspondencia reglas de introducciéon/reglas de
introduccién en el consecuente y reglas de eliminacién/reglas de introduccién en el antecedente. En el
primer caso la correspondencia es inmediata. Veamos un par de ejemplos.

& XA X[|B  hipétesis

X fA&B &
I- XA|B hipétesis
X[A-B (k-1
10 X ||-A hipétesis

XFowA (o)

(donde v no esta libre en X).

La correspondencia reglas de eliminacién/reglas de introduccién en el antecedente es, como ya se ha
seflalado, menos directa. Para E&, por ejemplo, la hipdtesis de induccién garantiza la demostrabilidad en
SS de X|FA&B. La demostrabilidad de X|FA puede establecerse usando, ademas de [&]}], la regla de
Corte, apelando después a la eliminabilidad de la regla de Corte (Corolario 5) para establecer la existencia
de una demostracién en SS- (por tanto de una demostracion sin Corte). En concreto,

A":A Axioma

XA A D|t

hipétesis X |FA&B XAKBIA  &|
XA Corte

Otro caso semejante es el de la regla de eliminacién del condicional. Por hipétesis de induccién X[fA - B
y X"-A son demostrables en SS-, y entonces por el lema 3 lo es X,A"-B. Una aplicaciéon de Corte permite
obtener una ptimera demostracién de X ||B; por el corolario 5 hay una demostracion de X|}B en SS.

TEOREMA DE FORMA NORMAL.

Hablando con propiedad lo que se demuestra en esta secciéon no es un teorema de normalizacién
para DNS sino un teorema de forma normal. Una derivacién en DNS es normal si no contiene

ocurrencias maximas de férmulas. Recuérdese que una ocurrencia de una férmula A en una derivacion T
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es mdxima si aparece en Tlcomo resultado de la aplicacion de la regla de introduccién de su simbolo légico
principal y sirve como premisa (mayor) en la aplicacién de la regla de eliminacién de su simbolo 16gico
principal. La distinciéon teoremas de forma normal vs. teoremas de normalizacién se debe a Kreisel. Un
teorema de forma normal para DNS es un teorema que enuncia que si hay una derivacién en DNS de A a
partir de X entonces hay una derivaciéon normal de A a partir de X. Un #eorema de normalizacion, por su
parte, afirma la existencia de un método efectivo para transformar cualquier derivacién de A a partir de X
en DNS en una derivacién normal. Por consiguiente, un teorema de nomalizacién -a diferencia de un
teorema de forma normal- relaciona cada derivacién en DNS con la forma normal correspondiente.

A su vez, pueden distinguirse dos variantes de la normalizacién: débi/, dada una derivacion Tt en
DNS, hay una secuencia de reduccion (especificada por un procedimiento efectivo) TT= Th = ... = T, tal

que TL, es normal, y fuerte, toda secuencia de reduccién que comience por Tles finita.

El teorema de forma normal que se quiere demostrar es un teorema de eliminacién de
ocurrencias maximas de férmulas, como ya se ha dicho. Un corfe en una derivacién en DNS consiste en la
aplicacion consecutiva de una regla de introduccién y de una regla de eliminacién de un mismo simbolo
légico, de manera que la conclusién de la primera sitve como premisa mayor para la aplicacion de la
segunda. La férmula en cuestién es por tanto una férmula maxima. Por ejemplo, las lineas 8 y 9 de la
derivacion siguiente en DNC™ constituyen un corte:

— 1. 7(AvA)
r2. A
| 3. AvoA Iv,2
L4, (AvmA)&—(AvTA) 1&,1,3
5.7A 1-,2-4
6. AvTA Iv,5
— 7. (AvTA)&T(AvTA) 1&,1,6
8. 7T(AvTA) 1-,1-7
9. AvmA EC—,8

La experiencia del teorema de eliminacién de Corte sugiere una demostracién del teorema de forma
normal por induccién sobre el grado de la derivacion. Para ello se identificarfa el grado de un corte con la
complejidad + 1 de su féormula maxima y el grado de la derivacién con el mayor de los grados de sus
cortes. Sin embargo, este intento tropieza con las deficiencias ya apuntadas de las reglas Ev y ELl Sea T
una derivaciéon en DNS con un corte de la forma

A
AVB v
rA
| A
Lc
rB
|
L
C EvV

Este corte puede eliminarse, reemplazando el fragmento de Tt descrito por la subdetivacion A, pero entra
dentro de lo posible que al eliminar la férmula maxima AVB del modo indicado C se convierte en una
ocurrencia maxima. La dificultad estriba en que la complejidad de C no guarda relacién con la
complejidad de AvB, de manera que puede suceder que c(C)>c(AvB).

Un ejemplo ayudara a entenderlo mejor. Considérese la siguiente derivacion de t a partir de
{p.p— qt = 78,q > t, s > t}, evidentemente no normal (el asterisco indica las ocurrencias maximas de
férmulas):
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1.p Premisa
2. pvr Iv,1
r3p
4.p-q Premisa
5.¢q E-34
Le. qvs Iv,5
r 7.t
8. r_ g Premisa
9. s E- 7,8
L10. qvs 1v,9
11. qv™s Ev2,3-6,7-10
| 13.q—t Premisa
L14.¢ E-12,13
r 15. 78
| 16. s >t Premisa
L17.¢ E 15,16
18.t Ev11,12-14,15-17

Si se intenta eliminar la férmula maxima 'pvt’ procediendo como se ha indicado en el parrafo anteriot, se
obtiene la derivacion:

1.p Premisa
2.p-q Premisa
3.q E-34
4. qvs Iv,5
roq
| 6.q—t Premisa
L7.¢ E-12,13
r 8. 718
| 9.5t Premisa
L10. ¢t E 15,16
11. ¢ Ev4,5-7,8-10

Esta segunda derivacion tampoco es normal y ademads sucede que c(pvqg)<c(qvTs) -i.e., el grado logico de
la férmula maxima de la primera derivacién es menor que el grado de la férmula maxima de la segunda.
Una primera y drastica solucién es limitarse al fragmento {[0,&, - 0} de ’PD, evitando asi las

reglas de eliminacion del disyuntor y del cuantificador existencial. Si DNS* es la restricciéon de DNS a ese
fragmento, entonces:

LEMA 23. Si Ttes una derivaciéon en DNS* de A a partir de X que termina con un corte de grado n y el

resto de los cortes de Ttson de grado <n entonces existe una derivaciéon en DNS* de A a partir de X con
grado <n.

DEMOSTRACION. Segun la hipétesis del lema Ttes de la forma

15
B [1#]
A [E#]
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donde '"#' es el simbolo 16gico principal de B, ¢(B)=n y el grado de la subdetivacion A de B es <n. Los
casos a considerar vienen dados por los operadores légicos disponibles (por las posibles interpretaciones

de '#' si se prefiere). Si'#' es '&', B es A&C o C&D, de modo que Ttes entonces de una de las formas:

A C

C A
A&C 1& A&C
A E& C

C A

A C
A&C 1& A&C
A C

Las contracciones son operaciones que transforman derivaciones que termina con un corte en otras
derivaciones con idénticas premisas y conclusion. En concreto, las contracciones para los casos que
estamos considerando son las subdetivaciones de la primera ocurrencia explicitada de 'A", en los dos
ptrimeros casos, y de la primera ocurrencia explicitada de “C', en los casos restantes. La gracia estd en que,
bajo los supuestos del lema, la contracciéon de Ttes siempre de grado <n.

Si'#'es'—', Tes de una de las formas siguientes:

A FA

rA |

| Lc

Lc AC I-
A-C I- A

C E_ C E-

y sus conversiones resultan de combinar la subderivacién de la primera ocurrencia de 'A' y la detivacién
de C a partir de A. Adviértase que en esta ultima el supuesto provisional 'A' de la subdetivacién original es
reemplazado por una ocurrencia de esa misma férmula derivada a partir de las premisas.

Finalmente, si '#' es '[I', Tles

Alv]
(O A[v] 10
Alt] EO

cuya conversion es la derivacion que resulta de reemplazar en la subderivacion de A[v] la variable (libre) v
por el término t..

Aplicando reiteradamente este lema se llega a:

TEOREMA 31. Si hay una derivacién en DNS* de A a partir de X entonces hay una derivacién normal
de A a partir de X.

DEMOSTRACION. Sea Ttuna derivaciéon en DNS* de grado n de la forma
b

A
A I#
A E#
H
u
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En la que todo cotte en la subderivacion A que precede al explicitamente sefialado es de grado <n. Al
aplicar la contraccién cotrespondiente se obtiene una derivacion Tt reemplazando la subderivacion A por
la subderivacién apropiada A'. Puede comprobarse ficilmente que la dltima férmula de A' es de
complejidad menor que A', y por consiguiente que si A' termina con una aplicacién de una regla de
introduccién I° y Y comienza con una aplicacién de la regla de eliminacion paralela, E°, la combinacién
subsiguiente de A' y L comporta la apaticién de un corte de grado menor que el de la derivacion original.

i

La eliminacién de cortes despeja en principio el camino para el establecimiento de la propiedad de
subférmulas, que puede enunciarse asf: toda formula en una derivacién Ttlibre de cortes de A a partir de
X es una subférmula generalizada de A o de una férmula de X. El quid estriba en que en una derivacién
normalizada pueden distinguirse tres partes:

a) analitica, en la que cada férmula es la premisa principal de una eliminacién y contiene como subférmula
a la férmula siguiente;

b)intermedia, en la que las f6rmulas son premisas de reglas de introduccion; y

C) sintética, en la que cada férmula es la conclusion de una introduccién y es (salvo la conclusion) una
subférmula de la férmula siguiente.

Sin embargo para demostrar que DNI* y DNC* poseen esta propiedad aun hay que introducir algun
reajuste, como muestra el ejemplo que viene a continuacién.

1.A-0 Premisa

2. A Premisa
3.0 E-12
4. A&B EO3
5 A E&4

Esta derivacién no contiene férmulas maximas -aunque si un rodeo innecesario- aunque la férmula "A&B'
no es una subférmula ni de las premisas ni de la conclusion.

Lo que se desprende de éste y otros casos similares es la necesidad de restringir la regla ELJ a
aquellos casos en los que la conclusién 'A' es de complejidad 0. Queda para el lector establecer, por
induccién sobre c(A), la equivalencia de DNS* con el sistema asi obtenido.

TEOREMA 32. Toda férmula en una derivacion libre de cortes de A a partir de X en DNM*(DNI")
(con EU restringida a férmulas atémicas) es una subférmula generalizada de una férmula de X o de A.

DEMOSTRACION. Sea Ttuna derivacién a partir de un conjunto de hipétesis X de las premisas de una
regla r que satisface las condiciones del enunciado del lema. Si r es una regla de introduccion, la derivacion

Tt resultante de su aplicacién a las férmulas terminales de TU conservara esas propiedades -las férmulas
terminales de TUseran ahora subférmulas de la conclusion de TU. Sir es una regla de eliminacién hay que
considerar cuatro casos. Si, en primer lugar, es la regla de eliminacion del condicional Tt es de la forma:

B B-C
C

Obviamente si B no es una subférmula de las premisas, tampoco lo serd B — C. Por las restricciones
impuestas a EL], B - C no puede ser el resultado de aplicar E[]. Ahora bien, si esta férmula resultase de
aplicar alguna regla de eliminacién distinta de EL], dadas las hipétesis iniciales, setfa una subférmula de las
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premisas. Por otra parte, si resulta de emplear una regla de introduccién, ésta no puede ser sino I - y Tt
serfa de la forma

I
Lc

B B-C I-
C E_

y por tanto TTcontendria un corte, contra la hipétesis del teorema.
Los casos E& y El se tratan de manera analoga. Falta unicamente por considerar la regla ELl. Sea pues TU

|
S

donde 'A' es una férmula atémica. Como U no tiene subférmulas propias, todas las férmulas de la
subderivacion Ttdistintas de '[J' seran subférmulas propias de las premisas y, ante la ausencia de reglas de
introduccién para [, Tt concluye aplicando una regla de eliminacion, de donde se sigue que [ es a su vez
una subférmula propia de las premisas (o una premisa).q

La mutilacién del prolenguaje previa a la demostracién del teorema 30 es menos inquietante en el caso de
la légica clasica que en de la légica minima o la légica intuicionista, puesto que AVB y (L)A son
cldsicamente equivalentes a2 7(7A&B) y 7(Uv) A, respectivamente. De hecho, en el caso de la légica
clasica los resultados alcanzados hasta el momento son dificilmente mejorables.

Adviértase que DNC" carece de la propiedad de subférmulas tal y como ésta se enuncia en el
teorema 28 debido a la presencia del axioma de tercio excluso, que en austero lenguaje en el que ahora

nos movemos puede enunciarse como ((A - L)) » [)) - A. Asf en la detivacién de A a partir de (A - ) - U

Premisa (A )0 (A-O)-O)>A TE
A E_

la fé6rmula de la derecha no es ni una hipétesis ni una subférmula de la conclusion. Naturalmente siempre
puede encontrarse una parafrasis mas o menos airosa de la propiedad de subférmulas para salir del paso -
teniendo en cuenta la equivalenciade A y (A - [) - [0.

Para demostrar un teorema de forma normal para DNS, comencemos por especificar las
contracciones asociadas a los operadores 'V'y 'L:

V_
contraccioén
A . B
AvB 1Iv . AvB 1Iv
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rA Se contraecen A rA Se contrae en B
rB . rB .
| c || C
C Ev C Ev
‘ [Fcontraccion

Alt]

(OnA[V] 10 se contrae en Alt]

|r Alv]

LB .

B EO B

Pero con ésto no es suficiente, como se ha argumentado antes. Se precisa ademas la nocién de corte
conmutativo. Un corte conmutativo es una secuencia de dos aplicaciones de reglas, de las que la primera es

[EV] o [EQ] y la segunda una regla de eliminacién cuya premisa mayor es suministrada por la aplicacién de
la primera. Por consiguiente, se tienen los siguientes cortes conmutativos.

a) Cortes conmutativos (Ev,E&), (Ev,Ev) y (Ev,E-).

AvB Iv AvB Iv C

- A - A
C&D CvD
- B -B AvB Iv
|F A
C&D CvD
C&D Ev CvD Ev LcoD
CD) E& rC rB
LE LCcoD
| D E -
LE
E Ev
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b) Cortes conmutativos (Ev,EL), (Ev,ED) y (Ev, E[L

AvB Iv
- A

OwnC
- B

(Ov)C
(OwC  Ev
C[t] EO

AvB Iv
- A

(00 C
-B

(Egle
(OnC Ev
r Clv]

o

D EDO

¢) Cortes conmutativos para (ELE&), (ELIEv) y (ELJE-).

.(DV)A[V] 10

|rA[v]
L B&C
B&C EQ
B(C) E&

kD@AW]ID
r AV]

L BvC
BvC EO
- B

D Ev

d) Cortes conmutativos para (EED), (EOED y (EL EDL

.(DV)A[V] 10

{AW]

L (OuwB

(OuwB ED
B[t] EO

kD@AW] 10

r Alv]

L (GwB[u]

(QB[u] EO

r Blu]

Lc

C EO
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AvB Iv

—— ——"
O o5} [ >

OO

EQ

kD@AW]ID
r Alv]

LB C

B-C EO
C E_

DNILDNC
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Aunque todo esto puede parecer prolijo, podtia setlo mas, puesto que en algunos casos no se ha prestado
atencion al orden de las premisas. El grado de un corte conmmutativo es el grado + 1 de la férmula que aparece

como conclusién de la primera eliminacién (EV o EDJ y como premisa mayor de la eliminacién

subsiguiente.
En el ejemplo discutido hace un momento hay un corte (2-11) y un corte conmutativo (11-18):
1.p Premisa
2. pvr Iv,1
r3p
| 4.p-q premisa
| 5.9 34
L 6. qvs Iv,5
r 7.t
| 8. r— g premisa
| 9.-s E-78
L 10. qv—s Iv,9
11. qv™s Ev2,3-6,7-10
| 13. gt premisa
L14.¢ E-12,13
r 15. 78
| 16. s — t premisa
L17.¢ E 15,16
18. t Ev11,12-14,15-17

El siguiente paso es definir las contracciones de los cortes conmutativos. Esquematicamente son:
Corte conmutativo para Ev

AvB AvB
rA rA
Lc Lc
rB se convierte en B
Lc LD [1]
Ev D Ev
D (1]
Corte conmutativo para E[J
(nA (DA
rA rA
| se convierte en |
Lc [E | C
LD []

138



SISTEMAS DE DEDUCCION NATURAL

. D B
D [1]
Pero las complicaciones no terminan aqui. Considérese el esquema derivacional:
AvB !- C |L C
Ev C
D E#
E EO

y supéngase que c¢(C)=n, n<c(D) y que todos los cortes, ordinarios y conmutativos, de la subderivacion
de C son de grado <n. El resultado de convertir esta detivacién para eliminar el corte conmutativo cuya
térmula principal es C es:
|

: |Cc | C

AvB Lb Lp .

Ev D E#

E EO

con lo que la desaparicion de un corte conmutativo comporta la apariciéon de un nuevo corte conmutativo
de grado mayor (con D como férmula principal). Obsérvese que para que esto suceda es preciso que E#

sea una de las reglas ELJ Ev o E[] puesto que de lo contrario, al provenir D de C en la detivacién original
por aplicacién de E#, la complejidad de D serfa menor que la de C.
La solucion es definir un corte conmutativo generalizado (c.c.g.) como una secuencia derivacional

Ay

Az 11
A, fn
An+l Tn+1
B

en la que (1) 11 es una de las reglas EL], Ev o E[] (2) cada 1;, 1<i<n+1, es una regla de eliminacién cuya
premisa mayor es Ai1, y (3) ta+1 es una de las reglas EL Ev o E[] con Aq+1 como premisa
mayor. El grado de un c.c.g. es entonces max{c(Aj)/1<i - n+1}.

Especifiquemos ahora las contracciones de los c.c.g. Si, usando el esquema precedente, 1y es EL,
su conversion es

g

B EO
Sirr es Ev o E[ su conversion (que consetrva en el peor de los casos el grado de la derivacién original) es
la conversion correspondiente al corte conmutativo inicial de la secuencia.

En lo que sigue, por grado de 7Tha de entenderse el mayor de los grados de sus cortes ordinarios,
conmutativos y conmutativos generalizados.

LEMA 24. Sea Tt una derivacién de A a partir de X en DNM, DNI o DNC de grado n=1. Entonces
existe una detivacion Tt de A a pattir de X de grado <n.
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DEMOSTRACION. Busquese el primer corte (ordinario o conmutativo) de Tt de grado n, de manera
que la derivacién puede representarse ahora como

A
B
c I
U
A

donde B es la férmula principal del corte en cuestion, y por consiguiente r es una regla de eliminacién y el
grado de la subderivacion A de B es <n. Si el corte en cuestion es el corte ordinario asociado a uno de los
operadores '&', ' ="' o ', ¢(C)<c(B). Reemplazando entonces en Ttla subdetivacion

A
B
C [t]

por la contraccién correspondiente A', se obtiene una derivacion

\
c
D [1]
u
A

Tanto si C no es la férmula principal de un corte ordinario o conmutativo como si lo es, la subderivacién
}\7
C
D [1]
tiene grado <n=c(B).
De los casos correspondientes a los cortes ordinatrios de los operadores restantes 'v' y 'I' se

expone solo el primero, quedando el otro para el lector. Supdngase, entonces, que el corte en cuestion es
el corte ordinario correspondiente a 'v', de manera que Tles ahora

A
A
D | |
Iv DvE LB LB
B Ev
C [1]
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Vo

La contraccién correspondiente es

B [t

C ]
b

A

formada por la yuxtaposicion de la subderivacion original de D, la subderivacién del supuesto izquierdo
de la eliminacién del disyuntor y . Si r no es una regla de eliminacién, B no es la férmula principal de un
corte y asi la subderivacion

D
B [
C I

tiene grado <n. Lo mismo vale si r es una regla de eliminacién, digamos E#, y t' es distinta de I#, Ev y
EU Obviamente, si ¢(B)<c(DvE), atun cuando t” sea una regla de eliminacién, se llega a la misma
conclusion. Por otra parte, si r es una regla de eliminacién, no es el caso que c¢(B)<c(DvE) ya que de lo
contrario habria en Ttun corte conmutativo de grado>n. Asf, falta por considerar el supuesto de que r sea
una regla de eliminacion y c(B)=c(DvE). Bajo estos supuestos, estd claro que la subderivacion de B tiene
grado <n, si bien la subderivacion subsiguiente de C tiene grado n.

Mas complejos son aquellos casos en los que B es la férmula principal de un corte conmutativo.
Analicemos a titulo de ejemplo el caso en que Ttes de la forma

A { .rDrE
S .

DvE LB LB
Ev B
E#' C

A . rD rE
. |B |B

E#' DvE Lc Lc
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A
En primer lugar, al trasladar a las derivaciones subsidiarias de la eliminacién del disyuntor la aplicacién de
E# que permite inferir C, pueden aparecer en éstas cortes ordinarios o conmutativos con el mismo grado
que el corte conmutativo eliminado puesto que en todos los casos su férmula principal serda B. Si se trata
de cortes ordinarios bastara con efectuar a continuacion la contraccion apropiada. Si se trata de cortes
conmutativos, su contraccién permite, en el peor de los casos ir desplazando la anomalfa hacia el interior
de los supuestos anidados. Es decir, si la derivacién subsidiaria del supuesto provisional D fuera

— D

|

|

| (OvFy] LB

| B EO

L C E#
al contraerse se convertiria en

— D

|

| r Flv]

| |B

| CoF  tC E#

C EO

(habria que establecer, naturalmente, que 'v' no esta libre en C, lo que eventualmente puede requerir
«rebautizat» la variable). Como en cualquier caso entre D (o E) y B hay un numero finito de aplicaciones
de Ev y E[ reiterando el procedimiento el nimero de veces preciso se termina por obtener
subderivacién

rD rE
DvE  LC Lc E#
C Ev
de grado <n. En segundo lugar, si el producto de las manipulaciones indicadas fuera de la forma
rD rE
DvE  LC Lc E#
C Ev
F E+¢
u
A

con ¢(C)>c(B) podria suceder que, debido al corte conmutativo con C como férmula principal, la
subderivacion correspondiente a F tuviera un grado >n. Pero en tal caso, la derivacién original,

D rE

| | 2

142



SISTEMAS DE DEDUCCION NATURAL

DvE LB LB
B Ev
C E#
F Ee

A } “

contendria un c.c.g. de grado >n, contra la hipétesis de partida.
El tratamiento de los cortes conmutativos generalizados no presenta ninguna dificultad especial,

salvo la posible «intetiotizacién» del corte original en los supuestos de Ev o EL] ya abordada para los
cortes conmutativos.

El guid en la eliminacién de cortes en deduccién natural hay que buscatlo en la invertibilidad de las reglas
de introduccion y eliminacién de un operador. Es este rasgo el que expresan las conversiones descritas,
aunque es mas perceptible en unos casos que en otros. Estd claro, por ejemplo, que 1& y E& son inversas
entre sf, de modo que podrian reemplazarse sin pérdida alguna por
A B
A&B

donde el trazo doble indica la admisibilidad del transito inferencial en cualquiera de dos sentidos posibles
inmediato en el caso del disyuntor.

Usando el lema 24 se llega a

TEOREMA 32. Si hay una derivacion de A a partir de X en DNS (=DNM, DNI, DNC) entonces hay
una derivacionde A a partir de X en DNS sin cortes ni cortes conmutativos.

EJERCICIOS.

(1) Establecer la equivalencia de las dos formulaciones de DNC (con el operador ') consideradas en el
texto. (La diferencia viene dada por la presencia de TE o de DN).

(2) Demostrar directamente -es decir, sin pasar a través de sus formulaciones secuenciales- la equivalencia
de los sistemas hilbertianos y de deduccién natural considerados para las 16gicas minima, intuicionista y
clasica.

(3) Usando el lema 21, demostrar que DNI (con 'v' y ') posee la propiedad de subférmulas.
(4) Sea DNC' la formulacion resultante de reemplazar TE/DN por la regla [Abs]

rA-0

o
A

Muéstrese que DNC y DNC' son deductivamente equivalentes.

(5) Demuéstrese que DNC' posee la siguiente variante de la propiedad de subférmulas: si TTU es una

derivacién normal (i.e., sin cortes) de A a partir de X, entonces cada férmula de Ttes (a) una subférmula

de A, (b) una subférmula de alguna férmula de X, (c) un supuesto de la forma A — [ cancelado aplicando
[Abs], siendo A una férmula del tipo indicado, o (d) una instancia de L.
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