CALCULOS DE SECUENTES SIN REGLA DE CORTE

CAPITULO 4. CALCULOS DE SECUENTES SIN REGLA DE CORTE

Si imaginasemos que el espacio entero estd formado por el Palacio de los
Duques y que cada arco representa una experiencia local, entonces la
simetrfa que produce la repeticion de los arcos no constituirfa solamente
un elemento de belleza de la estructura, sino que tendtria como efecto
algo realmente mas profundo.

A.Salam, "Los conceptos de simetria y la teoria bisica de la materia’.

TEOREMA DE ELIMINACION DE LA REGLA DE CORTE.

La dnica regla de razonamiento de los calculos de secuentes descritos en el capitulo
anterior, Corte, presenta caracteristicas marcadamente distintas de las de todas las demas,
operacionales o de datos. En efecto, es la tnica que permite «eliminam una férmula (y no
meramente una ocurrencia de una férmula, como las reglas de contraccion) al pasar de las premisas
a la conclusion. El concepto de «propiedad de subféormulasy permite expresar esa idea de
eliminacién de una manera mas precisa.

Un sistema de calculo de secuentes SS tiene la propiedad de subfdrmnlas syss para toda

demostracién Tlen SS, si XY y X'[FY" son dos nodos de Tt tales que X |FY domina

a X'|FY" entonces para toda férmula A que ocurre en X' [FY" hay una férmula B que

ocurre en X|}Y tal que AOSFG(B).

St el lector tiene la paciencia de revisar las reglas de SM, SI y SC constatard que todas, salvo la regla
de Corte, preservan la propiedad de subférmulas.

Asi, no esta de mas preguntarse qué papel desempefia la regla de Corte en esos sistemas.
En el capitulo 5, sélo se ha empleado para dar cuenta de la regla de modus ponens, R1 de los sistemas
hilbertianos, en la demostracién del teorema 7. Esto sugiere cierta afinidad entre ambas, aunque
esta observaciéon puede no ser muy esclarecedora si se tiene en cuenta el modo de codificar la
informacion de los principios de los sistemas hilbertianos. No sucede lo mismo con el teorema que
viene a continuacion.

TEOREMA 10. Si SS es un sistema de cilculo de secuentes para el que valen las reglas C|l, P|l, D |}
y Corte entonces |‘ss es transitiva.
DEMOSTRACION. Si A pertenece al conjunto de consecuencias de las consecuencias de X -
AOC(CX)) en la notaciéon del capitulo 1-, hay un conjunto de férmulas {Bi,...B.} y un
subconjunto finito YUX tales que los secuentes Bi,...,.Bq ||-A, Y||-B1,...,Y||-Bn son SS-demostrables.
Esta afirmacion se sigue de la definicién de }ss (es una relacién de consecuencia finitaria) y de la
presencia de la regla D||- y P”- (para «igualar» los antecedentes de los secuentes con consecuentes
B)). Para construir una demostracién de Y [FA se procede como sigue:
Y||Bi  Bi,..BaffA
Y|}B. Y,B,....Ba [FA Corte
Y,Y,Bs,...Ba[fA Corte

Y,Bg,..:,Bn [FA
Y8, YB.JA
Y,Y,B, |-A Corte
bk §
Y[k
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Parece, entonces, que el papel de la regla de Corte es asegurar la transitividad de }ss. Sucede sin
embargo que los axiomas, reglas de datos y reglas operacionales de SM, SI y SC definen de hecho
una relacién de consecuencia que es transitiva, y por consiguiente la regla de Corte es eliminable: si
hay en SS (=SM, SI, SC) una demostraciéon de un secuente X"-Y, hay una demostracion de X ||-Y sin
regla de Corte.

Para demostrar lo enunciado en el parrafo anterior hay que establecer algunas nociones y
una convencién notacional.

(1] El grado de una aplicacion de Corfe es igual a la complejidad o grado légico de su

térmula de corte + 1.

(2] El grado de una demostracion TG g(T), es el mayor de entre los grados de las

aplicaciones de Corte en TU
Se dira indistintamente que una demostracién Tt no contiene aplicaciones de la regla de Corte o que
g(M=0. Si X es una secuencia de (ocurrencias de) férmulas y A es una férmula, esctibitemos "X-A'
para indicar la secuencia resultante de eliminar de X algunas ocurrencias de A.

La demostracion de la eliminabilidad de Corte es algo farragosa y es facil que los arboles no
nos dejen ver el bosque (y nunca mejor dicho). Por eso antes de acometer la demostracién
propiamente dicha, veamos un esbozo que destaca sus aspectos fundamentales. Pueden distinguirse
dos etapas en la eliminacién de la regla de Corte:

(1) Reduccion del grado de las demostraciones: para toda demostracién de grado k>1 de un secuente hay
una demostraciéon de grado <k de ese mismo secuente; por consiguiente, todo secuente
demostrable tiene una demostracion de grado <1.

(2) Eliminacion de cortes de grado 7: si hay una demostracién de grado <1 de un secuente, hay una
demostracién libre de Corte.

Una demostraciéon de un secuente X,W|}Y,Z que termina con una aplicacién de Corte puede
esquematizarse como sigue:

A S -

X'y w2
X" ”"’A,Y [R] \X/H’A ”_Zu [R']
Az { . . } TG
XAy WA 2
X,W Y,z

Las subdemostraciones A; y T concluyen aplicando las reglas R y R, respectivamente, que
introducen la férmula de corte A de la aplicacién final de esta regla. Si c(A)>1, la clave estd en
aquellos casos en los que R es la regla de introducciéon en el consecuente del simbolo légico
principal de A y R' la regla de introduccién den el antecedente del simbolo légico principal de A.

Por ejemplo,
(@ . .
. }\1 . . T4

XB ' W ||:B,Z'
= Xy woesfz

v R S

X'[BY X' [CY W',B |2
|F& X'[IB&CY' W'B&CllZ' &
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©
}\1 { . } T4
X'[IB[v],Y" W’ B[v] 2’
o X[HEvBvY WLOvB |z Off

Para obtener una nueva demostraciéon de X,W|}Y,Z se aplica Corte sobre las premisas de R y R'; es
decir (con una buena dosis de simplificacion), se reemplaza la derivaciéon original por

N S R -

NN W
X" W"AFY"-A,Z" Corte
v
X,W"—A"Y-A,Z"
v 4
X,\W"-Y,Z

Asi, en los ejemplos arriba considerados, se tendria:

@
A { } v

X By N A
X W,z Corte
(b)
M { . . } TY
X’.||-B,Y' \X/‘,B"—Z’
X'y, z! Corte
©
A { . . } ]
X' B[+],Y" W' B[v] |2
X' W ||-Y'Z' Corte

¢Qué se gana «adelantando» la aplicacion de Corte? La complejidad de la férmula de Corte de la
nueva aplicacién es, en todos los casos, estrictamente menor que la de la aplicacion original, asi que
iterando el procedimiento las veces que sea preciso se llegarfa a una demostracion de X,W ||-Y,Z de
grado 1 (es decir, en la que las férmulas de corte son férmulas atémicas). La moraleja es que la
transitividad de la relacion de consecuencia se expresa en los sistemas secuenciales, al menos en
parte y dadas ciertas condiciones minimas, a través de la simetria de las reglas de introduccion en el
antecedente y el consecuente de un simbolo l6gico. Esa simetria permite retroaer a las premisas
una aplicacién no atémica de la regla de corte.

Vayamos con la segunda etapa. ;Como aparece una férmula atdmica en un secuente que es
un nodo de una demostraciéon? La conclusion a la que se llega inspeccionando las reglas de los
sistemas secuenciales es que o figura en un axioma o resulta de aplicar debilitamiento. Por tanto, si
'A' es una formula atémica en
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i B

Xl "_v W’”‘Z'
Rl X"[FAY" W"AZ" R
X[AY WA|Z
X,W Y,z

hay tres posibilidades, segtin las convenciones de representacion acordadas: R es ||-D (SIySC), R'es
D ||-, o X" ||-A,Y"y \X/",A”-Z" son axiomas. En este dltimo supuesto, la demostracién puede
reescribirse mas apropiadamente como

A AJA Axioma AfA  Axioma Ty
X[fAY WAz
X,Wy,z
que se transformatia en
A=Th A ||-A Axioma

o

T, {
X,\W"-Y,Z

Como los dos casos restantes son similares, se expone tnicamente el primero. Si R es ||D, la
demostracién obtenida es

S

X[FAY

X' "-Y’
. { |
Xy
D} {
X,\X'/||-Y
= {
X,\W"-Y,Z

En las demostraciones de la eliminabilidad de la regla de Corte para SM, SI y SC
intervienen los mismos mecanismo, aunque el enunciado del lema fundamental para SC difiere de
su enunciado para SM y SI. Por ello, la eliminabilidad de Corte se demuestra para SC, indicandose
después la formulacion del lema fundamental para los sistemas restantes.
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LEMA 4. Sean A una demostracién en SC de un secuente X"-Y y Ttuna demostracién en SC de un
secuente \X/”-Z tales que g(A), g(T)<c(A). Entonces existe una demostracion [ en SC de X,W-A ||-Y—
AZ,gl<cd).

DEMOSTRACION. Por induccién sobre alt(A)+alt(T)=n; asi, la demostraciéon se articula como
sigue:

BASE, n=2; se procede por (sub)induccién sobre long(A)+long(Th)=m. 1.1 Si m=2, X”—Y y W”—Z
son axiomas; 1.2 si m>2 A o Tl termina con una aplicacién de una regla de datos...

DE k A k+1; hay que considerar los casos en los que A y TU concluyen aplicando una regla
operacional o Corte (2.1, 2.2,...).

1.1 A y Ttson axiomas, B|}B y C|}C, respectivamente. Si B=C=A, X,W-A|FY-A,Z es A [fA. Si BZA,
X,\X/—A”-Y—A,Z es B,{C}—A”-B,C; en cuyo caso,

B|IB

B{C}-A[B D[H

B,{C}-A[[C.B (D]

B,{C}-A[|B,C (]

Finalmente, si CZA y por consiguiente X,W-A [F'Y-A,Z es B,C |{B}-A,C:

clc

CBJIC D

BC[lC [P

B,C[HB}-A,C [Pl

1.2 Al menos una de las dos A o Ttes de la forma

2
T [R]
donde R es una regla de datos. El esquema de razonamiento es en todos los casos el mismo: se
aplica la hipétesis de (sub)induccién sobte 2 y R sobre el secuente resultante. Por ejemplo,

A

X' kY
XBfy D
La hipétesis de (sub)induccion da

X, W-AlFY-AZ
X\W-ABFY-A,Z D

I {

2. Convengamos en representar A y Tlcomo sigue:
A i

X' B,W-A [FY-A,Z

N AL Wz R
Se consideran entonces cinco (grupos de) casos: 2.1 R o R' es una regla de datos, 22 R o R' es la
regla de Corte, 2.3 R es una regla operacional que no se aplica para introducir el simbolo l6gico
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principal de A por la derecha, 2.4 R' es una regla operacional que no se aplica pata introducir el
simbolo 16gico principal de A por la izquierda, y 2.5 R y R' son, respectivamente, las reglas de
introduccién del simbolo 16gico principal de A por la derecha y por la izquierda.

2.1 Como la aplicaciéon de una regla de datos no altera la altura de una demostracién, uno puede
remontarse hasta encontrar una aplicacién de una regla que no sea de datos o un axioma,
procediendo entonces como en el caso correspondiente para aplicar a continuacion reglas de datos.

2.2 Para mayor conctecién supongamos que R es una aplicacion de Corte (X=X X"y Y=Y"Y").

A

X' "'B,Y'X",B "_Yn
X XYY [Corte]

Por hipétesis de induccion,

u

X W-ABY-AZ  X"BW-A[Y"-AZ
X' W-AX" W-A|FY'-A,Z,Y"-A,Z [Corte]
{ .

R. de datos

X' X"AW-A[FY'-AY"-A,Z
El caso restante se trata de forma analoga.

2.3 El procedimiento general es el siguiente: apliquese R sobre el secuente proporcionado por
hipétesis de induccion sobre la(s) premisa(s) de R. Asi,

[

A

X|BY' X|cy
X B&CY'

Se transforma en

V1

X,W-A[IB,Y'-A,Z X,W-Z[FCY'-AZ
X,W-A [[B&C,Y'-A,Z
[&[H
A se transforma en H
X'B Y X' B,W-Z|FY-A,Z
X', B&CIFY X',B&C,W-A[FY-A,Z

etc.

2.4 Es el dual del caso precedente y se trata, mutatis mutandis, del mismo modo.
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2.5 Estos son los casos claves que, como se verd, sacan a la luz la simetria de las reglas
operacionales de introducciéon por la izquierda y por la derecha de cada operador. El quid consiste,
en todos los subcasos a considerar, en aplicar Corte con una férmula de corte B tal que c(B)<c(A).
[&]

A LS
X[BY  X[CY W',B |2
& X [B&C,Y" W'B&C|}Z &

Aplicando la hipétesis de induccién a X|IB,Y' y W'.B&C|}Z, por una parte, y a X|[B&C,Y' y
W'.B |-Z, por la otra, se tiene (adviértase que X, (W ',B)—A"-(B&C,Y')—A,Z es X,W'-AB |-Y'—A,Z),

u

X,W-AFBY)-AZ X W-ABY'-AZ hip.ind.
X,W-AX WA FY'-A,ZY'-A,Z [Corte]
{ .

R. de datos

XW-AFY-AZ

[v]
A T
X[BY ' wBlz wclz
(|1 X [BvCY' W',BvC|}Z vIh

Aplicando la hip6tesis de induccién a X”—B,Y' y W',BvC ||-Z, por una patte, y a X"-BVC,Y' y
W' B |-Z, por la otra, se tiene

H

X,W'-A[B,Y'-A,Z X,W'-ABJFY'-A,Z hip.ind.

X,W-AX WA FY'-A,ZY'-A,Z Corte
{
R. de datos
X, W-AFY'-AZ
7]
A L
XBJFY' W' ||B,Z
(=1 XJ=B.Y W.oBlZ [~

Aplicando la hipétesis de induccién a X,B |-Y' y W',7B ||-Z, por una parte, y a X”-—'B,Y' y W' ||-B,Z,
por la otra, y sirviéndose de reglas de datos se obtiene
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X,W-ABJY'-A,Z X,W-ABY'-A,Z  hip.ind.

XW-AXW-AFY'-A,Z,Y'-A,Z [Corte]
R. de datos {
X,W-A YA Z
[-]
A T

XBJCY w'|B,z  wW'.Clz

XB-cYy' |- W'.B-Clz -

Aplicando la hipétesis de induccién a la premisa de [”- -] en Ay al dltimo secuente de T, por una
parte, y a la premisa izquierda de [ | en Tty a la dltima férmula de A, por la otra, se tiene, no sin
el inevitable concurso de reglas de datos,

u

X,W-AB[CY-A,Z X, WA B.Y'-A,Z hip.ind.
XW-AXW-AFCY'-AZY'-AZ Corte

R. de datos | {
X,W-AFCY'-A,Z

La demostracion prosigue recurriendo ahora a la hipétesis de induccién para la premisa derecha de

[ |0 en Tty a la dltima férmula de A:

X,W-ACY'-A,Z X,W-ACIFY-A,Z  Hip.ind.
X,W-AXW-ALY'-AZY'-A,Z Corte

R. de datos {
X,W-AFY'-AZ

(0]

X HS,Y’ W',BJt] |2

X |{Ov)B,Y O w,@veylkz  Of
Donde, en A, la variable 'v' no esta libre en X, Y. Aplicando la hipétesis de induccion a la premisa

de [|FO] en A y al dltimo secuente de Tt por una patte, y a la premisa de [O]H en Tty a la dltima
férmula de A, por la otra, se obtendtian, utilizando de reglas de datos, senda demostraciones
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IJ’ u"

X,W'-A |}1§ [v],Y'-A,Z X,W'-AB[f] FY-A,Z

La dificultad reside en que siendo B[v] y B[t] distintas no puede aplicarse la regla de Corte.
Veamos como obtener a partir de A una demostracion de X"-B[t],Y' -0 de un secuente

equivalente. Las convenciones establecidas en su momento permiten suponer que A cumple las
condiciones:

(1) ningdn secuente en A contiene ocurrencias libres y ligadas de una misma variable,
(2) las variables dependientes de las aplicaciones de las reglas Oy CJ} en A son distintas entre sf,

(3) todas las ocutrencias de una variable ligada de una férmula B en un secuente de A caen bajo el
alcance de una misma ocurrencia de un cuantificador.

Sean xi,...,x; las variables de t. Constriyase una demostracién A' que, ademas de 1-3, satisfaga el
requisito de que las x;, 1<iSj, no ocurren ligadas en ninguna férmula de un secuente de A' ni como
variables dependientes en la aplicacion de las reglas [[0 y OJf. Sustituyendo v por t en A' se obtiene

entonces una demostracién A" de X||B[t],Y". Esta demostracién permite el usual corte «cruzadon:

HV l.,l"

X,W-A ||-B.[t] Y'-AZ X,W'-AB[{] FY'-A,Z
X,W-AXW-ALY'-A,Z,Y'-A,Z Corte

R. de datos {

X,W-AFCY'-A,Z

[
A T
X B[], W', B[v] k2

0 XFGoBMY  WL@0BNFZ [0

Reemplazando W',B[v] [FZ por W',B[t] || Z como en el caso precedente, y aplicando la hipétesis de
induccion, por una parte, a X ||B[t],Y' y W',(0)B[v] |}Z, y, por la otra, a W',B[t] |FZ y X |}(G»)B[v],Y’,
se llega a

ul u"

X,W'-A [FB[1],Y'-A,Z X,W'-A,B[] |FY'-A,Z
X,W-AXW-ALY'-A,ZY'-A,Z  [Corte]

} R. de datos

X,W-AFCY'-AZ
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TEOREMA 11. Si hay una demostracién A en SC de X”-Y, 2(A)>0 entonces hay una demostracion
Ttde X|}Y en SC, g(m=g(\)-1.

DEMOSTRACION. Sea pues A una demostracién en SC del secuente X|}Y, g(A)=k. Basquese la
primera aplicacion de Corte en Ttde grado k. Por tanto, A puede representarse como

at

donde 'A' es la férmula de corte, c(A)=k, y las subdemostraciones de U"-V y \W”-Z son de grado
menor que k. Por el lema 4, hay una demostracién § en SC de UW-A ||-V—A,Z, g(&)<k.
Reemplicese entonces A por

: 1

v 4 |
X |y

Si no hay ninguna aplicacién de Corte de grado k, esta demostracién es TU En caso contratio,
busquese la primera aplicacién de Corte de grado k en esta demostracién y procédase como antes.

X i|-Y

U,W-A|FV-A,Z

Iterando el procedimiento tantas veces como sea preciso se obtiene una demostracion Tt g(T)<k.

Usando reiteradamente el teorema 11 se demuestra el teorema de eliminacién de la regla de Corte:

COROLARIO 5. Si X||-Y es demostrable en SC entonces existe una demostracién TT de X"-Y en
SC, g(my=0.

En lo sucesivo designaremos por medio de la expresion SC- al sistema de cédlculo secuencial
resultante de omitir en SC la regla de Corte. El corolario 5 establece que los secuentes demostrables
en SCy SC- son exactamente los mismos.

No obstante, la eliminacién de la regla de Corte -ventajosa a otros respectos -puede tener
un coste en términos de complejidad. Dadas dos demostraciones A de X”-A,Y y Tt de W,A”-Z, la
regla de Corte proporciona una demostracion de X,W"-Y,Z cuya altura es max(alt(A),alt(T))+1 y su
grado n+12c(A). Definase 4|n|(k) como sigue: 4[0](k)=k; 4[p+1](k)=44Plk. La demostracién de
X,W”-Y,Z obtenida a través de la eliminacion de Corte tiene altura <4[n|(k).

La eliminacién de la regla de Corte para los sistemas SM y SI (y asi la génesis de los
sistemas SM- y SI- se ajusta al patrén que acabamos de ver. Las tnicas novedades son que en su
demostracién habra que considerar menos reglas de datos y la formulacion del lema principal:

LEMA 5. Sean A una demostracion en SM/SI de un secuente X"-A y Tl una demostracién en
SM/SI de un secuente (i) W”-B o (i) \X/"-, tales que g(A), g(M<c(A). Entonces existe una
demostracion P en SM/SI de () X,W-A[}B o (i) X,W-Al}, g()<c(A).

COROLARIO 6. Si X”—Y es demostrable en SM/SI entonces existe una demostracién Tt de X”—Y
en SM/SI, g(T)=0.
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Los teoremas de eliminacién (corolarios 5 y 6) pueden verse de dos modos levemente distintos:

[A] con respecto a los SS, establecen que la regla Corte es eliminable: si hay una demostracion de
X |FY en SS, hay una demostracion sin regla de corte;

[B] con respecto a los SS-, establecen que la regla Corte es admisible: si X |FA,Y y W,A FZ son SC-
demostrables, también lo es X,W ||-Y,Z; si si X"-A y W,A"-Z son SM-/SI--demostrables, también lo
es X,W|z.

ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS SS-.

Ya se ha sefialado que lo que priva a los sistemas de calculo de secuentes con regla de Corte de la
propiedad de subférmulas es justamente la presencia de esa regla. Por consiguiente,

TEOREMA 12. Si un secuente X"-Y domina a un secuente X' ||-Y' en una demostracién Tl en SS-
entonces para toda formula A que ocurre en X'|FY' hay una férmula B que ocurre en X|FY y
ALSFG(B).

DEMOSTRACION. Si X ||-Y domina a X' ||-Y’ en TL ésta es de una de las formas:

T
X'|.|-Y'
v A
X|.|-Y
X Wl
1
X||-Y.

La demostracién procede entonces por induccién sobre la longitud de la subdemostraciéon TU Como
no ofrece dificultad alguna, queda para el lector.

Dos propiedades de los sistemas secuenciales asociadas a la ausencia de una regla de
contraccioén generalizada en el consecuente son:

1] SS tiene la propiedad de disyuncion syss, para cualesquiera férmulas A y B de P, si [FAVB es

demostrable en SS entonces ||-A o ||-B es demostrable en SS;

2] SS tiene la propiedad de existencia syss, para cualquier férmula A de P, si [{(G)A es

demostrable en SS entonces para algin término t de P, [FA[t] es demostrable en SS.

TEOREMA 13. SM- y SI- tienen las propiedades de disyuncion y existencia.

DEMOSTRACION. Para la légica minima, el resultado es una consecuencia inmediata de la
ausencia de reglas de contraccién en el consecuente. Para la l6gica intuicionista, la presencia de una
forma debilitada de contraccién en el consecuente obliga establecer la no-derivabilidad del secuente
||- (con antecedente y consecuente vacio). Adviértase a este respecto que (1) el secuente vacio ||- no
es un axioma de SI-, (2) el secuente vacio no puede dominar a ningun secuente no-vacio (es una
consecuencia del teorema 12).
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i

El calculo de secuentes clasico, SC, carece de estas propiedades, debido a la presencia de la regla
||-D, como ilustran los ejemplos siguientes.

p ||-p Axioma
F=p.p (1
Lpv—p,p (|1
p.pvp [[FP]
tpv—p.pv—p 1
bovp [FC]
Pix ||-P1X Axioma
Pix,Pla[Pix DK
Pix,Pla|}Pix,(0y)Ply [|FD]
Pla,Pix ||Pix,(Oy)Ply [P
Pla,Plx [F(Cy)Ply,P'x 133

Pla|lPix — (Oy)Ply,Plx [

Pla () (P12 - (Dy)Ply),P'x [
Pla|[Pix, (k) (P12 - (Oy)Ply) [
Pla | (@x)P'x,(Ch) (P2 - (Ty) Ply) [
[

[

[Pta— @xPx, O (P12 Cy)Ply)
LG @y - @9Px. @ @z— @yPly)
FGH@'y - Ox)Piy) [l
Como se advertird, ambas demostraciones terminan, y no por casualidad, con una aplicacién de la
regla de contraccién en el consecuente.
Lo mis parecido a la propiedad de la disyuncién que puede demostrarse para SC- es la
razonabilidad en el sentido de Hallden. Una relacién de consecuencia [ es razonable en el sentido

de Hallden syss para cualesquiera formulas A y B, si |-AVB y A 'y B no tienen letras relacionales en
comun entonces |-A o I-B.

LEMA 6. Sea X"-Y un secuente demostrable en SC-y sean Xi y Xz sendos conjuntos de férmulas
tales que para toda férmula A que ocurre en la secuencia X, AUX; o ALXy; andlogamente, sean Yi
e Y2 dos conjuntos de férmulas tale que para toda férmula B de la secuencia Y, BLY; o BUY: . Si
Z es un conjunto de férmulas, R(Z) designa al conjunto de las letras relacionales con ocurrencias en
formulas de Z. Si RKXiOY1)NRX:OY2)=0 entonces uno de los secuentes Xi[FY1 o Xa|FY2 es
demostrable en SC-.

DEMOSTRACION. Adviértase antes de emprender la demostracién, que para construir un
secuente a partir de los conjuntos Xi , Y; hay que construir sendas secuencias con sus elementos, y por
ello que el enunciado del lema no es totalmente preciso. La demostracién se realiza por induccion
sobre la longitud de la demostracion Ttde X|FY. Si I(T)=1 X|FY es A |FA, lo mismo que Xi|FY1. Sea
pues 1(Th=n+1 y asumase que el lema vale para secuentes con demostraciones de longitud <n. Hay
que considerar tantos subcasos como reglas. En los casos de las reglas de permutaciéon y
contraccién, la demostracion es inmediata, puesto que al tratar con conjuntos el nimero de
ocurrencias de las férmulas y el orden dentro del antecedente y del consecuente es irrelevante. Para
las reglas de debilitamiento y las reglas operacionales, dsese la hipétesis de induccién y apliquese
entonces la regla correspondiente. A titulo de ejemplo se desarrollan los casos de las reglas del
negador.

= XAy

X[F=AY

Para mayor concreccion, supongase que TALY:. Si R OY:1O{7A})NREX0Y2)=0 entonces
R OY:O{ANNREX:0Y2)=0. Por hipétesis de induccién, Xi,A Y1 o Xo|FY2 es demostrable, y
asi, por 7 ||- , X1 ||-—'A,Y1 o0X; ||-Y2 es demostrable.
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- XJRAY

X, A Y
Supédngase, tanto da, que 7TAOX;. Si RX; U Y1 O {7A}) n RX: O Yz)=U entonces RX; U Y U
{A}) n RXz O Y2=0. Por hipétesis de induccion, uno de los secuentes Xi[FA,Y1 o Xo|FY2 es
demostrable y entonces por — ||- Xi,7A |-,Y1 0Xy ||-Y2 es demostrable.
1

COROLARIO 6. St ||-A,B es demostrable en SC y R(A)nR(B)=U entonces ||-A es demostrable en
SCo ||-B es demostrable en SC.

DEMOSTRACION. Empleando las metavariables como en el lema 6, témese X;=X,=0],
Y]Z{A},YZZ{B}. _I

Para llegar a la conclusion de que SC- es razonable en el sentido de Hallden, atn se necesita un lema
adicional. Escribiremos X(Ay,...,Aq) para indicar que las férmulas Ay,...,A, ocurren en la estructura
X, sin precisar su posicién dentro de esa estructura.

LEMA 7. X|FY(A1VBy,...,AsVB,) es demostrable en SC- syss X |FY(A1,By,...,AnBx) es demostrable
en SC-.
DEMOSTRACION. De derecha a izquierda basta con iterar las veces que sea preciso el siguiente
esquema derivacional:

X ||-Y Hipotesis

bow

X [[A,B,Z

X fAVB,B,Z tv
X |IB,AvVB,Z P
X |lAVB,AVB,Z v
X|fAvB,Z tC

De izquierda a derecha se procede una vez mas por inducciéon sobre la longitud de la demostracion
Ttde X"-Y Sil(m=1,X ||-Y es AVB ||-AVB. La demostracion correspondiente es:

AJFA  axioma

AlBA _|ID BB axioma

AllAB BAB  |ID
AVBJFA,B vt

En el paso de n a n+1, las demostraciones para los casos de reglas que manipulan los antecedentes
son inmediatas, y lo mismo sucede con las regla de permutacién en el consecuente y las de los

operadores distintos de V. Por tanto, restan por analizar tres casos: D, [FC y |Pv.
Xy X[y

X fAVB,Y D s reemplazada por  X|IB)Y D

X[ABY |D
X fAVB,.AVB, X[|FA,B,ABY  hip.ind.
X|FAVB,Y c X[IAABBY  |fP
X[FA,B,B,Y Fc
es reemplazada por X |[B,A,B,Y ||-P
X|IB,B,AY 2%
X|[IB,AY ¢
X[FABY 2

X |:B,Y X |:B,Y

X”-AVB,Y ||.v es reemplazada por X”—A,B,Y ||-D
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COROLARIO 7. Si ||-AVB es demostrable en SC- y R(A)NRB)=U entonces o bien ||-A es
demostrable en SC- o bien ||-B es demostrable en SC-.

DEMOSTRACION. Si ||-AVB es demostrable en SC- |, por el lema 7 lo es ||-A,B y dado que Ay B
no tenen letras relacionales en comun, del corolario 6 se sigue que o bien ||-A es demostrable en SC-
o bien ||-B es demostrable en SC-. ]

ELIMINACION DE REGLAS ESTRUCTURALES PARA FORMULAS COMPLEJAS.

La regla de corte es la tnica regla cuya conclusion es menos compleja que sus premisas (el
rasgo definitorio de las reglas de razonamiento segun lo expuesto en el capitulo 1). Por
consiguiente, mientras no se use la regla de Corte, una demostracién serd, en un sentido bastante
literal, constructiva: consistird en la construccién de férmulas progresivamente mds complejas a
partir de sus componentes. Este aspecto constructivo de las demostraciones en los calculos de
secuentes sin Corte puede reforzarse en el caso de la logica clasica eliminando los axiomas en los
que c(A)>0 y restringiendo las reglas de debilitamiento a aquellos casos en los que su férmula
principal es atémica.!

Sea SC* el calculo de secuentes cuyos axiomas son todos los secuentes de la forma

AJFA, si c(A)=0

y cuyas reglas operacionales y estructurales son las de SS-, salvo D} y [FD, que son reemplazadas

por
[dpho - _Xjy [haio Xy
XAy X [FAY
(*) c()=0.

La eliminabilidad de los axiomas y debilitamientos complejos puede formularse asi:

TEOREMA 14. X"-Y es demostrable en SC* syss es demostrable en SC-.

DEMOSTRACION. Obviamente cualquier secuente SC* demostrable es SC-demostrable. Para la
conversa basta con demostrar que para cualquier férmula A de P, (1) AJfA es SC* demostrable, y
(2) que si X|FY es SC* demostrable entonces también lo es X,A|}Y -en ambos casos procédase por
induccién sobre c(A). ]

La eliminabilidad de los axiomas complejos también vale para las logicas minima e intuicionista,
pero no sucede lo mismo con debilitamiento. La dificultad en SM- (la situaciéon con SI- no difiere
sustancialmente) es que D ||- permite introducit en el antecedente cualquier férmula, y por
consiguiente una negacién o una férmula condicional. Para demostrar la eliminabilidad de D”- en
presencia de d |} hay que mostrar que una aplicacién de la primera regla con una férmula principal
A, puede sustituirse por otra aplicacién de esa misma regla cuya férmula principal es de
complejidad <c(A). La sustituciéon en una demostracion de una aplicaciéon de D ||- como las descritas
por otra aplicacion con una férmula principal de complejidad menor requeriria el concurso de la
regla ||-D:
SM-

X"-Y
X,7AfY D |H

! Para una discusion de este punto -y una reflexion sobre la importancia del teorema de eliminacién de Corte-
véase 1. Hacking, "What is Logic?" en Gabbay [1994].
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se convertiria en

SM-D|F+d |}

X||-A,Y
X,mAlY il

SM-

y analogamente,

X {}Y
XA BJFY D

} [hip.ind.?]
X[AY  XBJY

XA-BlY [~ H

se convertiria en

Pero la premisa de [7|}], en el primer caso, y la premisa izquierda de [— |, en el segundo, pueden

no ser secuentes minimos/intuicionistas (i.e., si YZ0).

SISTEMAS DE POST.

Si Z es un conjunto de secuentes de Py SS es cualquiera de los sistemas de célculo de
secuentes con regla de Corte descritos, designamos con 'SS U 2' al sistema resultante de incorporar
a SS como axiomas los secuentes de 2 (y no los esquemas de secuente cotrespondientes). Se dice
entonces que los elementos de 2 son los axiomas propios de SS U Z. Si

(1) Z es cerrado bajo sustitucién -es decir, se cumple que si X[v][FY[v]E entonces para

cualquier término t, X[t Y[ ), y

(2) si X |-Y[X entonces c(X"-Y):O -es decir, el secuente contiene unicamente formulas

atémicas,

se dice que SS [ X es un sistema de Post para SS.

EJEMPLOS.

(1] Identidad. Prolenguaje: se afiade a P el simbolo relacional binario '=".
SC==8CO..

=t

t=s, A[t]|FA[s], si c(A)=0

(2] Aritmetica elemental . Prolenguaje: variables individuales: X,y,z,...; letras relacionales binarias: =,<; letras
funcionales: O (O-atia), s! (unaria), +,* (binarias).
SCAE =SC=01 ...

fe+0=t

[Fe+st(e)=s!(t+t)

% Es una practica comun identificar la aritmética elemental, AE, con el conjunto de las fdrmulas demostrables
en SCAF,

73



INTRODUCCION A LA TEORIA DE LOS SISTEMAS DEDUCTIVOS

Ft=0=0

Fes! () =ts(t'+1)
ol

t<t' [Fe<s!(t)

t=t' [fe<s!(t)
t<s!(t) [fe<t =t
fe<t =t <t
s'e <0}

sl =s!(t) =t

En general, hay que esperar que el teorema de eliminacién de Corte falle para sistemas con axiomas

A son axiomas propios, [[B es demostrable,
prop
A ||-A B ||-B Axiomas

propios: si fJA-By

fA-B  AA-BIB  [-|h
A AlB [Corte]
B [Corte]

aunque no sin el concurso de la regla de Corte.

TEOREMA 15. Si SS [0 Z es un sistema de Post (SS=SM, SI, SC) entonces todo secuente
demostrable en SS [J ¥ tiene una demostracién de grado <1.

DEMOSTRACION. Por definicién, los axiomas propios de un sistema de Post son atémicos, y
por eso lo que hay que establecer es que si un secuente es demostrable entonces hay una
demostracién de ese secuente en la que todas las férmulas de Corte aparecen en algin secuente de
p. Para ello redefinase el grado de una demostracién en SS U 2 del siguiente modo: el grado de Ttes
el mayor de entre los grados de las aplicaciones de Corte cuya féormula de Corte no ocurre en
ninglin axioma propio. Demuéstrese entonces el analogo del lema 4 (cuando A no ocutre en ningun
axioma propio). _I

TEOREMA DEL SECUENTE MEDIO.

Una férmula prenexa A es una féormula de P de la forma (Qivy),...,(Qjv)B donde los Q;,
1<i<j, son cuantificadores y RQ(B)=0. Dos foérmulas A y B de P son SS-equivalentes syss los
secuentes A [|B y BJFA son demostrables en SS.

TEOREMA 16. Toda férmula A tiene una férmula prenexa SC-equivalente.
DEMOSTRACION. En primer lugar, se comprueba la equivalencia de los siguientes pares de

formulas:

AOB BOA
(Ov)AOB (Ov)(AOB)*
(AOB () (AOB)*

A A

(OvA (On) A
(WA (Ov)~A
—(A&B) —“Av—B
—(AvB) A& B
=(A-B) A&TB
(Ov)A-B ()(A - B)™
(A B (Ov)(A - B)™
A- (@B (C9)(A—BY
A~ (Ov)B (Ov)(A-B)"

donde 'O' ha de reemplazarse (uniformemente) en los tres primeros casos por '&' o por V', (¥) 'v'
no esta libre en A, y (**) 'v' no esta libre en B.
A continuacién se demuestra la siguiente version de la admisibilidad de [EQ)] (cfr. Cap.4):
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Si Ay A' son SC-equivalentes y la férmula B' resulta de la férmula B al sustituir algunas ocurrencias
de A en B por ocurrencias de A', entonces B y B' son SC-equivalentes.

La demostracién, como la de su analogo hilbertiano, se efectia por induccién sobre c¢(B), y
no oftrece especial dificultad. El paso siguiente es demostrar:: Si A y A' son SC-equivalentes y el
secuente XiAXo[FY (X|FY1AY2) es demostrable en SC entonces XiAXe|lY (X[FY1A'Y2) es
demostrable en SC, que es una consecuencia mas o menos inmediata de la (admisibilidad de la)
regla de Corte:

X AX: FY X FY1AY:

R.Dat. { . . } R.Dat.

Hlp A’”-A X1X2,A||-Y X”-A,Y1Y2 A"-A’ Hlp
AXXo Y  Cort XY, Yo,A'
€

R.Dat { . . } R.Dat.

XlA‘XZ'"-Y X||-Y'1A’Y2

Asi las cosas, el uso reiterado de la regla de Corte permite «convertim cualquier férmula en una
térmula prenexa equivalente.

COROLARIO 9. Toda férmula A tiene una férmula prenexa SC*-equivalente.
DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata de los teoremas 14y 16 y del corolario 5.

i

En vez de decir que A' es una férmula prenexa equivalente a A, suele decirse simplemente que A' es
una forma prenexa de A.

LEMA 8. Sien X"-Y ocurren unicamente férmulas prenexas y es demostrable en SC, entonces hay
una demostracion Ttde X|FY en SC tal que

(1) todos los axiomas de Ttson de complejidad 0,

(2) todas las férmulas principales de las aplicaciones de las reglas de debilitamiento son atémicas, y
(3) si [R] es una regla aplicada después de una aplicaciéon de una regla operacional cuantificacional,
entonces [R] es una regla estructural distinta de D ||- y ||-D o una regla operacional cuantificacional.
DEMOSTRACION. Del teorema 14 se desprende la existencia de una demostracién de X|FY que
cumple las dos primeras condiciones del lema. Ademas, el corolario 5 permite suponer que esa
demostracion esta libre de aplicaciones de Corte. Sea en lo sucesivo A una demostracién de X |FY
que satisface todas estas exigencias. La demostracion procede ahora por induccion sobre long(A). Si
A es un axioma, A=TU Para tratar los casos en los que long(A)>1, convengamos en tepresentar A
como

@ @l @H
\X/"-Z W‘"-Z' W””-Z'
Xy Rl o N R]

segun el nimero de premisas de [R]. Caso 7: [R] es una regla estructural distinta de las
debilitamiento o una regla operacional cuantificacional y por tanto una regla con una premisa. Por

hipétesis de induccion, hay una demostracion € de la premisa W"-Z de [R] que cumpla las
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condiciones 1-3; Tt resulta de § aplicando [R]. Caso 2: [R] es una regla de debilitamiento. Asi, por
ejemplo, para D}, se tendria

©

Wiz
WA}z D]

donde C(A)=0. Por hipétesis de induccion, hay una demostracion de W|FZ de la forma
1

U

Wz

donde & no contiene aplicaciones de reglas operacionales cuantificacionales y P no contiene

v

aplicaciones de reglas operacionales no cuantificacionales ni de D|} o |D. Tt se construye del
siguiente modo:

Wz
ya que si se examinan las reglas se constata que si un secuente \W"-Z domina a un secuente U ||-V en
una demostracién V puede construirse una segunda demostracion V' en la que W,A |2 domina al
secuente U,A”-V. Caso 3: |R] es una regla operacional no cuantificacional. Si A es su férmula
principal, sus subférmulas inmediatas son de rango cuantificacional 0, puesto que el simbolo logico
principal de A es un operador oracional y A es prenexa. Puesto que todos los casos se tratan de
manera similar, se considera unicamente la regla [ - ||-] a titulo de ejemplo. Si A es de la forma

e} o"
VA "‘A,Z' W",B ||_Zn
WW"A B2, 2" [-H

entonces por hip6tesis de induccion

e { : }oe
vy o

o1 B

W' ||_A,ZI W"’B ||_Zu
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donde & y &' no contienen aplicaciones de reglas operacionales cuantificacionales y 4 y W' no
contienen aplicaciones de reglas operacionales no cuantificacionales ni de D} o |fD. Como A y B
no contienen cuantificadores y [l y ' no contienen aplicaciones de debilitamiento, U'|FV' puede
reescribirse como U'|FA,V* y U"[FV" como U*,B V" y las posibles aplicaciones de contraccion en el
antecedente con A como férmula principal y de contraccion en el consecuente con B como férmula

principal situarse en & y §', respectivamente. TUse construye entonces asi:

3 3

U'[fAV* U BJv"
U, ULASBVLV

u*
WU A - B|FZ,V
ul* .
W,W"A B[z,
ZH

donde P* y U™ son subdemostraciones andlogas a [l y M, respectivamente.

Sea Tt una demostracién en SC, sin aplicaciones de Corte, del secuente X|FY que cumple las
condiciones 1-3 SC del lema 8. Si Tl no contiene aplicaciones de reglas operacionales
cuantificacionale, su secuente medio es X"-Y, y en otro caso aquel secuente que siendo la premisa de

una aplicacién en Ttde una regla cuantificacional no domina a ningn otro secuente que actie como
premisa de una aplicacién de una regla cuantificacional. Lo que garantiza la existencia de un

secuente medio de Tt es que, una vez eliminada la regla de Corte, todas las reglas estructurales y
cuantificacionales son reglas de una premisa. Por consiguiente, una demostracién de este tipo puede
representarse como se indica a continuaciéon

v

-
Xy

donde A es la «parte proposicional» de la demostracion, en la que solo se usan regla proposicionales,
estructurales y axiomas atomicos, \X/"-Z es el secuente medio (que no contendra ocurrencias de

W|}z

cuantificadores), y U es la «parte cuantificacional», en la que las unicas reglas aplicadas son las
cuantificacionales, las de contraccién y las de permutacion.

Un corolario de la existencia del secuente medio es el siguiente trasunto de la propiedad de
existencia para SC:
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COROLARIO 10. Si una férmula A = (On),....,(v)B, RQB)=0 es demostrable en SC entonces
pueden encontrarse términos til,...,t1"%tm!,...,tm" tales que la férmula Aftil,...,t1"] v...v Aftm!,....,tm"] €s
demostrable en SC.

DEMOSTRACION. Aplicando el lema 8 al secuente [FA, se sigue la existencia de una
demostracién Tt del mismo con las propiedades arriba descritas y en la que existe, por tanto, un
secuente medio. El secuente medio de Tt sera de la forma ||-A[t11,...,t1“] yoees Aftmlyeeotm”], puesto que
||-A se sigue de él mediante aplicaciones de ||-D y reglas estructurales (especialmente ||-C) Ahora
bien, si ||-A[t11,...,t1“] gy A[tm!,eestm”] €s demostrable, m? aplicaciones de ||-v permiten obtener una
demostracion de ||-A[t11,...,t1“] VoV Aftmlestm®]ye s Attt Vv Al tw?], v entonces m
aplicaciones de ||-C llevan a una demostracién del secuente ||-A[t11,...,t1ﬂ] VooV Aftm!ee tm®] _I

TEOREMA DE HERBRAND.

El teorema que se enuncia y demuestra en esta seccién presenta algunas semejanzas con el
teorema del secuente medio que acaba de exponerse y que se debe a Gentzen. La importancia del
teorema de Herbrand reside en que constituye la base tedrica de los modernos métodos de
demostracién automatica de teoremas en el calculo de predicados.

St A=(Q1v1)...(Qn)B es una férmula prenexa y g' es una letra funcional i-aria que no ocurre
en A, para cada iLIN, la forma de Herbrand de A con tespecto a {g//iLIN}, Ap, se define por
induccién sobtre el nimero de ocurrencias de U en A:

(1) Ap=Uwv)...(0)B, si A=(0wy)...(H)B;

Q) Ax=0v1)...(Un)B[-,v,g2(-,v),-u]n, si A=(Cvy)... () (Ow)B[-,v,w,-,u], donde -, v={(v1,...,;vm).

En la prictica se omite la referencia a {g//ilIN} y se habla de una forma de Herbrand de A o de
formas de Herbrand de A. Por el teorema 16, toda férmula tiene una férmula equivalente en forma
prenexa, y en esa medida se habla de formas de Herbrand de una férmula A sin suponer que ésta es
prenexa -en tal caso sus formas de Herbrand seran las de sus férmulas prenexas equivalentes. Por
ejemplo, se dice que la férmula (Lk)(Ck)(R2f!(x) - R22¢2(x,z)) es una forma de Herbrand de
(Ux) (L) R2xy - (L) (Uw)RZzw.

TEOREMA 17 (T. de Herbrand). Sea A=(Qv1)...(Qnvn)B una férmula prenexa. Si Q; es una
ocutrencia de 'l', sea gi* una letra funcional k-aria, k=0{j/j<i, Q; es una ocurrencia de '} [ que
no ocurre en A. Entonces ||-A es demostrable en SC- syss lo es |-B [t1L,...ta],...,B[t1P,...taP], dOonde cada
BJtiP,...taP] es la matriz cuantificacional de la forma de Herbrand con respecto al conjunto de los g
de una férmula (Qiu)...(Qaun)B que difiere de A unicamente por los «nombres» de sus vatiables
ligadas (y es, por tanto, deductivamente equivalente a A).

DEMOSTRACION. = Si ||-A es demostrable en SC, por el lema 8 (teorema del secuente medio)
hay una demostracién de la forma

donde O consta de aplicaciones de reglas proposicionales y estructurales y Tt de aplicaciones de
reglas cuantificacionales y estructurales distintas de las de debilitamiento. Reparese en que si Q; es

una ocurrencia de '[' cada s es la variable dependiente de una aplicacién de |0, de manera que si
Qi y Qj cumplen esta condicién si9#si™. Ademas, hay que tener en cuenta a lo largo de toda la
demostracién que el orden de la secuencia si9,...sq9 refleja el orden del prefijo cuantificacional de A.
Asi, en la parte TTnos encontraremos con
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||-B[S1P,:..snp],X
FQvo)BIsiP,...50.17,v4], X [FQ]

||'<Qh+1vh+ 1)...QVH)E [$1P,...SHP, Vh+1,...Vi ], X
[HQuve)...QVe)B[s1P,...50 12,100, X (hQu |

etc.

Considérese ahora la secuencia (Ry),...,(Rx) de aplicaciones de reglas cuantificacionales en Tt
ordénense los s segin el orden de la secuencia de aplicaciones de reglas cuantificacionales. Por
tanto, si (Rm) es una aplicacion de ||-D, sm €s su variable dependiente, y si (Rm) es una aplicacion de
2 esquematicamente

C[t],X
G Cv.X

sm=t. Se sigue que si iSj y s; es la variable dependiente de (Ri), si no ocurre en s;. Tomese a
continuacion el s de mayor subindice que sea la variable dependiente de una aplicacién de [0 en
TG sea éste si. Reemplazese en el secuente medio ||-B[511,...sn1],...,B[sﬁ’,...snl’] ¢ada ocurrencia de la
variable sm por gif(snd,...,599) -shd,...,si4 son los k términos de siP,...s,? de indices <i asociados con
aplicaciones de |13+ Procédase del mismo modo con el secuente resultante, usando ahora la
variable dependiente de mayor subindice que ocurra en €l (y que obviamente sera distinto de sm) y
asi sucesivamente. El secuente obtenido tras estas manipulaciones cumple las especificaciones del
lema, y en tanto que se trata de sustituciones uniformes, es demostrable sin usar reglas
cuantificacionales.

U La demostracion de la conversa consiste, esencialmente, en invertit el proceso antetior.
Supéngase que |FB[til,...ta!],....B[tiP,...tP] fuera demostrable en SC. Reemplazamos primero los
términos de la forma gi(-,s) en los que -s no es la secuencia (sp9,...,s9%) de los k términos de
($19,...,8n9) de indice <i tales que Qp,...,Qj es una ocutrencia del cuantificador existencial por un
término fijo t de P que no ocutra en el secuente en cuestion. El conjunto de los términos
gif(sn9,...,5i9) estd patcialmente ordenado por la relacién TST' syss T' es un subtérmino de T.
Extiéndase esa relaciéon a un orden lineal y ordénense los gi(spd,...,si9) en orden creciente vy,
siguiendo ese mismo orden, reemplacense sucesivamente por las variables vi,...,vi.

Para obtener una demostracién de |FA basta con una sucesién de aplicaciones de reglas
cuantificacionales y estructurales sobre el secuente resultante. Sea ||'B[V11,...Vn1],...,B[V1P,...Vnp] el
secuente obtenido tras las manipulaciones descritas, y que evidentemente es demostrable en SC. Se
esctibe entonces 's(vj)', donde vj es una de las variables de ese secuente, para designar al término
correspondiente del secuente original ||-B[t11,...tn1],...,B[t1P,...tnP]. Procédase entonces como sigue.
[l.a] Si Qn es una ocurrencia de [ apliquese p veces la regla ||-D para obtener
F G B[vi!,-val],eee (Bvi) B[viP,...va?]. [1b] Si por el contrario Q, es una ocurrencia de [, habra un
Val que no ocutre fuera de B[vii,...vi] a menos que haya uno o mas j, vi=vq. En efecto, si vai=vn,
m<n, Qm es una ocutrencia de [J, de manera que s(vi))=gn(-,8), $(vi)) =gn5(~,8,-,t) y v{#vdl para todo
q, 1=q<n. Como el nimero de férmulas del secuente es finito, o hay un v, que no ocurre fuera de
B[vil,..vi] 0 hay un viJ=vi. En el primer caso "'B[V]1,...an],...,(DVni)B[Vli,...Vni],...B[V]P,...VHP] se

obtiene aplicando ||-D; en el segundo caso (vil,..vi)=(vi,...vi)) vy puede aplicarse ||-C (una o mas

Si Q! es una ocutrencia de U, se introducen p letras funcionales 0-arias (constantes) distintas, g, una para
cada férmula del secuente medio.

4 G . . . . L,
Sism=si9, "sm' designa a la clase de las ocurrencias de una vatiable v en la fé6rmula B[s;9,...,;5,9]. La sustitucién

de sm por gif(snd,...,sj9), sin embargo, se efectia en todas las ocurrencias de v en el secuente. Asi, una vez
realizada la sustitucién, la variable v no ocurre en el secuente resultante.
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veces) y después ||-D [k+1a] Si, en el secuente generado tras el k-ésimo paso, hay una férmula
(Qv)5--5(Quvi) B[v19,...vad], siendo Q.1 una ocurrencia de [ apliquese |F reemplazandola por (0.1v;-
D(Qjv)se-»(Qava) B[v14,...vn9].  [k+1b] En caso contratio empléese, mutatis mutandis, el mismo
razonamiento que en 1b. ]

¢Ha entendido la demostraciéon precedente? En cualquier caso es lo suficientemente alambicada,
por la profusion de subindices, superindices y sustituciones, como para que no estén de mas un par
de ilustraciones, a modo de ecthesis, de las sucesivas transformaciones que conlleva (cfr. Apéndice
Teorema de Herbrand. Ejemplos).

TEOREMA DE INTERPOLACION.

Por comodidad se extiende el prolenguaje P incorporando el operador oracional ceroario
0, conocido como «operador de absurdo». Por consiguiente, por lo que hace a la gramatica logica,
[ es una férmula bien formada. En cuanto al sistema deductivo, ss” (SS=SL,SC) resulta de afadir a

SS el axioma OJ}. En los sistemas mencionados [ y A&™A, para cualquier formula A, son
deductivamente equivalentes.

AlfA Ax. O Ax.
AAT T Ofa&—A (D]
A& A, DAL [&[H
A&AAK AL &
As—Af ICH
A&A D (/o]

Asimismo, en SI y SC 7A y A— U son deductivamente equivalentes, de manera que podtia
prescindirse de ' en beneficio de '

AlfA OF  Ass. AfA Ax
A= DA} -h _ A~AF R
A OfFA =1 A-alo (D]

“ARA-D (-]
(Adviértase que, siguiendo la costumbre, en estas demostraciones se no se han consignado las
aplicaciones pertinentes de la regla de permutacion).
Teniendo en cuenta el uso en estas derivaciones de la regla [||-D], no sucederd lo mismo

con SM” = SM + O

A continuacién se define una relacién G entre pares de férmulas (A,B) tales que ALUSFG(B)
y c(A)=0y {+,-}. Si (A,B,+)[Q se dice que A ocurre positivamente en B y si (AB,-)I[d que A ocurre
negativamente en B.

DEFINICION. (1) si C(B)=0, en cuyo caso A=B, (AB,+)[d; (2) si (AB,+)[d entonces
(AB&C,H)Iq , (A,C&B,+)[d , (A,BvC,+)[q , (A,CvB,+)[d , (A,C-B,H)Id , (A,(Qv)B,+)Id ; (3) si
(A,B,+)Iq entonces (A,B-C,-)[d , (A,7B,-)[4 ; (4) si (A,B,-)[d entonces (A,B&C,-)[q , (A,C&B,-
Y, (ABvC-HId, (AGvB[d, (ALC-B-Id, (AQv)B,Id; (5) si (AB,-)d entonces
(A,B-C,+)[d ,(A,7B,+)q .

Esta relacién se convierte facilmente en una segunda relacién £ entre pares (AX|FY) de
férmulas atomicas y secuentes y «polaridades» (“+7 o ), bajo el supuesto de que para alguna

formula B de X|FY, (AB,+)[d o (AB,-{ .
DEFINICION. (1) Si (A,B,+)[4 y B ocurre en el consecuente Y, (AX|FY,+)X ; (2) si (A,B,)(d y

B ocurtre en el consecuente Y, (A,X”-Y,—)[X ; (3) si (AB,+)[d@ y B ocurre en el antecedente X,
(AX ||-Y,—)[X ; (4) si (A,B,-)[d y B ocurre en el antecedente X, (A,X”-Y;I—)[X .
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Si (A,X||-Y,+)[X , A ocurre positivamente en X”-Y y si (A,X”-Y,—)[I , A ocurre negativamente en
XJky.

LEMA 9. Si X,X'|Y,Y" es demostrable en ss” (=s17sch hay una férmula A tal que

1] X”—A,Y y XLA ||-Y' son demostrables en SS”;

2] para toda férmula atémica B, si (B,A,+)[q entonces (B,X' ||-Y',+)[X y (B,X”-Y,—)[X ;

3] para toda férmula atémica B, si (B,A,-)[d
Entonces (BX'FY' X y BX|FY,HE .
DEMOSTRACION. Adviértase que la formulacién del lema para SIV es «si XX ||-Y' es
demostrable en SI"..», donde Y'={B} o Y'=0. En ambos casos el lema se demuestra por
induccién sobre la longitud de una demostraciéon Tt libre de corte de X, X' ||-Y,Y'. Si long(M)=1,
XX'FY,Y" es un axioma B|fB y hay que considerar cuatro subcasos. Swbeaso 1: X=Y={B} y
X'=Y'=/J. Sea entonces A=0J; en tal caso O y B|IB son axiomas y aplicando [D [} a este dltimo se
obtiene B|B,0. Subcaso 2: X=Y'={B} y X'=Y=/[J. Témese entonces A=B, en cuyo caso B|}A y
A"-B son axiomas y se comprueba facilmente que se cumplen las condiciones 2-3 del lema. Swubcaso
3: X'=Y={B} y X=Y'=[J. Témese ahora A=""B. Partiendo del axioma B||B y aplicando [7|]] v
[”-_'] se llega, respectivamente, a B,7B ||- y ||-B,_'B. Si {C,A,H)(q , (C,||-A,B,+)[X vy (C,AB |-,—>[X , ¥
(C,A- , (C, |-A,B,-+)[I y (CAB |-,+)[Z . Subcaso 4. X=Y=[] y X'=Y'={B}. Sea A=70];
apliquese [|}] al axioma O |} para obtener -0, y [D|H a B||B para concluir B,0|}B.

Sea pues long(T)=k+1. Subcaso 1. T termina con una aplicaciéon de una regla estructural. El
esquema es el mismo para todas las reglas estructurales: apliquese la hipétesis de induccion sobre la

premisa de la regla y la propia regla sobre el secuente resultante. Por ejemplo, si Ttes de la forma

XX"[Fyy!
XX'BRYY'  [DH

la hipétesis de induccién proporciona sendas demostraciones de X[FA,Y y X", A|FY"; aplicando
sobre esta dltima D} y P} resulta X",B,A|FY". Obviamente si las condiciones 2 y 3 se verificaban
para X ||-A,Y y X"A ||-Y', también se vericaran para X ||-A,Y y X",B,A ||-Y'.

Subcaso 2. TUtermina con una aplicacién de una regla operacional proposicional de una premisa o
con una aplicacion de D"- o ||-D Con las modificaciones pertinentes, se procede como en el caso
anterior. Si, por ejemplo, Tles de la forma

X" B.X'[Fy.Y'
X"B&CX'FY,Y' [&[H
de la hipétesis de induccién resultan sendas demostraciones de X",B ||-A,Y y X',A"-Y', satisfaciendo
estos secuentes las condiciones enunciadas en el lema. Basta entonces con aplicar &”- para obtener
a partir de la primera de ellas X",B&C|FA,Y.
Subcaso 3. Tles de la forma

XX [BY"Y XX Yy
XX [ B&C,Y"Y" [F&]
Por hipétesis de induccién los secuentes X[FA'BY", X A'[lY', X[A"CY" y X A'[FY" son
demostrables y satisfacen las condiciones del lema. Si A=A'VA", se tiene
X',A’"‘ 1 X',A""‘ 1
XLAVA"[FY! vh

y también
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X[A'BY" XfAncy"
X[FAVA"BY" XAVA"CY" [|hv]
X [FB,AVA" Y" X[FCAVA"Y" [P|H

X |B&C,AVA" Y" (&
X [FA'VA" B&C,Y" P|H

Subcaso 4. TUconcluye con una aplicacién de v}, y por consiguiente es de la forma

XX BlFY"Y' XX ,Cly"Y
XX, BvClFY",Y' v|H
Por hipétesis de induccién los secuentes X"-A',Y, X',B,A'”-Y', X"-A",Y y X',C,A""-Y' son
demostrables y satisfacen las exigencias del lema. Sea entonces A=A'&A".
X ALY X fA"Y

X[fAa'&A™y [&H
y ademas,
X',C,A""‘ 1 X"B’A'"' 1
X',C,A&A"[FY" X' BAKA"FY'  [&[H
X A&A" C Y X A'&A" B Y
X' A'&A"BvC Y [v|F

Subcaso 5. La Gltima regla aplicada en Tles — ||- En este caso no hay una representacién univoca

porque en las premisas de — |F X,X,Y e Y" pueden repartirse de diversas maneras. Si Tt puede
representarse como

X|B,Y X".ClY'
X,X"B - CJFy,Y' [~ H
Interpretando X”-B,Y como [,X |-B,Y y X",C |-Y' como [1,X".C ||-D ,Y', la hipétesis de induccién
lleva a concluir la demostrabilidad de ||-A’,B y XA ||-Y, por una patte, y, por la otra, de X",C,A" ||- '
y [FA". Témese "A'&A" por A; entonces

[rA"
. } Deb., Perm.
XAy :
XAy - [ XAty
X[FA'&A"Y [l
Ademas,
X ,CA" [ A'B
& X.CoAsA'ly  2AfB [
PhH X,A'&A"C[FY' “A'KA" B [&H
X, AKA" TAKA" B CIY [
X', 7A'&A" B - C|RY’ [CH

Una segunda posibilidad es que el esquema de Ttsea
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Cly XX'[IB,Y
XX B-ClyY
Leyendo la premisa izquierda como C,UJ ||-D,Y' y la derecha como X X' ||-B,Y,D y aplicando la
hipétesis de induccion se llega a C"—A', A ||-Y', X' A" ||- y X”—A",B,Y. Aplicando reglas estructurales a
A'FY" se demuestra X, A'[FY' y procediendo anilogamente sobre X'A"|} se llega a X,A"|FY".
Finalmente por v”- se tiene X', A'vA" ||-Y'. En cuanto a la parte restante,

X[A"B,Y cla
X fAvA",B, ClAvA" |
Y

X,B- CAVA"Y [-h
etc.
Subcaso 6. La Gltima regla aplicada en TTes ||-D:

XX'[BY"Y
XX HOwBY"Y" [
donde -recuérdese- 'v' no estd libre en X, X',Y")Y'. La hipdtesis de induccién proporciona
demostraciones apropiadas de los secuentes X|FA',B,Y" y X,A'[FY". El problema reside en que para
pasar de X|FA'B,Y" a X|}A",(Ov)B,Y" aplicando [FO 'v' no tendria que estar libre en A y no hay

garantias de que asf sea. Para remediatlo tomese por A la férmula ((W)A', en la que obviamente 'v'
no esta libre. Es decir, procédase como sigue:

X ”‘A;,B,Y" X’,A' ”_ 1
(B _ XfGasy XAy [HH
(91 XHG)A,EvB.Y"
Adviértase que, en la derivacion de la derecha, las restricciones inherentes a la regla O} se cumplen,
ya que pot hipétesis 'v' no esta libre en X')Y' (ni en X,Y").

Subcaso 7. La regla U} plantea problemas similares a los de [FC. Si Ttes

XX"BJY,Y'
XX GoBlyY (O
donde 'v' no estd libre en X,X"Y,Y', la hipétesis de induccion permite contar con demostraciones
de los secuentes X"—A',Y y X"B,A' |-Y', pudiendo darse el caso de que 'v' esté libre en A'. Para
solucionarlo sea A=(0v)A'".

X ALy X" BA' Y
o) X HOwALY" X",B,(Ov)A'[FY" [D||-|-]
]

X"(OnWABRY [P
X" (OwALCoBlY' [
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TEOREMA 18 (T. DE CRAIG-LYNDON). Si kss’A B (8S7=SI"=SC") entonces existe una
formula C tal que (1) Fss"A - Cy Fss’C - B, (2) si (D,C,+)d entonces (D,A,+)[d y(D,B,+)(d ,y
(3) si (D,C,-)l[d entonces (D,A,-)[d y (D,B,-)[q . Se dice entonces que la férmula C es un
interpolante entre A y B en ss”.

DEMOSTRACION. Astimase que fss”A - B. Por definicién, el secuente ||-A—>B es demostrable
en SS” y entonces por lema 3 lo es igualmente A||-B. Léase este secuente de modo que X={A},
Y'={B} y X'=Y=0. Por el lema 9 existe una férmula C tal que AC y C|IB son demostrables en
SS”. Ademis, para toda férmula atémica D se cumple: si (D,C,+)Id entonces (D, |-B,+>[X y
(D,A"-,—)[X , v si (D,C,-)Id  entonces (D,”-B,—)[Z y (D,A ||-,+)[X . De la definicién que precede al
lema 9 se sigue que si (D,||-B,+)[I entonces (D,B,+)Iq , si (D,A”-,—)[I entonces (D,A,+)[d , si
(D,”-B,—}[Z entonces (D,B,-)[q y si <D,A||-,+)[I entonces {D,A-)[q . .|

Esta claro que el teorema de interpolacion o de Craig-Lyndon es una consecuencia de la

eliminaciéon de la regla de Corte. Para constatarlo basta con darse cuenta de que si Tt es como en la
demostracién del lema 9 y si su dltimo paso consistiera en una aplicacion de Corte, de manera que
pudiéramos representar esa demostracién como

X[FAY XAy
XX'FyY
y si la férmula de Corte coincidiera con la férmula interpolante, podria suceder que (B,A,+)Iq y

BX'|y, X .

APENDICE: TEOREMA DE HERBRAND, EJEMPLOS.
EJEMPLO 1. (D) (Cx) (Ch) (Cy) (R2xy — R2av).

= 1.1 Demostracién (se omiten las aplicaciones de ||-P)

Rexy [FR2xy [Axioma]
R2xy,R%zw [FR?xy D ”—]
R?xy,R%zw [FR?uv,R?%xy [D "-]
Rxy "'RZuV,RZZW - R%xy ["- -]

| R2xy - R2uv,R2zw — R2xy sec. medio

L

R2xy — R2uv,(Ow) (R2zw — R2xy)

=

Rexy - R2uv, () (Ow) (R2zw — Raty)

==

Rexy - R2uv, ((0z) (Ch) (Ow) (R2%2w — Raty)

oo

(Oy)(R2xy — R2uv), (k) (O2) () (Ow) (R22w — R2ts)

(0 (Oy) (R2xy — R2uv), (k) (O2z) (L) (Lw) (R2zw — R2ts)

o0

(Ox) (() (Uy) R2xy — R2uv),(Lk) () (L) (Ow) (R2zw — R2ts

(00 (B9 (Ch) @y) Rexy - R2uw), ([0F) (U2) () (Ow) (R2zw - R2ts )

J

;
3
3
3
FR2xy - R2uv,(05) (O2) (Ch) (Ow) (R2zw — R2ts)
3
r
P
P
3

— e — — — — —
=== = = = o = = = =

O

(0 (Ox) () (Hy) R2xy - R2uw)
1.2 Secuencia (st,...,8k): (W,X,2,y,y,u,X,v) (en negrita las vatiables dependientes).

1.3 Sustituciones si/ g*(-,s).
1. "-szy - R2uv[v,x,u,y],R?zw - R2%xy[y,z,x,w]
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2.[IR2g! (v)y - R2uv[v,g! (v),u,y],R%2w — R2g! (v)y[y, 2,8 (v),w]

3.R2g! (v)g2(v,u) — R2uv[v,g! (v),u,g2(v,w)],R2zw — R2%g! (v)g(v,u) [g%(v,u), 2,81 (v),w]

4.|FR2g! (v)g2(v,u) — R2uv[v,g! (v),u,g2(v,u)],R2g! (2(v,))w — R2%g! (v)g2(v,w)[g(v,u),g! (2(v, ), 8! (v), ]

5. IrR(Zg <)v>g2<<v)]u> - R2uv[v,g! (v),u,g2(v,u)],R2g! (2(v,u)) g2(22(v,u),&! (v)) — R2%G! (v)@2(v,w)[g(v,u),g! (2(v,w) g (¥),
gz gz v,u ’gl v

U Se patte de
[FR2g! (7)g2(v,) » Rouv,R%! (22(v,)g%(g2(v,u), 8 (v)) — R2g! (v)g*(v,).

1.4 Otrdenacién de los términos gik(shd,...,s9).

g'(v)2g*(g*(v,u),g'(v)) }

g2 (v,u)2g(g?(v,u),g' (v)) orden parcial
g (v,u)2g'(g*(v,u)

g'(v)2g*(v,u)2g! (g2(v,u))2g*(g*(v,u),g' (V) orden lineal

1.5 Sustitucion gi(sud,...,s9)/vi (Vi=X,y,2,w).

[FR2xg>(v,u) - R2uv,R2g! (22(v,w)) g(@>(v,1),%) - R2xg2(v,w).
[Roxy — Reuv,Rog! ()27, — R,

||'R2XY - R%2uv,R?z¢?(y,x) — R2xy.

||'R2XY - R%uv,R%zw - R2%xy

Para la derivacion de |H(Gv)(Ox)(Ch)(Oy)(R2xy — R2uv a partir de este secuente se procede como en
1.1.

EJEMPLO 2. (Ox) () () (Ov) (R2yv - R2xz).

= 2.1 Demostracién (se omiten las aplicaciones de ||-P)

R2yz[[R2yz [Axiomal

R2yz,R2xw [[R2yz D

R2yz,R2xw [[R2uv,R%yz D

R2yz ||-R2uv Rexw — R?%yz [ ||- -]

| R2yz - R2uv,R%xw — R2%yz secuente medio

2yz — R2uv,(Lw) (R2xw — R2yz)

R2yz - R2uv, (L) (Uw) (R2xw — R2yz)

(O (Reyz - Rowy), (0 (Ow) (Rxw — Reyz)

(Ou) (O (y) (Oz) (R2yz — R2uv),(Lk) (Ow) (R2xw - R2yz)

() () (G (O2) (R2yz - R2uw) (O () (Ow) (R2xw - Rey)

Cw) () (G (U2) R?yz - Reu), [Hy) (L) (L) (Hw) R2xw - R2yz)

i [k
IR [k
& [k
s ([
G (O2) R2yz - R2uv), () (Ow) (R2xw — R2yz) ([
G (G (O2) R2yz - R2uv), (Cr) (Ow) (R2%xw — R2yz) [
s [k
s [k
s [k
3 [k

@) () (Ev) Ry - Roxz)

2.2 Secuencia (s1,...,8k): (W,2,2,v,y,u,x,y) (en negrita las vatiables dependientes).

2.3 Sustituciones s;/g*(-,s).
1. ||-(R2yz - R2uv) [u,y,v,z],R%xw - R?%yz)[y,x,z,wW]
”-(R2 7 — R2uv)[u,g%,v,z],(R?xw — R?g%2)[g0,x,z,w]
3. |FR2gz — R2f0v) [ 0,80, v,2] ,(R2xw — R2%2"2)[2,x,2,w]
4. [FR2g0g2(@0,v) - R2OV) [,00,v,22(2,v)], (R2xw — R2gIg2(0,v) [°,%,8%(",v), w]
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5. [R2g02(g",v) - R2) [£,6%,v,g2(2” )], (R2:xg2(x,62("v)) — R2g%(g",v) [0, 828 v), 22 (5,82 (2 )]

O Se parte de
FR2g 2 (g0,v) — R2f0v), (R2xg2(x,%(g",v)) — R2%g02(g0,v)

2.4 Ordenacion de los términos gik(spd,...,si9).
2g72%(g",v)2g*(x,g%(g",)

2.5 Sustitucién gik(snd,...,si9) /vi (Vi=u,y,z,w).
[FR2g’e2(2",v) - R2uv), (R2xg?(x,22(2",v) - R2gg?(!,v)
FR2yg>(y,v) — R2uw), (R2xg*(x,82(y,v)) — R2yg(y,v)
FR2yz - R2uv),R2xg2(x,2) - R2yz

FR2yz - R2uv),R2xw - R2yz)

Para la derivacion de |F(0x)(0y)(Cz) (Ov) (R%yv — R2xz) a partir de este secuente procédase como en
1.1.

EJERCICIOS.

(1) Demostrar que los SS- son consistentes en el siguiente sentido: para ninguna férmula A sucede
que |FA v A} sean SS-demostrables. (Pista: recurrir a la admisibilidad de la regla de corte y la
propiedad de subférmulas).

(2) Si t es la funcién de traduccién de férmulas clasicas en férmulas intuicionistas del capitulo 4,

demuéstrese que para cualquier formula A de P, A es demostrable en SC- syss t(A) es demostrable
en ST-.
(3) Formular y dar una demostracién del teorema de Craig-Lyndon para SI- y SC- -es decir, sin usar

el operador [. (Pista: extiéndase el prolenguaje P introduciendo una nueva letra relacional 0-atia p;
sin embargo A y B seguiran siendo férmulas de P (i.e., sin ocurrencias de p), a diferencia de C.

Finalmente, reformulense las condiciones 2 y 3 para térmulas atomicas B#p y usese p&™p en lugar

de [).
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