CALCULOS DE SECUENTES SIN REGLA DE CORTE

CAPITULO 3. CALCULOS DE SECUENTES CON REGLA DE CORTE

El nuevo experimento ha probado, una vez mas, que el
chimpancé puede aplicar con correccién unas elementales
reglas sintacticas, y que conecta adecuadamente la
aplicacion de estas reglas con la obtencién de ciertas
recompensas.

J.Hietro, Principios de Filosofia del I enguaje.

NOCION DE SECUENTE

Los calculos de secuentes para las l6gicas minima, intuicionista y clasica que se describen
en este capitulo comparten con los sistemas hilbertianos del capitulo anterior, como primer

componente, ¢l prolenguaje P.

Un secuente de P es un triplo (X, ||-,Y) formado por dos secuencias finitas de formulas de P,
F, lamado «separador de secuente». En lo sucesivo escribiremos

X eY, y un signo metalingiiistico, '
X[ por (X,
X" ||-Y', donde X" es la secuencia de férmulas de P obtenida enumerando X, a continuacion las
férmulas A y B, y finalmente X'. Analogamente, escribiremos 'X”-Y,A,B,Y" por 'X”-Y”', donde Y"
resulta de Y,A,B,Y" del modo descrito. En el secuente 'X ||-Y', la secuencia X es la parte antecedente e
Y la parte consecuente.

|-,Y)'. Una segunda convencién notacional es que escribiremos X,A,B,X' ||-Y’ por

La estrategia para la definicion de relaciones de consecuencia sobre P propia del calculo

de secuentes es, esquematicamente, la siguiente:
1/ Se define recursivamente un conjunto de secuentes de P - los secuentes demostrables.
Este primer paso puede verse asimismo como la definiciéon de una pseudorrelaciéon de

F O Sb(P2: (X,Y)O syss el

consecuencia, o de una relacién de consecuencia de Scott,

secuente X ||-Y es demostrable.
2/ Definase a continuacién, para cualquier conjunto de férmulas X y cualquier formula A de

P, X }FA (A se sigue del conjunto X) syss para algiin secuencia finita Y de elementos de X, el
secuente Y [FA es demostrable.

SECUENTES DEMOSTRABLES EN LAS LOGICAS MINIMA, INTUICIONISTA Y
CLASICA.

Loégica minima (SM).

» Reglas estructurales
Reglas de razonamiento

Axiomas A ||-A Corte X ”—A XA ”-B
X|B
Reglas de datos
DI X[y cl X,AA Y Pl X,ABX'|FY
XA Y XA Y X,BAX'[FY
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Reglas operacionales

&  X[A X[B &) XA[C & XBJC

X fA&B X, A&BJIC X, A&BJIC
vl XAC XBlC v X|tA v X|B

X,AVB|IC X fAvB X fAvB

“F X > xAfp
X,mAf XA

- X,A|B - XA X,BJFC

X[a-B X,A-BJC
Fe XA O XA [FB

X[HOw)A X,(Ov)A[V] B
F3- XA O X,A|B

X G AL] X,[OA|B

(*) v no estd libre en X, B; se dice que v es la variable dependiente de 1a regla.
(**) t es un término arbitrario de 1 .

Al leer las reglas &"—, \% |-, - |-, D"- y D"- ha de tenerse en cuenta que el lado derecho de los
secuentes puede ser vacio; ademas el lado derecho de la premisa derecha de la regla de Corte puede
ser vacio y en tal caso también lo serd el de la conclusion.

Légica intuicionista (SI).
El calculo de secuentes intuicionista, SI, resulta de afiadir a SM la regla estructural de datos

o xF

X A

Légica clasica (SC).
El calculo de secuentes clasico, SC, se obtiene al afiadir dos reglas estructurales a SI y generalizar las
reglas de éste para permitir la manipulaciéon de secuentes con mas de una féormula en su parte
consecuente.

» Reglas estructurales

Reglas de ragonamiento

Axiomas AfA Corte  X[IA  XAlY
X |y
Reglas de datos
Df Xy o Xy
XAy X FAY
cl XAA Y ke X [FAAY
X,AlRY X[FAY
Pt X,ABX'[FY 3% X |Fy,ABY'
XBAX|Y X|Fy,BAY'
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Reglas operacionales

& XJFAY & XAlY &|p X,BJY
X fA&B,Y X,A&BIFY X,A&BIFY

vip XAY v XAy v X|IBY

X,AVB Y X|FAVB,Y X|fAVB,Y
b XpAy > XAy

X, A Y X[F-AY
- XA|B,Y - XAY XBlFY
X[A-BY X,A-BJFY

o Xfay O XA Y

X[HOvAY X,[OWAN |FY
b7 XpAmY O XAy
XKW ALY X,(OnAY

(*) v no estd libre en X, Y; se dice que v es la variable dependiente de la regla.

(**) t es un término arbitrario de P.

OBSERVACIONES.-
[1] Las reglas de calculo secuencial definen directamente una relacién de consecuencia de Scott, e
indirectamente, a través de aquella, una relacién de consecuencia de Tarski.
[2] Las diferencias entre las nociones de derivabilidad minima, intuicionista y clasica se refieren
fundamentalmente al tipo de objetos sinticticos manipulados. La derivabilidad minima y la
intuicionista se definen por medio de una relacién de consecuencia de Scott formada por pares de
las formas <X,A> y <X,[1>, donde X es una secuencia finita de férmulas X y A una férmula. La
derivabilidad clasica, por su parte, se define en términos de una pseudorrelaciéon de consecuencia
que trata con pares de secuencias finitas de férmulas.
[3] Adviértase que lo que diferencia al sistema intuicionista del minimo es la presencia de la regla de
debilitamiento por la izquierda
X

XA
que es una regla de datos. Por consiguiente, también en este caso las diferencias entre ambos son
cuestion del tipo de estructuras admitidas.
[4] Las reglas de razonamiento expresan propiedades generales de la operacion de consecuencia
cotrespondiente: la reflexividad en el caso del esquema axiomatico A[FA y transitividad en el caso
de la regla de Corte.
[5] A primera vista puede chocar la consideracion del esquema axiomatico como una regla. La
explicacién es que puede ser visto como la conclusién de una regla con un conjunto vacio de
premisas; es decir, de la forma

AlFA
[6] Las reglas D ||- y ||-D reciben el nombre de «debilitamiento del antecedente» y «debilitamiento del
consecuente», respectivamente; las reglas C|} y [FC son reglas de contraccion, en el antecedente y en
el consecuente, respectivamente; P|F y [P son reglas de permutacién en el antecedente y en el
consecuente.
[7] Para entender el papel de las reglas de datos, se define primero una relacién de equivalencia
entre secuencias finitas de formulas: dos secuencias son equivalentes si toda férmula que ocurre en
una de ellas ocurre en la otra y viceversa. A partir de aqui se define una segunda relaciéon de

43



INTRODUCCION A LA TEORIA DE LOS SISTEMAS DEDUCTIVOS

equivalencia, esta entre secuentes: los secuentes X|FY y Z|FW son equivalentes cuando sus
antecedentes son equivalentes entre si y lo mismo sucede con sus conecuentes.
[8] Las reglas de datos de SM, SI y SC garantizan que si puede obtenerse un secuente Z [fW a partir
de un secuente X"-Y aplicando reglas del sistema, entonces (a) Z"—\X/ puede obtenerse a partir de
cualquier secuente equivalente a X"-Y, y (b) cualquier secuente equivalente a Z ||-\X/ puede obtenerse
a partir de X"-Y aplicando las reglas del sistema.
[9] En cuanto a las reglas operacionales, se dividen en reglas de introduccion en el antecedente y en
el consecuente. Asi &|} es la regla de introduccién del conjuntor en el antecedente y |} la de
introduccién del conjuntor en el consecuente.
[10] Por lo que respecta a la interpretacion de las reglas OJf y [F0 adviértase que A[v] puede no ser
el resultado de sustituir cada ocurrencia de t en A por una ocurrencia de v, es decir, que en A[v]
puede haber ocurrencias de t. Por ejemplo, el paso
X Rr2t,Y

X HEoR2xt,Y
es legitimo (cada ocurrencia de 'x' en (Lk)R2xt ha sido sustituida por una ocurrencia de 't en R2tt).
[11] Pese a lo dicho en la primera de estas observaciones (pero adviértase la presencia del adverbio
‘fundamentalmente’), algunas de las diferencias entre SI y SC tienen que ver con las reglas
operacionales. Por ejemplo, lo que hace de

_AH-A_ axioma
|:—| ’A |.—|
A |.A - ||.
una derivacion peculiar de de SC, sin parangén en SI, es el uso de la regla ||-_' en su forma cldsica,

XAy

X[-AY

que no es aceptable para el intuicionista.

NOCION DE DEMOSTRACION DE UN SECUENTE.

Podtia definirse una demostraciéon de un secuente X"-Y en SS (=SM,SI,SC) como una
secuencia finita de secuentes <X ||-Y1,...,XH ||-Yn> , adaptando convenientemente la definicién de
demostracién en HS del capitulo 4 y reformulando en el mismo sentido las reglas con dos premisas
de SS —por ejemplo., reescribiendo Corte como

XA,z
YA W
XY fZ,W.
Sin embargo en su presentacién mas frecuente las demostraciones en SS no son secuencias sino
arboles.

Un drbol es un sistema relacional T =<B,{R},[0>, ad(R)=2, en el que se cumplen las
condiciones siguientes:
1) R es irreflexiva, antisimétrica e intransitiva,
2) hay un b[IB tal que para todo alIB, (i) no aRb, y (ii) si azb, hay a;0B,...,a,0,
bRai, aiRay,...,anRa (se dice que b es el origen de T),
3) para cualesquiera a,a"' y ¢ de B, si aRc y a'Re entonces a=a'.
Los elementos de B son entonces #odos de T. Si aRa' se dice que el nodo a precede al nodo a' o que
éste sucede a aquél. Si cada nodo del arbol T tiene finitos sucesotes, T es finitamente ramificado. Si cada
nodo de T tiene a lo sumo dos sucesores se dice que T es binario, si cada nodo tiene a lo sumo tres
sucesores que T' es zernario, etc. Un nodo sin sucesotes es un nodo terminal. Para cada n[ON, Ro se
define inductivamente: (1) aR'a' syss aRa', (2) aR**1a' syss hay un nodo a" tal que aRka" y a"Rla".
Cuando hay un n[IN tal que aR"a' se dice que el nodo a domina al nodo a'.
Usando la terminologia que se acaba de introducir, los requisitos 1-3 en la definicién de
arbol pueden reformularse como sigue:
1) R es irreflexiva, antisimétrica e intransitiva,
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2) hay un nodo b (el origen de T) que domina a todos los nodos de T distintos de si
mismo y que no es dominado por ninguno,
3) todo nodo de T, salvo su origen, tiene un unico predecesor.
Si T=(B,{R},0) es un arbol, una rama de T es un AUB linealmente ordenado por R; la longitud de 1a
rama A de T es Card(A).
Una demostracion de un secuente X|FY en SS (=SM,SLSC) es un arbol finito cuyos nodos
son secuentes que cum,ple las condiciones:
(1) su origen es el secuente X”-Y,
(2) sus nodos terminales son axiomas,
(3) cualquier nodo no terminal resulta de su(s) sucesor(es) al aplicar una regla de SS.
Del formato de las reglas de SM, SI y SC se sigue que una demostracion es, en todos estos casos, un
arbol binario. Convencionalmente las demostraciones de los sistemas secuenciales se escriben
colocando su origen en la parte inferior.
Dada una demostracién Tten SS (y por tanto un arbol), la Jongitud de Ttes la mayor de entre
las longitudes de sus ramas. Mas formalmente, long(T0) se define recursivamente:
(1) long(A|)=1,
(2) si Ttes de la forma A ]

R . .
X[y
donde R es una regla de SS con dos premisas (Corte, &, V[ |F) long(my=
miéx(long(A),long(W)) +1;
(3) si Ttes de la forma A

R [
Xy
donde R es una regla de SS de una premisa, long(T)=long(A)+1.

La nocién de altura de una demostracion Ti, alt(TD), es semejante a la de longitud, de la que
se diferencia por abstraer de las reglas de datos. Asf pues,
(1) ale(AfrA)=1,
(2) si Ttes de la forma A M

R

X[y
donde R es una regla de SS con dos premisas (Corte, |F&,v
(3) si Ttes de la forma A

- |, alt(M=max(alt(\),alt(p)) +1;

R .
Xy
donde R es una regla operacional de SS de una premisa, alt(T)=alt(A)+1.
(4) si Ttes de la forma A
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donde R es una regla de datos de SS, alt(T)=alt(A).

La nocién de demostracion de un secuente en SS no ha de confundirse con la de demostracion de wna
formula; segin lo expuesto en la primera seccién de este capitulo, una férmula A es demostrable en
SS (FssA) syss lo es el secuente [FA (O |H{A}), siendo rigurosos). Por tanto, una demostraciéon de
una férmula A en SS es una demostracion de este secuente.

CONVENCIONES SOBRE EL USO DE VARIABLES EN LAS DEMOSTRACIONES.

La manipulaciéon de ocurrencias libres y ligadas de las vatiables en las demostraciones da
lugar a problemas, poco importantes y tediosos, cuya soluciéon precisa es bastante prolija. Para
evitatlos se establecen a continuacién algunas convenciones, que pueden resumirse en el eslégan
una variable ligada carece de individualidad. La propuesta es identificar dos férmulas que difieran
unicamente por los «nombres» de sus variables ligadas; por ejemplo, (L) (Ux)(Rxxy) vy
(Lk)(O2z)(R%zx). De manera un poco més precisa, se define una relacién de equivalencia ~ entre
férmulas:

(1) A~A,

(2) st A~B entonces 7TA~TB,

(3) st A~B y C~D entonces A&C~B&D, AvC~BvD y A - C~B-D,

(4) si A[v] y B[v'] son férmulas y w es una variable que no ocurre en ninguna de las

dos, si A[w]~B[w] entonces (Ux)A[x]~(0y)B[y] y (k)A[x]~(0y)Bly].

Una consecuencia inmediata de esta definicién es que patra cualquier férmula A existe una férmula
B tal que A~B, ninguna variable tiene ocurrencias libres y ligadas en B, y toda variable ligada de B
ocurre unicamente dentro del alcance de una misma ocurrencia de un cuantificador.

Se conviene entonces en leer los axiomas y reglas de los sistemas de calculo de secuentes
interpretando las metavariables A,B,etc. por clases de equivalencia de férmulas médulo ~. Por
consiguiente, las reglas

oo X[JFAY O XAy
X FEvAY XA Y
pueden transcribirse también, conservando la restricciéon «v no esta libre en X,Y», asf:
Foo  X[FALY O XA Y
X HOw)Afwl,Y X,@w)A[w] Y

-es decir,, sin identificar la variable dependiente de la regla con la variable cuantificada al aplicarla.

Estas convenciones permiten suponer en lo sucesivo que se trabaja unicamente con
derivaciones Tt tales que
(1) ningdn secuente en TT contiene ocurrencias libres y ligadas de una misma variable,

(2) las variables dependientes de las aplicaciones de las reglas ||-D y D"- en TT son
distintas entre si,

(3) todas las ocurrencias de una variable ligada de una férmula B en un secuente de Tt
caen bajo el alcance de una misma ocurrencia de un cuantificador.

Asi una demostraciéon como:

Px "-Px Ax.
Px&Ry [FPx [&[H
(0)(Px&Ry) [[Px [OH
OH (O0@)Es&Ry)[Px Px|fPx  Ax
FO1 O (@) Px&Ry) [(Ox)Px OxPx|lPx  Of
[Corte] (0% (G (Px&Ry) [|Px
~h (0% (O (Px&Ry), ~Px |-
[0 (Ox)(5) (Px&eRy), (O ~Px |
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sera reemplazada sistematicamente por otras como
Ax. PX"-PX
[&[H Px&Ry |FPx
[Oh () (Px&Ry) [IPx
OH _(O2@)@a&Ry|px  PwlPw  Ax.
(0] O9@)PzRy) fO9Px  (Ox)Px|Pw [
(O2)(3) (Pz&Ry) [[Pw [Corte]
(02)(0) (Pz&Ry), ~Pw} =
(O2) (@) (Pz&Ry),Ow)~Pwlt [0

que, en un sentido que espero quede claro para el lector, son equivalentes a la primera.

EQUIVALENCIA DE SISTEMAS HILBERTIANOS Y CALCULOS DE SECUENTES
CON REGLA DE CORTE!!

La coexistencia de los sistemas hilbertianos y los calculos de secuentes con Corte obliga a

preguntarse «;Qué tienen que ver la derivabilidad hilbertiana, |, y la derivabilidad secuencial, |ss?».
En esta secciéon se muestra que se trata de definiciones distintas de una misma relaciéon de
consecuencia.

LEMA 3. Si X|}Y,A - B,Y" es SS (=SM,SLSC) demostrable, también lo es X,A |FY,B,Y".
DEMOSTRACION. Por induccién sobre la longitud de la demostracién de X"-Y,A—»B,Y'. Si es
un axioma, i.e. de la forma A - B ”—A - B, la demostracion correspondiente es:
AlFA BB Axiomas
A-BA[B - |
Los casos de las reglas de datos por la izquierda y la regla de corte no ofrecen dificultad, basta con

aplicar la regla en cuestién a la hipétesis de induccion. Consideremos entonces las restantes reglas
estructurales. La demostracion correspondiente a

(o1 Xy

X[A-BY
€s
X[y
D|} XAl
D XA[BY

En cuanto a la regla de contraccién en el consecuente, la demostracion para
[fcl xfA-BA-BY
X[A-BY

€S

hipind.| X[JA-BY |[AJA| BB | [Axs]
D| XAFASBY | A-BAB ||}
Corte X,A,A| BY
kc XA[BY

ILa demostracién en el caso de ||-P es inmediata a partir del enunciado del teorema. En cuanto a las

reglas operacionales, el esquema es siempre el mismo (salvo para |F—, que es inmediato): hipétesis
de induccién y aplicacion de la regla correspondiente, como ilustran los dos ejemplos siguientes.

&|p X,CA-BY X,CA[BY  hip.ind.

En lo que sigue, para simplificar algo las demostraciones en calculo secuencial se omiten las aplicaciones de
la regla de permutacion.
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para  &| X,CA-BY se tiene X,CA[BY  hip.ind.
para X,C&D|FA - B,Y se tiene X,C&DA[BY  &|
ypara [f& XJcA-BY  X|DA-BY setiene XAFCBY  XAIDBY hip.ind.
X|fc&D,A - BY X,AlC&D,B,Y k&

TEOREMA 7. Para cualquier conjunto de férmulas X y cualquier férmula A de P, si X}-HSA
entonces X fssA (S=M,L,C).

DEMOSTRACION. Por induccién sobre la longitud n de la derivacién Ttde A a partir de X en
HS. Si n=1 entonces o bien AUX o bien A es un axioma. En el primer supuesto A fA es un axioma
de cualquiera de los calculos de secuentes descritos. En el segundo supuesto, mostramos cémo
derivar cada uno de los esquemas axiomaticos de HS.

[A1]: AlFA Axioma
ABJFA DIt
AB-A -
fA-B-4) -
[A2]: AfA B|B Axiomas
N ”- ASBA "-B A "-A Axioma
A= (A-B)AA|B -
A (A-B)A|B Clt
A-(A-BASB -
A -@A-B)-@A-B) -
[A3]:  AllA  B|B Axs.
S ALBA|B Clc Ax.
A-BB-SCAJC -
A-BB-CJA-C -
A-BB-C)-@A-C -
A-B)~(®B-C)-»@A-C) |-
[A4]: A |k A Axioma
&"-A_ & "'
FA&B - A -
[A5]: B |tB Axioma
A&B[B &l
FA&B - B -
[A6]:
AfA  B|B AfA cljc  Ass.
A-BA|B A-CAJC -
ASBAA-CIB A-BAA-C}jc D}
ASBAA S C|B&C F&
A-BA S CA[B&C Pl
A-BASCIFA S B&C -
A-BFA-C - (ASB&O k-

FA-B) - (A-C) »(A -~ B&O) |-
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[A7]:  AfA Ax. [A8]: B|B Ax.
AfavB kv BiavB v
fA-AvB |- [B-AvB |-
[A9]: AlA cllc  B|B clc Axs.
- A-CAJC B-CBJIC -
D} A-CB-CAc A-cB-CBJc D}
A-CBoCAVBJC vl
A-CB-CfAVB-C -
A-CB-C) - (AvB-C) k-
A-O)-(@B-C~@avB-C) |-
[A10]: BB Ax
Ax. AfA BB} -~}
Ax Afa A-BASBE )
A-BASBAA[ -
A-BA--BA} cl
A-BA--BJoA =
(A-B)&(A - B),A~B-A &l
(A > B)&(A - 7B),(A - B)&(A - B oA &}
(A~ B)&(A— "B) |~A Ch
A - B)&(A - —B) - —A -
[A11]: Al FA[g Axioma
AR Al OfF
FCwAN Al -
[A12]: Al [FA[1) Axioma
Al FG)A] [0
FA[ - @AM -
[A13] (HI): A kA_ Axioma
ACAB D
“AALB P
“AfASB -
F~A-@-B) |-
[A14](HC): AfA  Axioma
SV
-—ARA -
fmA-A |-

Para las reglas de prueba recurrimos al lema 3.

[R1]: Por hipétesis de induccién fJA—B y [FA, y por el lema 3 A[}B; dsese entonces la regla de
corte para llegar a ||-B

[R2]: Por hipétesis de induccién |[B - A[v] y por el lema 3 B|FA[v]. A partir de aqui, supuesto que

'B' no contiene ocurrencias libres de 'v',

BllA[v]
BOwAN IO
1B~ AN |-
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[R3]: Por hipétesis de induccién y el lema 3 Alv] ||-B, y entonces -de nuevo 'B' no contiene
ocurrencias libres de la variable 'v',
A |8
GoamB  Of
tG)AM =B |-

1

La demostracién de la conversa del teorema 7 ((a saber, si X ssA entonces X fusA) es bastante
prolija. Por claridad, se realiza por separado para las l6gicas minima e intuicionista (teorema 8) y la
légica clasica (teorema 9).

TEOREMA 8. Para cualquier conjunto de férmulas X y cualquier formula A de P, si X fsw/siA
entonces X |‘HM /HIA.

DEMOSTRACION. Demostramos que si X|FY es demostrable en SM/SI entonces (i) si Y=0
entonces X fuv/mA&TA, para alguna férmula A sin variables libres, y (i) si Y={A} entonces
X Fing/iA. Procedemos por induccién sobre la longitud n de la demostracion de X|FY. Si n=1,
XY es un axioma y por tanto es de la forma A [FA.

Ao (AoA) Al
A-A-A)-A-A) A2
A-A R1

y por el teorema de deduccién se concluye A Fin/miA. Sea pues n=k+1. Los casos de las reglas de
datos son inmediatos. La tnica excepcion, para SI, es [|[D]:
XE

XA
X huB& B hip.ind.
B&B - B A5
“Bo (B A) Al
B& B-B-A) 19
X FryucB - A L9
B& BB A4
X 'HI/HCB 1.9
X Frr/ucA R1

La unica regla de razonamiento, Corte, no encierra especial dificultad. Por hipdtesis hay sendas
detivaciones en HM/HI de A a pattir de X, llamémosle T{ y de B a partir de Y U {A}, 0. La
concatenacion de Tly TU propotciona entonces una detivacién de B a partir de X 0 Y.
Vayamos ahora con las reglas operacionales.
&k AP XBY
X,A&B FY X,A&BIFY

Por hipétesis de induccion hay una derivacion Tt de C (que es de la forma D& ™D o el unico
elemento de Y, segun los casos) a pattit de X U {A}; la derivacién de C a pattir de X [ {A&B} es
entonces:

[A&B]
A&B S A A4
A R1
[X]
} i
C

La otra variante de la regla se trata del mismo modo.

50



CALCULOS DE SECUENTES SIN REGLA DE CORTE

(& XA X|B

X fA&B

Por hipétesis de induccién hay sendas detivaciones Tty Ttde A a partir de X y de B a partir del
mismo conjunto de hipotesis, respectivamente. Usese entonces adjuncion -es decir, [L5].

[ XAfpY X By
X,AVB|FY
Sea C como en el caso de [&|H. La hipétesis de induccién asegura la existencia de sendas
derivaciones de C a partir de X U {A} y de C a partir de X O {B}. Por el teorema de deduccién
hay entonces una derivaciéon Ttde A — C a partir de X y una detivacién Tt de B - C a partir de X.
A-O-(B-C~AVB-C) A9
"1

X]

AoC
B-C) - (AVB-C) R1
X]

B-C

AVB - C R1
[||-V]: X”:A X":B
X fAvB X fAvB

Los dos subcasos se tratan de forma similar (usando A7 o A8) y por eso nos ocupamos sélo del
primero. Por hipétesis hay una detivacién Ttde A a partir de X; asi,

[X]

A

A AvVB A7
AvB R1
-1 XA[B
X[A-B

Si hay una detivacién de B a partit de X [ {A} entonces por el teorema de deduccién hay una
derivacion de A - B a partir de X.
- XA XBJC
X,A-BJFC
Sea Tt una derivacién de A a partir de X y T una derivacion de C a partir de X [ B. Usando el

teorema de deduccidn, hay una derivacién de B — C a partir de X, TU".

[X]
nod
A
A= ((A-B)A) Al
(A-B)-A R1
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[X]

e

B-C
A-B)-(B-CO-A-C) A3
B-O-(A-B-A-C) 12
A-B)-(A-C) R1
Por el teorema 2 y la primera derivacién , hay una detivacion de A a partir de X [0 {A - B} y por

ese mismo teorema y la segunda derivacion, otra derivacién de A - C a partir de X U {A - B}.
Combinando estas derivaciones y usando la regla de modus ponens resulta una derivacién de C a

partir de X I {A - B}.
= XA

X,~AlF
Dada una derivacién Ttde A a partir de X se trata de encontrar una derivacion (empleando reglas
minimas) de B& 7B, para alguna férmula B, a partir de X U {7A}.

[X]

4 '

A
A-B-A) Al
BoA R1

[TA]
“A - (B TA) Al
B A R1
B-A&B-7A) L3
(B-A&B-7A)-7A Al
-A R1

1 XA

X [f-A

Dada una detivacion Tt de B& 7B, para alguna férmula B, a partir de X O {A}, se obtienen dos
derivaciones de A— B y A — 7B a partir de X usando A4 y A5, respectivamente, y la regla de wodus
ponens. Por adjuncién, L5, se combinan en una derivacion de (A - B)&(A - 7B) y entonces
empleando A10 (A - B)&(A — 7B) —» 7A y R1 se llega a una derivacién de 7A a partir de X.

[O]h: XA[fFC
X,.(Ov)AF]|FC

donde C es como en los casos &"- y ||-V Por hipétesis hay una detivacion Ttde C a partir de X [

{A[t]}

[(EVA[V]]
(Ov)A[v] - A[] All
Alf] R1
X]
w4
C
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Hablando con propiedad, en las dos primeras lineas de la derivacién habra que usar una férmula

equivalente a (Lv)A[v], digamos (Lv)B[v], para asegurar que el término t esta libre para v en B (cft.
Convenciones sobre el uso de variables...). Mutatis mutandis las mismas consideraciones se aplican al caso de

(0.
o XA

XHGwAW]
donde v no esta libre en X. Sea B cualquier teorema de HS sin ocurrencias libres de la variable v y TU
la derivacién de A a partir de X proporcionada por la hipétesis inductiva.

[X]

A
A-B-A) Al
B-A R1
B (Ov)A R2
B hipétesis
(OvA R1
[Ho: X[rA[d
X HBnA[]

Por hipétesis de induccién hay una derivaciéon TU de Aft] a partir de X. Empleando
consecutivamente A12 y R1 se obtiene una detivacién de ((7)A[v] a partitr de X.

Ok _XAfC
X,(GnAJkC

|-V y O ||-, y no habiendo ocurrencias libres de v ni en X ni en C.

siendo C como en los casos &"-,
Dada una derivacién de C a partir de X [ {A} el teorema de deduccién proporciona una
derivacion Ttde A — C a partir de X, y entonces

X]
oo
A —» C
GYAN] - C R3
[(COAL]
C R1

TEOREMA 9. Para cualquier conjunto de férmulas X y cualquier férmula A de P, si X fscA
entonces X FrcA.

DEMOSTRACION. Demostramos que si X"-Y es demostrable en SS entonces (i) si Y=0
entonces X bucA& A, para alguna férmula A, (i) si Y={A} entonces X|ucA, y (i) si
Y={A1,.,An}, n>1, X,;7A4,..., 7 Anit|cAn. Una vez demostrado el teorema 8 basta (con la excepcion
de las reglas adicionales de datos) con considerar este Gltimo supuesto. Como antes, procedemos
por induccién sobre la longitud n de la demostracion de X”-Y St n=1, X”-Y es un axioma y por
tanto es de la forma A|FA; se procede como en el caso anilogo del teorema anterior. Sea pues
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n=k+1. Los casos de las reglas estructurales son inmediatos salvo el de la regla de Corte. Siendo
Z={B,..Bi} y W={Cy,...,Cj}, se sigue de la hipétesis de induccién la existencia de sendas
detivaciones TUy TU, respectivamente, de A a partit de X U {7B4,...,7Bi} y de Cj a partir de Y [
{A,Cy,...,.Gi1}. De nuevo la concatenaciéon de Tty TU proporciona la detivacion de Cj a partir de X U
Y O {™By., B} O {Ci..,Ci1} requerida. Vayamos ahora con las reglas operacionales.
Convengamos por comodidad que Y={Cj,...,Ci}.

[||-v]: La hipétesis de induccion asegura la existencia de sendas detivaciones de Cj a partir de X U
{A,7Cy,...,mCiit} y de G a partir de X O {B,7C,y,...,7Ci.q. Por el teorema de deduccién hay entonces
una detivaciéon Ttde A - G a partir de X U {7Cy,...,7Ci1} y una detivacién Tt de B - C; a partir de
xXd {_‘C1,...,_‘Ci_1}.
(A=C) - (B-C)~(AVB-C)) A9
[X]
[CCi

[ﬁém]

"R

ASG
B-C)- (AVB-C) R1

[X]
[CCq]

[ﬁéu]

"1

[V[H: Por hipétesis hay una detivacién Ttde A a partir de X O {7Cy,...,7Ci}; en tal caso

[X]

B-G
AVB - G R1

["Ci]
[C
nooo 4
A
A AVB A7
AVB R1

[&|H: por hipétesis de induccién hay una derivacién Ttde Ci a partir de X O {A,7C,...,7Ci1}; se
obtiene entonces la siguiente detivacién de Cj a partir de X U {A&B,7C,y,...,7Ci}:

54



CALCULOS DE SECUENTES SIN REGLA DE CORTE

[A&B]

A&B A A4
A R1
[X]

[CCi]

[Cid]

: { P
Gi
[F&]: Por hipétesis de induccién hay sendas derivaciones Tty Tt, respectivamente, de A a partir de
X O {7C4,...,mCi} y de B a partir del mismo conjunto de hipétesis. Usese entonces adjuncion -es

decir, [L3].

[|F-1: Si hay una derivacién de B a partir de X O {A,7C,...,mC;} entonces por el teorema de
deduccion hay una detivacion de A - B a partir de X O {Cy,...,7Ci}.

[— |: Sea Ttuna derivacién de A a partir de X O {—C,...,7Ci} y T una derivacién de C; a partir de
X 0O {B,7Cy,...,mCi.1}. Usando sobtre Tt la instancia Ci— (7Ci—Cj) de Al y R1 se construye una
detivacién de Cj a partit de X O {B,7Cy,...,7Ci} y entonces por el teorema de deduccién una
detivacién T' de B - C a pattir de X U {7Cy,...,Ci}.

[X]
["C]

-Cl

A
A ((A-B)>A) Al
(A->B)->A R1

[X]
[CC4]

Cl

BoG
A-B)-(B-C)-A-C)) A3
B-C)-(A-B)-(A-C) L4

(A-B)-(A-C) R1
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Por el teorema 2 y la derivacién de la izquierda, hay una derivacién de A a partir de X [
{A - B,7Cy,...,7Ci} y por ese mismo teotema y la detivacién de la derecha otra derivaciéon de A - G
a partir de X O {A - B,7Cy,...,mCi}. Combinando estas derivaciones y usando la regla de modus
ponens resulta una derivacién de C; a partir de X 0 {A - B,7Cy,...,7Ci}. A su vez, una aplicaciéon
del teorema de deduccién suministra una detivacién de 7Ci— C; a partir de X U {A - B,7Cy,...,7Ci.
1}. Finalmente, siendo A esta dltima derivacién,

‘1

—Ci-G
(ﬁci - Ci) — ((C1 — Ci) — (_‘CiVCi - Cl)) A9
(Ci>C) - ("CvCi-C) R1
(€= (C=C)~(C=C) A2
Ci-(C-C) Al
(Ci>C) R1
(ﬁCiVCi — Ci) R1
_‘CiVCi A14'
G R1

Resultando asi una detivacion (cldsica) de Cj a partir de X U {A - B,7Cy,...,7Ci}.

[7|H: Por hipétesis de induccién hay una detivacion de A a partir de X O {7C,...,mCi}, y entonces
por el teorema de deduccién una detivaciéon de 7Ci - A a partir de X [ {7Cy,...,7Cii }.Por L4 y L8
se obtiene una detivacion de 7A - 770G a partit de X [ {7C;,...,7Cit}, que el teorema 2 convierte
en una derivacién de 77C; a pattir de X U {7A,7Cy,...,7Ciy}. Usese entonces A14 72C - Ciy
transitividad (1.9) para derivar la conclusién C; de las mismas premisas.

[||-_']: Dada una derivaciéon de G a partir de X 0 {A,7Cy,...,7Ci1}, usese el teorema de deducciéon
para pasar a una derivacion de A — Cj con premisas en X U {7Cy,...,7Ci1}, y L4 para transformar

su conclusion en 7C; - 7A. Finalmente, la conversa del teorema de deduccion da una derivacion de
7A desde X 00 {~Cy,...,7Ci}.

[O]h:
[(CVAV]
(Ov)A[v] - Alt All

Alf] R1

donde la detivacién Tt cuyas premisas son X [ {A[t]}, en un caso, y X U {A[t],7Cy,...,7Cii}, en el
otro, es suministrada por la hipétesis inductiva.
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[”-D]: El truco -como en el caso analogo del teorema 8- consiste en transformar una derivacion de
Alv] a partir de un conjunto de férmulas sin ocurrencias libres de 'v' en una demostraciéon de una

férmula de la forma B — A[v]. Si la hipétesis inductiva afirma la existencia de una derivacion de A[v]
a partit de las férmulas By,...,Bj, sea B=Bi&..&Bj; si lo que afirma es la existencia de una
demostracién de A[v], sea B cualquier férmula demostrable en el sistema sin ocurrencias libres de v.

En el primer caso A4, A5 y el teorema de deduccién llevan a fisB — A[v]; en el segundo caso la
instancia A[v] » (B— A[v]) de A1y R1 llevan a |sB — A[v]. A partir de aqui, basta con aplicar R2

para obtener fusB - (Ov)A[v]. Bl lema 2, A6 y 1.10, en el primer caso, y R1, en el segundo, arrojan
la derivacion requerida.

[O: Por hipétesis de induccién hay una detivacién Tt de Aft] a partir de X O {7C,...,7Ci}.

Empleando consecutivamente A12 y R1 se obtiene una detivaciéon de ((W)A[v] a partir de X [
{_‘C1,...,_‘Ci}.

[D”—]s Dada una derivaciéon de Ci a pattit de X U {A,7Cy,...,7Cii} el teorema de deduccion
propotciona una detivacién Ttde A — G a partir de X [ {7Cy,...,7Ci1}, y entonces

[X]
["C]

[ﬁéi-l]

A—'> (@
GIAR) -G R3

[(C AN
G R1

_I

De los teoremas 7 y 8 0 9 (segun el caso) se sigue -como se anunci6 al principio de este capitulo-
que HS y SS (§=M,L,C) introducen una misma relacién de consecuencia. Es decir, Fris= Fss.

EJERCICIOS.

(1) Demostrar en SM los esquemas Av(B&C) - (AvB)&(Av(C), A&BvC) - (A&B)v(A&C).
(2) Demostrar en SC las férmulas (Lk) ((Ly)Ply - Plx), (Lk)(77R2%xa — (Ly)R2ya).
(3) Demostrar la equivalencia de los sistemas implicacionales del capitulo 4 y los correspondientes
calculos de secuentes -es decir, demostrar que Fsii= Fsas, Fsu= Fsi, Fsic= Fsc
(4) Demostrar que la regla de combinacion

Xy Zfw

X, Z |y, W

Es una regla admisible en SC, es decir que si por hipétesis los secuentes X”-Y y Z ||-\X/ son
demostrables en SC, también lo es el secuente X,Z ||-Y,W.
(5) Buscar versiones de la regla de combinacion admisibles en SI'y SC.
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