CAPITULO 2. SISTEMAS HILBERTANOS

Pero, ademas, no hay en rigor mas remedio que
confesar nuestra extrafieza cuando en logica se
oye hablar de axiomas...

W. y M. Kneale, E/ desarrollo de la lggica.

EL PROLENGUAJE 2.

Un sistema deductivo es un par <F,C>, formado por un conjunto de férmulas y una
operacion unaria de consecuencia sobre Sb(F). Por tanto, para construir un sistema deductivo el
primer paso es especificar el conjunto de sus férmulas o, dicho de otro modo, el prolenguaje
correspondiente.

El prolenguaje P es un lenguaje de primer-orden cuyas variables individuales son

X,V5Z5X05Y05,Z05 45 X015 Y15 Z0150 005
sus letras relacionales n-arias, para todo nll | son

P“,Q“,R“,P“1,Q“1,Rn1,...,P“i,Q“i,R“i,...
y sus letras funcionales n-arias, para todo nlll , son

f“,gn,h“,fnl,gﬂ1,hn1,...,f“i,gni,hni,...
En cuanto a sus simbolos légicos, incorpora un operador oracional unario = (lamado negador), tres
operadores oracionales binatios &,v,~» (lamados, respectivamente, conjuntor, disyuntory condicional), y
dos cuantificadores, Uy U, (cuantificador existencial y cnantificador universal, respectivamente).

Con estas especificaciones y lo expuesto en el capitulo 1 disponemos ya de una definicién
precisa del conjunto de férmulas de P. Siguiendo la prictica comin, escribiremos '(A&B)" por
'&(A,B)', '(AvB)' por 'v(A,B)' y '(A~B)' por '»(A,B)". En cuanto al modo de leer las férmulas, '7(A)'
se lee ‘no-A’, “(A&B)' se lee ‘A y B’, '(AvB)' se lee ‘A o B’y ‘(A~B)', finalmente, ‘si A entonces B’.

Abreviaturas
Convenciones notacionales sobre el uso de paréntesis.
Se escribe... por...
Rogty,...ta Rop(tyy...otn)
A 7(A) si A es atomica
@) ~C@®)
A&B-C (A&B)-C
A-B&C A-B&C)
AvB-C (AvB)-C
A-BvC A-BvC)
QA (Qv)(A) si A es atémica
QUQYA) QUIQVA),
[donde Q y Q' son cuantores]

TEOREMAS DE LAS LOGICAS MINIMA, INTUICIONISTA Y CLASICA.

Una vez determinado el conjunto de férmulas, el siguiente paso en la construccién de un
sistema deductivo es introducir la relacion de detivabilidad. Si se adopta una estrategia hilbertiana, la
construccion de esa relacién comienza por una definicién inductiva de un conjunto de férmulas (el

conjunto de los teotemas del sistema, es decir C(L)). Por eso a veces se describe un sistema
deductivo hilbertiano como un par <F,T>, donde TUF es el conjunto de sus teoremas.
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INTRODUCCION A LA TEORIA DE LOS SISTEMAS DEDUCTIVOS

Naturalmente, a partir de un tnico conjunto de férmulas F pueden introducirse distintos
conceptos de derivabilidad, resultando asi sistemas deductivos distintos. A continuacién se
enuncian tres sistemas hilbertianos que no sélo son distintos entre si, sino que corresponden a

sistemas logicos distintos, aunque comparten el prolenguajeP.

Légica minima (HM).
Axiomas
Al. (A~(B~A))
A2, (A=(A=B))~(A-B))
A3, (AB)((B-0)»(A~0))
A4, ((A&B)-A)
A5. ((A&B)-B)
A6. (A=B)=((A~>C)»(A~(B&()))
A7. (A~(AvVB))
A8. (A~(BvA))
A9, (A~O)=((B=C)~((AVB)~C))
A10. ((A~B)&(A->—B))»—A)
AL (Mv)AW)=A®)
A12. (A=) (AWm)
Reglas de prueba
R1. FA, F(A-B) = |B.!
R2. FB-AW) = FB-CV)(AW))”
R3. HA(¥)-B) = H()(AW)-B)~

(*) Donde el término t esta libre para la variable v en la férmula A(v), y A(v) es la férmula resultante
de sustituir simultineamente cada ocutrencia del término t en A(t) por una ocurrencia de la variable
V.

(**) Donde B no contiene ocurrencias libres de la variable v, y A(v) es como en la nota precedente.

Légica intuicionista (HI).
Axiomas

Al1-A12

Al13 (TA~(A-B))
Reglas de prueba

R1-R3

Logica clasica (HC/HC").
Axiomas

A1-A13

Al4 (77A~A) o Al4. (AvDA)
Reglas de prueba

R1-R3

[1] Lo que tenemos en cada uno de estos casos es una definicién inductiva de un conjunto
de férmulas de P. Para indicar que una férmula A pertenece a uno de esos conjuntos se escribe
FeA?, FmA?, FacA’ o facA’ segun el caso, leyéndose, respectivamente, “A es un teorema de
HM?”, “A es un teorema de HI”, “A es un teorema de HC” y “A es un teorema de HC".

[2] Las clatsulas de base de estas definiciones inductivas son los esquemas de axioma Al-

Al4 o Al14'. Un esquema de axioma identifica una clase de férmulas de P, formada por las
formulas que resultan de sustituir en el esquema cada metavariable A,B,C por una férmula de P, la

metavariable v por una variable individual y la metavariable t por un término de P . Asi, postular

1 .
Esta regla es conocida como regla de wodus ponens.
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SISTEMAS HILBERTIANOS

un esquema de axioma es afirmar que todas las férmulas de la clase correspondiente son axiomas, y
por ende teoremas, del sistema en cuestion.

[3] En cuanto a las relaciones entre los conjuntos de teoremas de estos sistemas
hilbertianos, se tiene: HM [ HI O HC = HC'.

[4] Para establecer que una férmula es un teorema de uno de estos sistemas, de acuerdo
con la definicién precedente, hay que mostrar que o bien es un axioma o bien es obtenible a partir
de axiomas aplicando las reglas de prueba. Dicho de otro modo, para establecer huB, B, FucB
o hucB hay que exhibir una secuencia finita de formulas <Aj,...,An>, tal que cada A;, 1<i<n, es (1)
un axioma, o (2) hay k,j<i, Ax=Aj>A; [R1], o (3) hay j<i, Aj=C->D(v) y Ai=C~(Uv)D(v), donde C
no contiene ocurrencias libres de la variable [R2], o (3) hay j<i, Ai=C(v)»D y A;i=(l)C-D, donde
D no contiene ocurrencias libres de la variable [R3], y finalmente A,=B.

[5] Se dice entonces que <Au,...,Aq>, es una demostracion de B=A, en HM, HI, HC o HC',
segun el caso. La /longitud de esa demostracion es la longitud de la secuencia correspondiente, n.
Adviértase que <Ay,...,Ai>, i<n, es a su vez una demostraciéon de Ay por ello diremos que
<Auy,...,Ai> es una subdemostracién con respecto a <Ag,...,Ap>.

DERIVABILIDAD MIiNIMA, INTUICIONISTA Y CLASICA.

Si X es un conjunto de frmulas cerradas de P y HS uno de los sistemas hilbertianos

descritos, designamos con 'HS U X' al sistema resultante de incorporat a HS como axiomas (y no
como esquemas axiomaticos) las férmulas de X. Para cualquier conjunto de férmulas cerradas X y
cualquier férmula A, X FisA syss Fis o xA; es decir, A es derivable (o deducible) en HS a partir de
X syss A es un teorema de HS [J X. As{ pues, la detivabilidad a partir de un conjunto de férmulas
cerradas en un sistema hilbertiano se define en términos de la demostrabilidad en sus extensiones
axiomaticas.

Esta definiciéon de derivabilidad es parcial, puesto que contempla unicamente la
derivabilidad a partir de conjuntos de férmulas cerradas. La dificultad para extendetla a conjuntos
cualesquiera de férmulas (abiertas y cerradas) radica en las restricciones de las reglas R2 y R3. Un
ejemplo lo aclarard. Si se generalizase la definicién precedente omitiendo 'cerradas', dado un
conjunto de férmulas X, una férmula A[v]UX, con ocurrencias libres de la vatiable 'v' y siendo B
una férmula cerrada cualquiera tal que fisB, se tendrfa la derivacion siguiente:

Fus o x A[v] hipétesis
Fus o x A[v]>(B~A[v]) Al
Fis o x B=A[v] R1
Frs o x B>(Ov) (A[v]) R2
Fusox B hipétesis
Fis o x @v)(A[v]) Rl

Provocando el fallo del teorema de deduccién (vid.infra), puesto que si valiese el teorema de
deduccion una aplicacion de R3 llevatia a [us(0v) (A[v])=(0Ov) (A[v]).

La generalizacién de la definicién que estamos comentando requiere, en primer lugar,
reforzar las restricciones de R2 y R3:
Si X es un conjunto de férmulas, HS [ X es el sistema hilbertiano resultante de afiadir a HS las
férmulas de X como axiomas y reemplazar R2 y R3 por
R2. Fuspx B=AW) = Fusox B=(v)(AW)”
R3'. fusox (AW)=B) = husox ()(AW)-B)~
(** Donde ni B ni las férmulas de X contienen ocurrencias libres de la variable v.
En segundo lugar, hay que modificar levemente la definicién de X fusA si queremos preservar la
monotonia de la relaciéon de derivabilidad. En efecto, si copiaramos tal cual la definicién anterior -
ahora con una caracterizacién distinta del sistema HS [0 X- podria suceder que X fusA y sin
embargo no X,B husA. Por ejemplo, si (1) las féormulas de X no contienen ocurrencias libres de la
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INTRODUCCION A LA TEORIA DE LOS SISTEMAS DEDUCTIVOS

variable 'v', (2) A=C~(Ov)(D[v]) se detiva de X aplicando R2, y (3) la variable 'v' si ocurre libre en
B. Para evitarlo se propone la siguiente definicién alternativa:

X FrsA syss hay un YOX tal que |yA.2

Nuestro primer teorema importante es el teorema de deduccidn, que, en el contexto de la
teorfa de la demostracidn, establece una cierta completitud (sintdctica) del sistema hilbertiano
considerado. En efecto, el teorema enuncia que para cualquier deduccidén existente en sus
extensiones axiomaticas hay ya un teorema en el mismo sistema que la expresa.

TEOREMA 1 (T. DE DEDUCCION). Para cualquier conjunto de férmulas X y cualesquiera
formulas A y B de P, si X,A FusB entonces X fsA-B.

DEMOSTRACION. Adviértase que X,A FisB syss FrsovogagB para algun YUX y, andlogamente,
X hisA-B syss |ns 0 zA=B para algiin ZOX. Por induccién sobre la longitud de la demostracién de
Ben HSUOY O {A}, n. Si n=1, B es un axioma de HS 0 Y [ {A} y por tanto la demostracién

cotrespondiente es <B>,. Distinguimos dos subcasos: (i) B es un teorema de HS 0 Y, y (ii) B=A,
en cuyo caso A~B es B-B.

Subcaso i.

Fus o vB (pot hipétesis)
Fisoy B=(A-B) (por A1)

hiis o v(A-B) (por R1)
Subcaso ii.

Fis oy B=(B-B) (por A1)
Fis oy (B-(B-B)»(B-B) (por A2)
Fiusov (B=B) (por R1)

Asumase entonces que el teorema se cumple para n=<k, y considérese el caso en que n=k+1. Hay
que considerat cinco subcasos: B es un teorema de HS U Y, B=A, B se obtiene aplicando una de
las reglas de prueba R1-R3. Los dos primeros se tratan como en la base. Para R1, R2 y R3 se
necesitan los dos resultados que se establecen a continuacion.

[L1] husA=(B-C) = | us (A=B)=>(A=C)

A-(B~C) hip.
(A= (B-C))>((B>C)~>(A~C)~>(A~>(A~()) [A3]
(B-C)»(A>C))~>(A~(A~C)) [R1]
(A=(A=C))=»(A~C) [A2

|
(B=O)»(A=C))>(A=(A-O))~((A=(A=C))~>  [AJ]
(A=O)=((B=C)=»(A~C))»(A=C))
(A= (A=O)= (A=)~ ((B-CO)»(A-C)~(A=C))  [R1]
(B-O)»(A=C)~(A=C) [R1]
(A=B)=>((B-C)=(A~C)) [
(A=B)=((B-C)»(A=C)~((B-C)»(A-C))~ [
(A=C)=((A=B)=(A~Q))

A3
A3

(B=C)= (A=)~ (A=)~ ((A=B)>(A~C)) [R1]
(A=B)~(A~C) [R1]
[LZ] |‘}15A-’(B-’C) = |'HS B-’(A-’C)

A-B-C) hipétesis
(A=(B~C)=((A~B)=(A~0)) [L1]

(A-’B)—)(A-'C) [R1]

B-'(A*B) [Al]
(B=(A~B))=((A~B)>(A~C))»(B~(A~()) [A3]
(A=B)=>(A~C)~>(B~(A~0)) [R1]

B-~(A-C) [R1]

2 Asi, en el ejemplo discutido en el texto, si |-HS ox A entonces X [0 {B} FusA.
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Si B resulta de aplicar R1 a dos férmulas C y C-B que preceden a B en la secuencia, dado que la
longitud de las subdemostraciones de C y C-B es <k, por hipétesis de inducciéon fns gpyA-C y
FisoyA—(C-B). En la demostracién que sigue, y también en las de los casos correspondientes a R2
y R3, se omite por comodidad el prefijo ' Fus px'. En tal caso,

A-C hipétesis
(A (Co(A=B)»(A~(A-B))) A3
(C+(A=B))»(A~(AB)) R1
A-(C-B) hipétesis
C-(A~B) L2
A~(A-B) R1
(A~(A~B))»(A-B) A2
A-B R1

Ocupémonos ahora de R2. Se tendria |fuspyoB~C[v] y a partir de aquf por
R2 FisoyoaB=(0v)Clv]. La hipétesis de induccién proporciona  FusgyA=B-Clv]), y hay que
concluir I'HsuyA-’<B->(DV)C[V]).

(B&A-B)~((B-C[v])»B&A-C[v]) A3
(B-C[v])~(B&A-C[V]) A5
(B&A~B) R1
(A= (B-Clv]))~((B-Clv])> BAC[¥]) = (A~ BEAC[V]) A3
A~(B~C[v]) hip.
(B-C[)»B&AC[))~(A=BKA-C[¥]) R1
(A= (B&A~C[v]) R1
B&A-A A5
(B&A~A)~((A=B&A-C[v]))~ (B&A~(B&A-C[v]))) A3
(A= (BEAC[V])~ B&A=B&A-C[v]) R1
(B&A~(B&A~C[v]) R1
(B&A-(B&A~C[v]))~B&A-C[v]) A2
(B&A-C[v]) R1
(B&A-(Ov)Clv) A6
(B~B)~((B~A)~>(B~B&A)) A6
B-(B~B) Al
(B~(B~B))-~(B~B) A2
B-B R1
(B-A)~(B-B&A) R1
A-(B-A) Al
(A= (B A))((B=A)»(B-B&A)~ (A~ (B-B&AY))) A3
(B~A)~(B-B&A))»(A-B-B&A)) R1
A~ (B-B&A) R1
(B-B&A)~(B&A~ (Ov)Clv])~B-(0v)Clv]) A3
(A=>(B>B&A))~((B-B&A)~>((B&A~([v)C[v])~> (B~ (0v)C[v]))>(A=((B&A~>(Ov)C[v])»(B>(Ov)C[v]))) A3
(B-B&A)(B&A(v)C[v])=(B-(0v)C[v])))~ (A= (B&A~(CW)C[v])~ B~ CW)C ) R1
(A=((B&A(Tv)C[v)~B~(CW)Cl) R1
(A= (B&A-(CV)C[V])~(A=B-(Ov)C[v]) L1
(B&A-(Ov)Clv])~(A=B-(V)C[v) Al
(A=(B&A=(Ov)Clv]) R1
(A=(B-(Ov)C[v]) R1

Para R3 la demostracién es, afortunadamente, menos prolija. Por hipétesis de induccion se
tiene Fns oyA=(B[v]>C), y hay que demostrar fus gyA-((Gv)B[v]-C).
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A~(B[v]~C) [hipGtesis]
B[v]»(A-~C) [L2]
(O0)B[v]~(A~C) [R3]
A~(3)B[v]~C) (L.2]

N.B.- Adviértase que al aplicar en estas demostraciones R2 y R3, respectivamente, se satisfacen las
restricciones (reforzadas) anexas en virtud de los supuestos iniciales.

COROLARIO 1. Para cualquier conjunto de férmulas X y cualquier féormula B de P, si X, |-HsB

entonces hay {Ay,..,Aq} OX tal que hisA1=(Az=(...~(As~B))).
DEMOSTRACION. Puesto que una derivacion de B a partir de X en HS es una demostracion en

HS 0 X y una demostracién es una secuencia finita de férmulas, si B es derivable a pattir de X en
HS, lo es a partir de un numero finito de férmulas de X. Sean éstas Ai,...,An. Se tiene entonces
At,..,Aq FisB, y aplicando n veces consecutivas el teorema de deduccion hisAi1=(Az=(...»(As~B))).

La conversa del teorema de deduccién es una consecuencia casi inmediata de la clausura del sistema
bajo R1:

TEOREMA 2. Para cualquier conjunto de férmulas X y cualesquiera formulas A y B de P, si
X FusA-B entonces X,A fusB.
DEMOSTRACION. Si Fus o xA~B entonces |us o x o (A A~B. Por otra parte, es obvio que

FHSDXD{A}A, Yy por R1 se sigue |‘HS oxX D{A}B- _I

Por tanto, el corolario 1 puede reforzarse como sigue:
COROLARIO 2. Para cualquier conjunto de férmulas X y cualquier férmula B de P, X fusB syss
hay {A1,...,An} tal que FusAi=(Az=(...=(Aq=B))).

SISTEMAS IMPLICACIONALES.

El teorema de deduccion y su conversa (teorema 2) proporcionan la clave para interpretar
el contenido de los esquemas de axioma, en tanto que permiten leerlos como aserciones sobre la
relacion de consecuencia. El siguiente teorema aclara lo que quiero decir:

TEOREMA 3. Si X,A-B |-H5C entonces si X,A |-H5B entonces X |-H5C.
DEMOSTRACION. Supéngase que X,A=B }usC y X,A FusB. Si, para representar una derivacion
Tten HS de B a partir de Ay,...,Aq, usamos la notacién

[Ad]

[Ad]

B

podemos representar las asunciones previas como

X] X]
[A~B] [A]
C B
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Sea Tt la derivacién de la izquiera y A la de la derecha. De la segunda hipétesis y el teorema
deduccién se sigue X husA-B, es decir, la existencia de una derivaciéon de A-B a partir de X,
llamémosla . Usando las derivaciones Tty U se obtiene entonces una derivaciéon de C a partir de X:

[X]

A-B

_I

Los teoremas 1, 2 y 3 permiten extraer de los sistemas hilbertianos descritos lo que Dosen
lama sistemas implicacionales y que son definiciones recursivas de conjuntos de expresiones de la
forma "X A" Asi, el teorema de deduccién y su conversa permiten parafrasear Al. (A=(B-=A))
como A,BFA. Para A2. (A-(A-B))=(A-B), su conversién secuencial en la regla A, A[B = A|B
viene indicada a continuacién:

HA-(A-B)~(A-B) A2

AA}B supuesto
A FA-B Teorema 1
FA-(A-B) Teorema 1
FA-B R1

AlB Teorema 2

Usando el mismo procedimiento, y teniendo en cuenta la definicién de detivabilidad, los axiomas y
reglas restantes transforman en:

A3. AFB,BFC = A}C

A4.A&B A

A5. A&B}B

AG.ABAFC = A B&C

A7.A FAVB

A8.A |BvA

AIAFCBIC = AvB|C

A10. AB,AFB= |A

A13.7AA}B

A14.77AFA

AL Ox)AW)A@®

A12.A(0) HO)(AR)

R1. FA, F (A-B) = |B

R2. B, FA®W) = BHOWA®XW)™

R3. A() FB = (Gn)(A(v))[B™
(*) Donde el término t esta libre para la variable v en la férmula A(v), y A(v) es la férmula resultante
de sustituir simultaneamente cada ocurrencia del término t en A(t) por una ocurrencia de la variable
V.
(**) Donde B no contiene ocurrencias libres de la variable v, y A(v) es como en la nota precedente

Se aprecia entonces que en el conjunto del sistema hilbertiano esta codificada informacién
de dos tipos: informacién sobre las caracteristicas generales y estructurales de la relacion de
derivabilidad e informacién sobre las condiciones de introducciéon y eliminacién de simbolos
légicos. Asi A3 expresa, via comportamiento detivacional de '-', la transitividad de la relacién de
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derivabilidad, etc. Sin embargo, la informacion de los dos tipos se encuentra entremezclada en los
principios del sistema hilbertiano. Un ejemplo claro lo constituye la regla de modus ponens, a la que
corresponden de hecho dos reglas secuenciales: FA, | (A-»B) = |B (eliminacién de '»") y FA, A }B
= |B (corte). La primera de estas reglas es operacional y la segunda estructural.

En este orden de cosas, llama la atencién la ausencia de una regla de introduccién del
condicional, que se explica precisamente porque toda la informacién sobre la derivabilidad se
codifica hilbertianamente (al menos en apariencia) como informacién acerca del condicional. Dicho
de otro modo, todos los axiomas tienen la forma de principios de introduccién del condicional.
Teniendo ésto en cuenta no es extrafio que la regla de introduccién del condicional apatezca (en la
metateoria) bajo la forma del teorema de deduccion.

Resumiendo, a partir de los sistemas hilbertianos HM, HI y HC se obtienen -teniendo en
cuenta la monotonia que se desprende de la definicién misma de la relacion de derivabilidad- los
sistemas deductivos implicacionales que se describen a continuacion.

SIM (sistema implicacional minimo)

Principios estructurales.

Reflexividad X,ABFA

Contraccion XA A |-B = XA |-B
Transitividad o Corte X A }B, X,B }C = XA }C

Principios 1égicos.

& eliminacion X, AB fA

& eliminacion X,A&B |B

& introduccién XA |B, X,A FC = X, A }B&C
v introduccion XA FAvB

vintroduccién XA }BvA

v eliminacion XA }FC, X,B FC = X,AvB FC
Tintroduccion X A FB, XA B = X A

O eliminacion — X,(Ux)(AW)|A®)*

O introducciéon  X,B FA() = X,B HOV)(A(F))*™
Ointroduccion X, A(t) H(Ov) (A)*
Ueliminacion A®) B = (Ov)(AK)|B*

- introduccién X A B = X }A-B

- eliminacion XA, X, HA-B) = X | B

(*) Donde el término t esta libre para la variable v en la férmula A(v), y A(v) es la formula resultante
de sustituir simultineamente cada ocurrencia del término t en A(t) por una ocurrencia de la variable
V.

(**) Donde B y las férmulas de X no contienen ocurrencias libres de la variable v, y A(v) es como
en la nota precedente.

SII (sistema implicacional intuicionista)
SM +

= eliminacién  X,A,7A |B

SIC (sistema implicacional clasico)

ST+

= eliminacion’ X, A FA

TEOREMAS DEL FRAGMENTO POSITIVO.

Dados dos sistemas deductivos Sy=<F, o>y $i=<F, |1> diremos que S; es una extension de Sy (So
es una restriccion de Sq) syss (1) F es un sublenguaje de F', y (2) para cualquier conjunto de
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formulas XOF, {A/X FA}O{A/X} 1A}nF. Si ademas se cumple {A/X foA}={A/X} 1A} nF,
se dice que S es una extensién conservadora de So.
En esta secciéon y la siguiente se comparan los sistemas deductivos HM, HI y HC con la

correspondiente restriccion al fragmento positivo de P, es decir, al prolenguaje resultante de
suprimir el negador. La operaciéon de consecuencia de esa restriccién, llamémosla HP, queda
definida (4 /z Hilbert) por los axiomas A1-A9, A1l y A12 y las reglas de prueba R1-R3. A este
respecto, se establecen los siguientes resultados:

(1) HM y HI son extensiones conservadoras de HP, pero

(2) HC no es una extension conservadora de HP.

Si F es el conjunto de férmulas de P, sea F* el conjunto de las formulas de su fragmento positivo.
Asimismo, 'HP' designard a la axiomatizacién del fragmento positivo resultante de eliminar el
axioma A10 de HM.

Para toda férmula A, sea at(A) el conjunto de sus subférmulas atémicas y , como de
costumbre, sea &at(A) la conjunciéon de las férmulas de at(A). Por tanto, si A es
(@)=Y, at(A)=1p0q ) y &at(A) =(p&q).

La clansura universal de una fbf A con ocurrencias libres de las variables xi,...,xn y s6lo de
esas variables es la féormula (Uxy)...(Hxq) A.

Si X es un conjunto finito de férmulas y C es la clausura universal de &X, la funcién
tx:F-F se define recursivamente como sigue:

1) tx(A)=A si c(A)=0;

2) tx(A&B)= tx(A)& tx(B);
3) tx(AvB)= tx(A)v tx(B);
4) tx(A~B)= tx(A)~ tx(B);
5 &x("A)= x(W)>=(C);
0) tx((Ov)A)=0v) tx(A);
7) tx (A=) tx(A).

Ahora podemos enunciar:

LEMA 1. Para cualquier conjunto finito de férmulas X, si A es una férmula de F* (por tanto es una
formula sin ocurrencias del negador) y at(A)OX entonces i+ (Oxy)...( Ox)&X=A, donde

(Ux1)...( Oxa)& X es la clausura universal de &X.
DEMOSTRACION. Por induccién sobre c(A). Si ¢(A)=0, A es una férmula atémica y &X puede
representarse como A&B; en tal caso por A4 furA&B-=A, y por aplicacion reiterada de All,

s (Ox1)...( Ox)&X~A. Sea pues c(A)=k+1 y supéngase que el lema vale para férmulas de
complejidad <k. Si A es la comjuncion A=B&C, la hipétesis de induccién proporciona
s (Ox1)...( Ox)&X=B vy Fre (Ox1).... ( Ox0)&X = C; A6 y dos aplicaciones de R1 llevan entonces
a  hus(Ox1)...( Oxg)&X-B&C. Si A es la disyuncion A=BvC, por hipétesis de induccion
Frie(Oxy)...( Ox)&X-B, y entonces A3, A7 y sendas aplicaciones de R1 permiten concluir
Fo (Ox1)...( Ox)&X=BvC. Si A e de la forma A=B-C, por hipétesis de induccién
i (Ox1)...( Ox)&X=B. En ese caso los axiomas A3, Al y dos aplicaciones de R1 llevan a
Frne (Ox1)... ( Ox)&X~(B-C). Considérense finalmente los casos cuantificacionales. Si A es
Jormula (3v)(B), por hipétesis de induccion hir+(Oxy)...( Ox)&X=B(v) y por A12 hi:Bv)~(0)B.
Usando entonces A3 y R1 se concluye Frs(0x1)...( Oxn)&X~>(F)B(v). Si A tiene la forma

(Lv)(B), por hipdtesis de induccion wr+(Ux1). .. ( Uxq)&X-B(v) y por R2, puesto que el antecedente
de esta férmula no contiene ocurrencias libres de las wvariables xi,...,xn, se concluye

Feane (Ox1)...( Ox)&X= (OV) B). 1
Si Ttes una demostracion en HI, neg(T) es el nimero de aplicaciones de los axiomas de negacién

A10 y Al13 en TU Esta claro entonces que si neg(Th=0, TT es al mismo tiempo una demostraciéon en
HI*.
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LEMA 2. Si Ttes una demostracion en HI de la férmula A entonces para todo conjunto finito de
férmulas X cerrado bajo subférmulas atdmicas y tal que at(A)UX, hay una demostracion en HI
de tx(A) y o bien neg(l)=0 o bien neg()<neg(TD.

DEMOSTRACION. Por induccion sobre la longitud n de la demostraciéon Ttde A en HI. Si n=0,
A es un axioma de HI. Para los axiomas distintos de A10 y A13 la demostraciéon no ofrece especial
dificultad. Para A10, se tiene (tx(A)=tx(B))&( tx(A)= (tx(B)~C))=(tx(A)~C), que el lector paciente
puede comprobar es demostrable en HP. Para A13, la traduccién para un conjunto de férmulas X
es tx(TA~(A~B))=(tx(A)~tx((Ux1)...( Uxn)&X))=(tx(A)»tx(B)). Por el lema 1, si at(txB)UX,
entonces i+ (Oxp)...( Ox)&X = tx(B). Como at(tx(B))= at(B) O at(X), basta con que X sea
cerrado bajo subférmulas atémicas para que se cumpla at(txB)OX y asi frre (Oxi). .. ( Oxq)&X-
tx(B). Por el axioma A3 (x(A)~tx((Ux1)...(Oxg)&  X))=>((tx((Ux1)...( Oxg)&X)~
tx(B))~(tx(A)»tx(B))). Por RI1, de la hipdtesis tx(A)=>tx((Ux1)...( Uxn)&X) se sigue
(tx((Ox1)...( Oxn)&X)~tx(B)) > (tx(A)»tx(B))). Por el lema 1, ((tx((Ux1)...(Hxn)&X)~txB)) y
entonces de nuevo por R1, (tx(A)-tx(B)). Adviértase que la derivacién depende de la hipotesis
tx(A)~>tx((Ux1)...( Uxq)&X). Por consiguiente, una aplicacién del teorema de deduccién lleva a
concluir (tx(A)=tx((Ux1)...( Uxn)&X))~ (tx(A)~tx(B)). Para n=k+1, los casos de R2 y R3 tampoco
ofrecen dificultad. En cuanto a R1, por la hipétesis de induccion tx(B-A)=tx(B)-tx(A) y tx(B) son
demostrables en HP, y, pot modus ponens, se sigue entonces que también lo es tx(A).

COROLARIO 3. Si A es una férmula positiva (es decir, sin ocurrencias del negador), entonces si
FiiA entonces frpA.

DEMOSTRACION. En efecto, ya que si AOF* entonces tx(A)=A. q

COROLARIO 4. Si A es una férmula positiva (esto es, sin ocurrencias del negador), entonces si
FivA entonces frpA.
DEMOSTRACION. Trivial, ya que si hivA entonces FinA. q

EL METODO DE MATRICES.

El razonamiento desarrollado para mostrar que HI es una extensién conservadora del fragmento
positivo, no puede extenderse a HC. La dificultad radica en que, en general, la traducciéon de A14
—71A~A via un conjunto X de férmulas sera de la forma ((A~B)-»B)-A, que no es la de un
esquema teorematico de HI ni ain cuando [B-A.

Para demostrar que HC no es una extension conservadora del fragmento positivo basta
con encontrar una férmula de P, sin ocurrencias del negadot, que sea una teorema de HC pero no
de HP. Para ello usatemos la férmula ((p~>q)~p)-p>.

Para demostrar que esa férmula es un teorema de HC demostramos primero:

[L3] A-’B,_‘B |‘HM_‘A

A-B Hip.
(A~B)~»(7B~-(A-B)) Al
(™B-(A-B)) R1
(TB=(A-B))=>(("B~>(A~7B))>("B>((A~B)&(A~=B))) A6
(FB=(A==B))~("B-((A~B)&(A+=B)) Ri
—B-(A~—-B) Al
~B-((A-B)&(A~>—B)) R1
—B Hip.
(A~B)&(A-—B) R1
(A>B)&(A-—B))-»—A A10
"A R1

3 Hablando con propiedad, '((p~q)=p)=p' no es una férmula de P, a diferencia de, por ejemplo,
"((p*=>q")=p”)-p". Por comodidad en lo que sigue se omiten los supetindices. El esquema ((A»B)=>A)=A es
conocido como /ey de Peirce.
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A partir de aqui, aplicando el teorema de deduccién, se concluye:

[L4] A-B FHM-B-—A

[L5] A,B himA&B [Adjuncion]

A-(B-A) Al
A Hip.
B-A R1
(BA)~((B~B)-(B~(AKB))) A6
(B~B)~(B-(AB)) R1
B~ (B-B) Al
(B~(B-B))~(B-B) A2
B-B R1
B-(A&B) R1
B Hip.
A&B R1
[T1] (p~9~p hcp

(p~)-p Hipot.
“p>=(p9) L4
“p~>(p~q) Al3
P> (P& (Tp>(p-q) L5
(Cp>PP)&(p=>~(P~q)~>~p A10
—=p R1
—=p-p Al4
p R1

Una nueva aplicacién del teorema de deduccion establece entonces ((p~q)~p)-p.
Para demostrar que ((p~q)~p)-p no es un teorema de HP introducimos la nocién de

matriz. Un dlgebra es un triplo <A,<f>g>, donde A es un conjunto no vacio y los fi son
operaciones sobre A de distintas ariedades, 0 (f;). O es entonces el tipo o signatura de ese algebra. El
prolenguaje P puede verse como un algebra <F,<7.&yv,~»>> de tipo a, 0O(7)=1,
a(&)=0(v)= a(*)=2, o, si se prefiere, <1,2,22>. Una matriz para P es entonces un triplo
M=<A,,<fi>q,D>, donde <A,<fi>jg> es un algebra del mismo tipo que P y DOA recibe el
nombre de comjunto de valores designados de M. Para establecer una correspondencia entre el
prolenguaje Py la matriz M se recurre a homomotfismos de P en M; es decir a aplicaciones
h:F-A tales que

L h((A)=fi(h(A)),

2. h(A&B)=f2(h(A),h(B)), h(AvB)=f3(h(A),h(B)) y h(A-B)=fs(h(A),h(B))

El interés, en tales casos, estd en las formulas A tales que para cualquier homomotfismo h de P en

M se cumple h(A)UD.

Para establecer que ((p~q)~p)-p no es un teorema de HP construimos una matriz para el
fragmento proposicional positivo de P, es decir, el fragmento resultante de omitir '™ y los
cuantores. A continuacién se demuestra que para cualquier homomorfismo h y cualquier férmula A
se cumple que si FipA entonces h(A)OD, y sin embargo no sucede lo mismo para la ley de Peirce.

Una matriz para el fragmento proposicional positivo de P .

Sea M=<{0,1,2},<fi>14<3,{2} >, donde las operaciones fj vienen especificadas por las tablas:

floft]2]em o[t 2]as o] 1 ]2
o [oflofo] o Jol1]l 2] o |2 2
T ot v [r[1] 21 Jolz27]2
2 [olt]2] 2 J2]22] 2 o] 1 ]2
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Queda para el lector concienzudo verificar que si fupA entonces para cualquier homomorfismo h,
h(A)=2. Sea finalmente un homomotfismo h tal que h(p)=1 y h(q)=0. En tal caso,
B(P>)=p)=p)= HEGBE@LE)NE) = HEEDLODD = HEODD = 1) = 1. Un
corolario de estos resultados es que el conjunto de los teoremas de HC no esta contenido en el
conjunto de los teoremas de HI.

Atendiendo a sus formulaciones hilbertianas, parece que las diferencias entre las 16gicas
minima, intuicionista y clasica se refieren exclusivamente a la interpretacién del negador (aunque
esto es menos claro cuando se adopta Al4' como axioma clasico especifico). Sin embargo que HC
no sea una extensiéon conservadora del fragmento positivo muestra que ese diagnéstico es
superficial. Si la demostracién en HC de férmulas sin ocurrencias del negador requiere el concurso
de axiomas de negacion, es que en ese sistema deductivo la caracterizacion del negador afecta, y por
tanto determina en parte, la de otros operadores.

DERIVABILIDAD INTUICIONISTA vs. DERIVABILIDAD CLASICA.

Es inmediato que si X FmiA entonces X hicA, y acabamos de comprobar que la conversa
no se cumple. Sin embatgo, es posible encontrar traducciones fiables de la derivabilidad clasica a la
derivabilidad intuicionista. Es decir, se trata de encontrar una funciéon tF-F tal que X frcA syss
t(X) hnt(A), donde, si X={B4,...,Bi}, entonces t(X)={t(B1),...,t([B)}. La doble negacién proporciona
justamente una traduccién fiable de la derivabilidad clasica a la derivabilidad intuicionista para el
fragmento proposicional-es decir, eliminense los cuantores y tomese t(A)="7A.

TEOREMA 4 (T. DE GLIVENKO). Para cualesquiera XOF y AOF, X hiicA syss 7 (X) A,
DEMOSTRACION. Demostramos primero que si 7(X)[m A entonces X fucA. Asumiendo
que X={By,...,Bi}, la correspondiente derivacién intuicionista puede representarse asi:

-7 Bl

El primer paso es demostrar

A= (A»—mA) A13
A=(TA>=A) 1.2
(mA=(mA-=A)) Al
(FA=(TA==A)) = (TA-—A) A2
SA--A R1
(M A=A (A>(TA>-A)) Al
A=(TA==A) R1
(A=>(TA=>2A)) > (A (TA>77A)) > (A= ((TA22A)&(TA>=7A)) A6
(A=(RA===A)) (A= (T A==A) &A= A)) R1
A= (M A=A &(TA>TmA)) R1
(FA>=A)&(TA>A)) > A A10
(A>((CA>2A)&(TA>72A)) > (((A2A)&(TA=7A)) 2= A) > (AD—mA)) - A3
(A=) &(TA=>77A))»7mA) > (A=A R1
(A>—mA) R1
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A partir de la derivacién intuicionista inicial se obtiene entonces la siguiente derivacion clasica:

By

B;
L6 {

=7 B1

== Bi
‘,-[ {

——A
Al4 TA-A
R1 A

Para la conversa, si X hicA entonces 7(X) A, se procede por induccién sobre la longitud n
de la derivacién clasica de A a partir de X. Si n=1, A es un axioma o un elemento de X. En el
segundo caso, basta con observar que 77A AL Si A es uno de los axiomas comunes (A1-A10
y A13), basta con emplear 1.4 y R1. Supéngase, por tanto, que A es un axioma en virtud del
esquema A14, 7= B-Bj; habra que demostrar entonces que fy (7 B-B).

A-(TTIA-A) Al
(A=>(TT1A>AY)>(T(TTA=A)»—A) L4,TD
S(APA=A)»—A R1
A (TA-A) A13
(TIA=(TA=A))= (A (TTASA)) 1.2
SA-(TTA-A) R1
(TA= (A=A~ (T(TTASA) > A) L4TD
S(MPA=A)»—-A) R1
(A= A) 5= A)&T(TTIASA)»—A) L3
(A= A)»A)& (T A A) A s (TTASA) ALD
—(mTA-A) R1

Asumase entonces que el teorema vale para n<k. Sea Ttuna derivacion clasica de longitud k+1 de A
a partir de X; hay que considerar tres casos, correspondientes a la regla R1. Si TT es de la forma

B-A
B
A R1
y puesto que la longitud de las subderivaciones (clasicas) de B=A y A es <k, se sigue de la hipdtesis

de induccién la existencia de sendas derivaciones intuicionistas de 77 (B-A) y T7A. Para
demostrar 7 (A~B)~>(771A>—=B), establecemos primero
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[L7] b =B (mA==(B-A)

=A,B-A b A->—B L4
—A,B>A B R1

—A I'HI(B—'A)-’_'B R1,TD
F((B~A)»=B)~ (7 B->—(B-A)) L4,TD
A b Bo—(B-A) R1
~A,77B hiS(B-A) LEMA 2
7B b A-—(B-A) TD
I'H[_‘ﬁB-’(_‘A—'_' (B-’A)) D

[[‘8] —|—|<B—>A)’ﬁ—|B |-H1ﬁ—|A

—(B-A) Hip.
ﬁﬁ(B—»A)—»(ﬁA—)ﬁﬁ(B—»A)) Al
—|A—>—|—|(B—)A) R1
——B Hip.
—|ﬁB->(—|A->—| (B—»A)) 1.7
—A-— (B—»A) R1
(A>T (B=A)&(TA=>==(B-A)) L5
(FA+=(BA)&("A+(B=A))=""A ALD
A R1

Dos aplicaciones del teorema de deduccién llevan entonces a
[LQ] |HI —|—|(B—>A)—>(—| —|B—>—|—|A)
Y, por modus ponens a partir de la hipotesis de induccion, X b A, q

Para el prolenguaje P, la funcién t que se define a continuacién proporciona una
traduccion fiable entre derivabilidad clasica y la intuicionista.

t(A)="7 A, si c(A)=0,
(A= t(A),
t(A&B)=t(A)&t(B),
t(A=B)=t(A)~t(B),
t(AVB)="7(e(A)ve(B)),
t(Uv)A)=[v)t(A),
(@ A)=""(C)eA).

Antes de comprobarlo conviene establecer algunos resultados ttiles para simplificar las
demostraciones venideras. Una consecuencia casi inmediata que tiene la virtud de acortar
apreciablemente las demostraciones es:

[L.10] A~B,B~C huA~C

Otro principio util es la regla de sustituciéon de equivalentes demostrados, que empleando la
abreviatura A=SB=4.¢(A~B)&(B~A) puede formularse asi:

[EQ] Si FusA=A' y la férmula B' resulta de la férmula B al sustituir algunas
ocurrencias de A en B por ocurrencias de A, entonces fnsB=B'.

TEOREMA 5. HC es cerrado bajo la regla [EQ)].
DEMOSTRACION. Por induccién sobre c¢(B). Si ¢(B)=0 y AZB, B=B', y si A=B entonces A'=B'

y el resultado se sigue directamente de la hipétesis del teorema. Sea pues c(B)=k+1. Si B=C&D,
(C&D)'=C'&D'. En tal caso,
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C&D-C A4
C-C' Hip.ind.
C&D-C' L10
(C&D~C)~»((C&D-D")~(C&D-C'&D")) A6
((C&D-D')=(C&D-C'&D")) R1
C&D-D A5
D-D' Hip.ind.
C&D-D' L10
C&D~C'&D!' R1

La conversa, C'&D'-C&D, se demuestra mutatis mutandis del mismo modo. Como esto sucede con
todos los casos restantes, en cada uno de ellos me limitaré a considerar uno de los sentidos de la
equivalencia, quedando la demostracién del otro para el lector. Si B=CvD, (CvD)'=CWvD', y
entonces

C'-CvD' A7
c-C' hip.ind.
C-CvD' .10
(C-C'vD")»((D~C'vD")»(CvD~C'vD") A9
(D~C'vD")~(CvD-C'vD") R1
D'-CvD' A8
D-D' hip.ind.
D-CvD' L.10
CvD-CWvD' R1
Sea entonces B=C-D, de manera que (C-D)'=C'-D".

C-D hip.

C'-C hip.ind.

C'-D L.10

D-D' hip.ind.

C'-D' L.10

(C-D)~(C'-D) D

Si B=-1C, (7C)'= ~(C).
C-C  hip.ind.

—C hip.
-C' L3
—C-=C'" TD
Para B=(Uv)C(v), (V)C())'=(v)(C(v))', y pot consiguiente
[Ev)CW)~C) All
Cw)~C() Hip.ind.
W)Cm-CH) L10

EV)CE=(mCw) R2
Finalmente, si B=([%)C(v), y por tanto ((0)C))'=(F)(CHW))',
CWm-G(Cw) A2
C)=C(v)' Hip.ind
Cw-B)(Cw)  L10
BHCE~E)CH)' R3. ]

Supéngase a continuacion que t(X) ht(A). En ese caso t(X) huct(A), y como puede comprobarse

facilmente que, para cualquier férmula B, FicB=t(B), por [EQ] se sigue X fcA.
Para la conversa se precisa un nuevo resultado auxiliar:

LEMA 3. Para toda formula A de P, fr--t(A)-t(A).
DEMOSTRACION. Como de costumbre por induccién sobre c(A). Si ¢(A)=0, por el teorema de
Glivenko FHI™—(mA-A); tsense entonces 1.8 y R1 para llegar a 7 1A»>==A. Sea pues

c(A)=k+1. Hay que considerar seis subcasos.
(1) A=—B.
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tB->——tB Lo
7 tB=(tB->——tB) Al
B hip.
(tB->———tB) R1
(tB>=tB)&(tB-»——tB) L5
(tB->——tB)&(tB»———tB)-—tB A10
—tB R1
T tB->—tB D
(2) A=B&C:
tB&tC~tB A4
T1tB->=(tB&tC) L4
7(tB&tC)»>7tB L4
—tB->tB hip.ind.
77(tB&tC)-tB L10
(T7(tB&tC)~tB)~> (7 (tB&tC)~tC)) = (T (tB&tC)~»tB&tC)) A6
(M (tB&tC)~tC)— (T (tB&tC)>tB&tC R1
tB&tC-tC A4
1tC->—(tB&tC) L4
T (tB&tC)»17tC L4
—tC-tC hip.ind.
77(tB&tC)->tC L10
T7(tB&tC)~ (tB&tC) R1
(3) A=BvC:
hay que demostrar 77 71(tBvtC)>71(tBvtC); procédase como en la base.
4) A=B-C:
—71(tB-tC)~> (7 tB->——=C) L9
= (tB-tC) hip.
—tB->—=tC R1
tB->——tB L6
tB-»——tC L10
—1tC-tC hip.ind.
tB-tC 110
—71(tB-tC)~(tB~tC) D

(5 A=([)B():
hay que demostrar 77177() B (v)»—=(Lk)tB(v); procédase por consiguiente como en la base y el
subcaso de la disyuncion.

(6) A=(0Ov)B(v):

(OV)tB()~tB(v) All
“tB)-»=(v)tB(v) L4

= (Ov)tB(v)»——tB() L4
“(v)BE)~>v)~ tB(v) R2
(0v)~tB(v)»—tB(v) All
(0w Bv)»>"tB(v) L10
—tB(v)~>tB(v) hip.ind.
=(Ov)tB)~tB(v) L10
=(0v)BE)~>(O)tB() R2

Ahora estamos en disposiciéon de demostrar:

TEOREMA 6. X fricA syss t(X) hmtA.
DEMOSTRACION. Sélo falta por demostratlo de izquierda a derecha. La demostracién se

efectta por induccién sobre la longitud de la derivacion clasica de A a partir de X. Si ALX o si A es
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uno de los axiomas A1-AG6, A10, A11 o A13 la demostracion es inmediata. Para los restantes
axiomas, el razonamiento es el siguiente.

AT:
tA~tAvtB A7
tAvtB->"7(tAvtB) L6
tA->T7(tAvtB) L10
Obviamente, A8 se trata del mismo modo.
A9:
(tA-tC)~((tB-tC)~ (tAvtB-tC)) A9
(tAvtB~tC)~(TtC->7(tAvtB)) L4
(TtC-=(tAvtB))~» (7 (tAvtB)»tC) L4
(tAvtB-tC)~> (7 (tAvtB)»77tC) L10
tA-tC hip.
(tB~tC)~(tAvtB-tC) R1
(tB~tC)~> (7 (tAvtB)~»71tC) L10
—1tC-tC hip.ind.
tB-tC hip.
77(tAvtB)~»tC R1
7(tAvtB)~tC L10
(tB-tC)~ (77 (tAvtB)~tC) TD
(tA~tC)~((tB-tC)~» (T (tAvtB)-tC)) D
Al12:
HA) > BHAW) A12
EtAW)= (@A) 16
(A (HAW) L10
Al4:

Por el lema 2, 77t(A)-t(A).

Supodngase a continuaciéon que la longitud de la derivacion clasica de A fuese k+1. Hay que
considerar tantos subcasos como reglas de prueba.
Para R1 y R2 apliquese la regla correspondiente a la férmula o férmulas resultantes de la hipotesis
inductiva. Para la regla restante, demostramos primero:

[L11] (Ov)(— AE)>—~()AW))

—~A()~(A()-B) A13
Ev)7AM~7A®D All
[v)7AW~>(A®M~B) L10
A@>([v)7AM)-B) L6,R1
A@~>(Ev)AM~B) R3
V) 7A@)>(MHAM)-B) Lo,R1
A~ (A()~>"B) Al13
Ov)7AM~7A®D All
V) 7A@ (A®©H~7B) L10
A@~>(Ov)~AM~7B) L6,R1
MA@~ (V) AE)~7B) R3
V) 7A@ (B)AG)-7B) L6,R1
[v)7AW) hip.
MAW)~B RI
WAE)~>B R1
(BNA=B)&(()A(v)>7B) L5
(BIA@B&(GAF)=TB)=7(OnAy)  AlO
(AW R1
V) 7A@ (AW td

39



INTRODUCCION A LA TEORIA DE LOS SISTEMAS DEDUCTIVOS

Entonces se tiene el siguiente razonamiento:

R3:
t(A(v))~t(B) hip.ind.
—t(B)~>t(A(V)) L4
~t(B)~>(0v) "(AW)) R2
V)7 tAW)>AE) L1
(@A) (B) L4
—t(B)~t(B) Lema 2
(WA W)-t(B) L10

EJERCICIOS

(1) Demostrar (a) Fuc(p~q)v(q=p), (b) que esa férmula no es un teorema de HP, (c)

l1c(@)AE)=>tB)x) (P> (Ty) (P1y)).

(2) Demostrar, empleando el método de matrices, que A3 es independiente de los restantes axiomas

de HM -es decit, que no es derivable de ellos.

(3) Demostrar que HC y HC' son equivalentes; es decir, para cualquier formula A de P, fucA syss

FrcA.

(4) Demostrar que las relaciones de consecuencia de HM, HI y HC son estandar.

(5) La légica de Rasiowa con seminegacion queda definida por el sistema hilbertiano HR que
resulta de incorporar a HP el axioma A15 7(A-A)-B y la regla R3. A-B,B~A }7A-—B.
Comparese HR con HM y HI, determinando las correspondientes relaciones de inclusion.

(5) Demostrar que la funcion s definida pot:

s(A)=71 A'sic(A)=0,
S(TA)=s (),
s(A&B)=5(A)&s(B),
s(AvB)=a(A)vs(B),
S(A=B)=s(A)~s(B),
S(@)H=G)s),
s((Ov)A)=0v)s(A).

proporciona una traduccién apropiada entre la derivabilidad intuicionista y la derivabilidad minima.
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