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INTRODUCCION.

Suele hablarse en l6gica de dos perspectivas diferentes
desde las que abordar 1os lenguajes formales: 1la wuna
sintdctica, semdntica la otra. La primera tratarfa de
establecer a partir de unas reglas primitivas de
transformacién y de unos pocos axiomas el mayor nidmero de
teoremas posibles, independientemente de la interpretacién
que se dé a los signos lingliisticos constitutivos; la
segunda tendrfa la intencidén, precisamente, de fundamentar
las verdades del sistema en una interpretacidén adecuada de
esos signos. As{, mientras que el andlisis sintdctico de las
modalidades lleva al estudio de determinadas verdades
l16gicas intuitivas para desarrollar a partir de ellas unos
axiomas y unas reglas de derivacién que permitan fundamentar
un cédlculo védlido para enunciados modales, el andlisis
semdntico aborda el estudio de los propios conceptos modales
‘para desarrollar a partir de ellos su 1lé6gica. Pero en
cualquier c¢aso, tal dualidad entre 1la sintaxis y la
semdntica de un lenguaje formal y los dos enfoques a que da

lugar no es tal y si tan s86lo una distincién metoddlogica,




INTRODUCCION

dos modos de abordar un mismo problema con método vy
herramientas diferentes. En el presente irabajo he seguido
el segundo de ambos caminos con los ojos siempre puestos en
el primero; transitarlo supone introducirse en el terreno de
la intensionalidad, caballo de batalla de la 146gica del
lenguaje natural y elemento de discordia entre 1los que
propugnan una ciencia légica puramente extensional y los que
abogan por una l6gica menos limitada en su campo de accién,
esto es: por una teoria general de las modalidades. Escribo,
por tanto, sobre la 16gica modal en sentido lato o, lo que
es lo mismo, sobre la l6gica de aquellos conceptos anejos

por su gramdtica a los de necesidad y posibilidad.

De este modo, el objeto principal del trabajo que sigue
a estas lineas es presentar desde un punto de vista
l16gico-filoséfico la discusién actual acerca de las
modalidades y ofrecer un andlisis semdntico de algunos
sistemas modales distinguidos por su relevancia para la
linglifstica y la filosofia en parcelas como la ética (teoria
de las normas), la epistemologia (teorfia del conocimiento) o
la semdntica (teorfa del significado y la referencia). Para
ello, en el primer capitulo ofrezco una sintética
aproximacién histérica a la 16gica modal mediante la cual

pretendo introducir la discusién filoséfica posterior sobre

ii



INTRODUCCION

el significado de las modalidades (en el sentido amplio del

término) que se desarrolla en el capitulo dos.

El capitulo tres estd dedicado a presentar una
semdntica 16gica para las modalidades, basada, fundamen-
talmente, en el concepto de conjunto modelo (model set),
acufiado por JAAKKO HINTIKKA. Trabajar con conjuntos modelos
en lugar de con mundos posibles permite ofrecer sistemas
modelos -l}lamados por algunos autores marcos (frames)- muy
adecuados para el procedimiento semantico‘ de decisién que
ofrezco mds adelante, ademds de simplificar en gran medida
algunos de 1los problemas presentados anteriormente en el
seno de la teoria del significado. En cuanto al
procedimiento de decisién aludido, éste se basa en el de las
tablas semdnticas de BETH, refinado por SMULLYAN en su libro
First-order Logic y usado con los mismos propésitos que los
mios por MELVIN FITTING en Proof Methods for Modal and
Intuitionistic Logics, con evidentes ventajas sobre la
versién que KRIPKE usara en su articulo "Semantical Analysis

of Modal Logic I: Normal Modal Propositional Calculi”.

El procedimiento de 4rboles semdnticos que presento
tiene interesantes ventajas sobre otros procedimientos

semdnticos para 16gica modal méds habituales. Aun asf, no es

iii



INTRODUCCION

nuevo su uso, excepto por lo que se refiere a algunos
aspectos que considero relevantes como, por ejemplo, la
unificacién de las reglas de construccidén del drbol para los
operadores modales o el tratamiento de las secuencias
arbéreas infinitas, tanto por causa de la iteracidén de
moda l idades como por causa de la iteracién cuantificacional

en el caso de la l16gica de predicados modal.

El procedimiento de &4rboles modales va a mostrar su
gran utilidad para obtener resultados semdnticos acerca de
los diferentes sistemas modales tratados. Ademés,
proporciona los elementos suficientes para una fdcil prueba
de completitud y correccién de los sistemas de légica modal
denominados normales a través de su relacién, algo méds que
estrecha, cbn el <cdlculo CD*, presentado en el dltimo
capitulo de este trabaj&. Este cédlculo CD* tiene también la
virtud de ser fdcilmente implementable en lenguajes de alto
nivel adecuados para la manipulacién simbdélica, como pueden
ser LISP o PROLOG, faceta que no ha sido tratada en este
trabajo, aunque pienso que es un elemento méds a considerar
en préximas investigaciones y extensiones de los resultados

aqui obtenidos.

iv



CapiTULO UNO:
BREVE RESENA HISTORICA ACERCA DE LA LOGICA MODAL.

§1. Las modalidades en la antigiledad y en la Edad Media.

El término "modalidad” significa la forma o modo en que
algo es. En el contexto légico hace referencia a la forma de
ser un enunciado, dicho asi, en un sentido amplio. Pero lo
que en uWltima instancia viene a significar la modalidad en
16gica, como sSe veréd mAs adelante, es que la evaluacién de
los enunciados modales ha de realizarse no sdélo en funcidn
de su accidén descriptiva de la realidad, en tanto que se
adecuen a ella, sino también en funcién de una especie de
autorreferencia que se da por el hecho de gque los operadores
modales indican -de un modo que habréd de ser determinado- la
relacién que el enunciado modalizado, esto es, el enunciado
que cae bajo el alcance de un operador modal, mantiene con

otros enunciados de la teoria.

La precedente definicién de modalidad es, hasta cierto

punto, confusa, probablemente porque al exponerla tal cual




CAPITULO UNO

se hayan dado por supuestos muchos de los problemas de
indole filoséfica que se encuentran involucrados desde
antiguo en el estudio de los modos. Sin embargo, sirve ahora
porque de ella se siguen dos aspectos importantes para
entender la naturaleza 16gica de las modalidades; a saber:
que los enunciados modales no son enunciados puramente
referenciales ya que no se limitan a describir una realidad
sino que al mismo tiempo dicen desde una perspectiva ldgica
cmo es8 esa descripcidn1 vy que una seméntica para la ldgica
de los enunciados modales exige establecer relaciones de
dependencia entre el valor de la funcién de verdad
correspondiente a cada enunciado y el valor de la funcidn de
verdad que corresponde a otros enunciados pertenecientes al
mismo sistema. De igual modo, adelanta mi actitud a 1a hora
de considerar formalmente los conceptos modales, pues queda
claro que opto por tratarlos como operadores en el mismo
sentido en que la cuantificacidén es tratada en la 1d6gica de

predicados de primer orden.?

1 gpata definicién de la modalidad parece que dejara a un

lado las modalidades |lamadas de re para tener en cuenta
sélo las modalidades de dicto. En efecto, algo de esto hay
8i se puede, como asi es mi parecer, reducir las modalidades
de re a las de dicto.

2 Esta puntualizacién tiene més que ver con la filosofia de
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Sin embarge, es conveniente hacer algunas acotaciones
histdéricas al gignificado Y el uso 16gico de las
modal idades antes de tratar los aspectos mds importantes que

aportan al andlisis l16gico de los lenguajes naturales.

lLa 16dica modal es una parte menos conocida de la obra
l16gica de ARISTOTELES, probablemente porgque Sus
comentaristas dedicaron un mayor esfuerzo a describir los
mecanismos de la silogistica asertdérica. En los Analfticos,
obra cumbre de la 16gica en la antigiiedad clasica, empero,
se apuntan también las formas del silogismo modal, que mas
tarde, en la Edad Media, a tenor sin duda de las discusiones
teoldgicas y metafisicas, serdn méds estudiadas vy comentadas
de lo que lo fueron en los siglos precedentes ¥,
curiosamente, también en los posteriores, casi hasta la
aparicién de los trabajos de LEWIS sgobre la implicacidén

estricta.

ARISTOTELES distingue hasta cuatro modos de

la. 16gica -por ejemplo, algunos de los asuntos que en esta
tesis se discuten en relacién a las posturas referencia-
listas de QUINE— gque con la ldégica misma.




CAPITULO UNO

* b} ~— .
enunciacidn: lo necesario {(to apayxator}), lo imposible (7o
) - ~ - ~
advvaror), lo posible (ro Swaror) y lo contingente (to
) -
evSexoucvor), que dan lugar a otras tantas clases de

proposiciones modales.® El siguiente es el cuadro de

oposiciones modales que propone ARISTOTELES:?

A E
(Es necesario (Es imposible
que S eea P} gue S sea P)

contrariaa

a -3

u u

b b

a ]

1 1

t t

-] a2

T T

n n

a -

¢ subocontrarias N

I 0

(Ee posible (Ea posible que
que S sea P) S no sea P)

3 cfr. ArisTOoTELES: llept épuﬂDELd , capitulos XII y XIII,
21a34-23a25. En esta obra, que ALEJANDRO DE AFRODISIA colocd
en su edicién inmediatamente antes de los Analfticos,
ARISTOTELES estudia la oposicidén entre los enunciados
asertéricos y los modales y realiza también una iluminadora
discusién acerca de los futuros contingentes en relacidn con
las modalidades v el principio de tercio excluso.

1 fpidem. Cfr. también KNEALE, W. & KNEALE, M.: The
Development of Logic, I1I, T.
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Este anAlisis, realizado en el Hepl épmum[a , le
permite estudiar la conversidén de las proposiciones modales
entre sf{. De esta forma se ponen los fundamentos para tratar
l16gicamente en pie de igualdad las proposiciones modales y
las proposiciones asertéricas, lo que lleva a cabo
ARISTOTELES en su obra 16gica principal, los Primeros
analfticos.® Tras dedicar varias pédginas a las figuras del
silogismo asertdrico, ARISTOTELES continda con los
silogismos modales en andlogos términos y los expone
siguiendo esquemas similares a los usados para los

6 g dividen alll los silogismos

silegismos asertdricos,
modales en ocho grupos segin que las premisas sean
necesarias, asertéricas o posibles, manteniendo las figuras

del silogismo asertérico en cada grupc, de modo que se

obtiene el siguiente cuadro:’

5 Cfr. ARISTOTELES: Aualvux& Jtpé‘repu, A, I1I, 25a2T7-25b0286.
6 Avedvrixa mpotepa, A, VIII-XXII, 29b29-40b186.

7 Cfr. BoCHENSKI, I.M.: Historia de la ld6gica formal, %815,
D, pdgina 98. En el cuadro, las mayldsculas indican el modo
de la proposicién: necesaria (N), asertérica (A), posible
(P).
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Grupo 1 2 3 4 5 6 7 8
Premisa Mayor N N A P P A P N
Premisa Menor N A N P A P N P

En cada grupo, el modo de la conclusién depende tanto
del modo de las premisas como de su cantidad (esto es, si
son universales o particulares) y su signo (negativas o
afirmativas), no cumpliéndose una de las méas importantes
reglas del silogismo asertérico: que la conclusidn sigue
siempre a la premisa mAs débil, puesto que un silogismo del
grupoc 2 y del modo Barbara puede tener una conclusién

necesaria, como pone de relieve BocHENSKI.®

Normalmente se entiende gque la silogistica de
ARISTOTELES tiene méAs relacién con la moderna 1d6gica de
clases que con la 16gica de enunciados. Esto se hace
extensible al tratamiento 16gico de las modalidades que &l
filésofo llevé a cabo. Raramente, por ejemplo, cuando
ARISTOTELES utiliza el término TO &uuv?xatov se estd

refiriendo a la necesidad ldégica; se trata mds bien de la

8 1oe. cit., pagina 99.
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necesidad ontoldgica o t1sica.? Si hace referencia a Ia
necesidad lé6gica el término &uéyxn cuande lo usa para
introducir la conclusién del silogismo, pero entonces ha de
entenderse que significa “"se sigue necesariamente de las
premisas” o algo similar, siempre en un contexto ajenc al de
la 16gica modal. Su discifpulo TEOFRASTO, en cambio, aungue
siguié al maestro en todo lo referente a la doctrina del
silogismo asertdérico, considerd el modo haciendo referencia
a la proposicién toda y no sdélo a la relacién entre los

términos,10 discrepando de ARISTOTELES en lo referente al

% Esta apreciacién tiene cierta relacién con la posterior
distincién realizada por lo légicos medievales entre
modalidades de re y modalidades de dicto, distincidén a la
que dedicaré mds adelante algunas lineas.

10 En The Development of Logic los KNEALE piensan que
ARISTOTELES asumié de un modo no explicito en su discusidén
de la conversidén entre las proposiciones modales que <«el
operador modal modifica toda la frase en la que ocurre y no
solamente una palabra o una expresién dentro de la frase».
Pero mads adelante affaden: <«ARISTOTELES fue llevado, por
tanto, & comprender gue en una frase declarativa modal el
operador modal constituye el predicade principal de la frase
y e8, por decirlo asi, exterior y no interior al reste de la
frase. Mantiene esta posicién acerca de "es contingente” en
los Primercos Analfticos (25b19-25) de modo gue parece ger Ssu
opinién madura aunque, coOmQo veremos, &8¢€ aleje de ella
algunas veces»., Precisamente porque no sdélo se aleja de esta
opinién a menudo, sino que la construccidén de los silogismos
modales que propone contradice esta tesis de los KNEALE,
creo que la concepcién de las modalidades en ARISTOTELES es
mis cercana, utilizando la terminologia medieval anunciada,
a las modalidades de re que a las de dicto. Cfr. KNEALE, W,
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gsistema de oposiciones y conversiones e, incluso, a los

modos de la conciusién en algunos de los grupos referidoa.”

También desarrolld una teorfa 16gica modal de las
proposiciones la Stoa, y aunque no es fAdcil determinar hasta
qué punto esta afirmacién no es una extrapolacién de los
actuales conceptos a los antiguos, ya que la filosofia
estoica, en general, y la 16gica, en particular, han llegado
fragmentaria e indirectamente hasta hoy, se sabe, 8sin
embargo, que trabajaron sobre cuestiones relacionadas con
los modos de verdad de las proposiciones, como lo hicieran

también los megdricos, de quienes la 16gica estoica fue

& KNEALE, M.: The Development of Logic, 1I, 7.

11 105 teorias de TEOFRASTO sobre el silogismo modal estdn

expuestas por ALEJANDRO DE AFRODISIA en su lIn Aristotelis
Analyticorum Priorum Librum I Commentarium. All{ 86
simplifica notablemente la teoria aristotélica del silogismo
modal a costa de hacer el sistema de TEoFRASTO incocherente,
como indica BoOcHENSKI en su libro La logique de Théophraste.
Parece que TEOFrRasTo mantuvo el principio de que la
conclusién siempre sigue a la premisa mas déhil, pero
aceptando silogismos en que esto no ocurre asi, como quedd
seffalado mds arriba. Seguramente, como indican los KNEALE en
su libro, TEOFRASTO aceptdé esta regla en un sentido débil
cuando se aplicaba al silogismo modal, pero se de jé engafiar
por ejemplos plausibles del maestro y la ambigiiedad del uso
de "necesariamente” en la conclusién, una vez que TEOFRASTO
opta por modalidades que afectan a toda la proposicidén ¥y no
a alguno de sus términos. Cfr. KNEALE, W. & KNEALE, M.: The
Development of Logic, 1I, 8.
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heredera. Asi, por ejemplo, Dioporo CrRONO definidé los modos
de las proposiciones apelando al cardcter temporal de la
verdad, de forma que ge puede elaborar con tales
definiciones un cuadro de oposicidn seme jante al
aristotélico presentado mas arriba.'® Estas son, haciendo uso

de una variable temporal al reexponerlias, las siguientes:

1. rp es posible en [un tiempol t’1 por i-(pr en t’) v
At(t'<t & p en t)-].

2. I-p es imposible en f:’1 por r~(p en t') & VE(i'<i »
~(p en t)1.

3. rp es necesaria en t.“-I por rp en t' & Yi(t'<t » p en
t)].

4, rp es nO necesaria en t’-l por I-'v(p en t') v 3t(t'«t

& ~{(p en t)1 .

F1iON DE MEGARA y CRISIPO DE ALEIANDRIA dedicaron

también parte de su obra légica, segun se conoce por

12 1as fuentes para las definiciones diodéricas de las
modal idades =son CICERON: De fato, 17 y, especialmente,
BoEC1O: De interpretatione, 1, 234/22-235/11. Al respecto,
cfr. Mates, B.: Ldgica de los estoicos, pdginas 68ss.,
BOCHENSKI, I.M.: Historia de la Idgica formal, 3819, F,
paginas 125-126 y KNEALE, W. & KNEALE, M.: The Development
of Logic, 111, 2.
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CiceronN, al andlisis de los modos de verdad. Ambos

mantuvieron que una proposicién es posible sdélo en el caso
de que pueda ser verdadera en virtud de su naturaleza
interna. Pero, como sugiere BENSON MATES, también las
circunstancias externas que hacen verdadera a una
proposicién determinan su posibilidad, si no impiden que sea
verdadera, o su necesidad, si tales circunstancias exlternas
impiden que sea talsa.!® Esta misma concepcién es aplicable a
la l16gica estoica, en deneral , aungue con alguna

complicacidn mas . 1

FEl andlisis anterior, junto con la relacién entre
modalidad v temporalidad establecida por el megArico DIODORO
CroNO, supone, a mi entender, el desarrollo antiguo de la
l16gica modal méds proximo a las actuales técnicas de
interpretacién l16gica y uno no puede dejar de sentir una

profunda admiracién por la perspicacia de estos autores. A

13 ([cERON: De fato, 12. MATES sigue un pasaje de DIOGENES
LAERCIO quien atribuye a CRrisipo esta interpretacién de la
necesidad y la posibilidad. Cfr. DIOGENES LAERCIO: Vida de
fildsofos ilustres, VI, 75. Cfr. también BOECIO: De
interpretatione, 1, 234/22-235/11.

14 cfr. KNEALE, W. & KXNEALE, M.: The Developmenlt of logic,
III, 2.

10
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pesar de todo, la légica de proposiciones desarrol lada por
estoicos y megdricos no dio mayores frutos en el periocdo
medieval, a causa, sin duda, del desconocimiento de su obra
por parte de los comentaristas. Realmente, el auge de 1los
estudios 16gicos en la Edad Media se debid principalmente a
los muchos comentarios que se hicieron sobre el Jdrganon
aristotélico, la uUnica fuente de la ciencia 16gica durante
varios siglos. La obra de un hombre a caballo entre la
antigiledad y el nuevo orden polfitico y cultural de Europa,
el latino Boecio, es extremadamente importante en tal
sentido, puesto que fue este autor quien introdujo en el
occidente medieval los primeros comentarios sobre la obra
l6gica de ARISTOTELES. A través de sus traducciones latinas
de las Categoriae y del De interpretatione llegaron a los
tilésofos medievales los unicos textos aristotélicos que

5 gus comentarios a las

realmente estuvieron a su alcance.
diferentes obras del filésofc fueron estudiados en la Edad
Media y sirvieron de base para la mayoria de los tratados de

16gica. Asi, en el tratado De syllogismo hypothetico, BOECIO

15 parece ser gque Boecio tradujo también los Primeros

Analfticos, los Tdpicos y el De sophisticis elenchis, aunque
estos textos no parece que circularan en igual medida que
los anteriormente mencionados. Cfr., KNEALE, W. & KWNEALE, M.:
The Development of Logic, capitulo IV.

11
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no sélo irata los silogismos hipotéticos, como ya hiciera
anteriormente con los categdéricos, sino que también, muy
influido por la 16gica proposicional de los estoicos, expone
su teoria sobre las proposiciones modales (cum modo). En
ella establece dos grupos de tres propesiciones cada uno y
expone diversos teoremas al respecto, relacionados con la
oposicién y la conversién de las proposiciones modaies.
Ademds, como se ha visto, en su comentario al Hepi émnwela
revisé también las teorias de otras escuelas, como es el

caso de la estoica y la megdrica.

Aunque quizds 1o mAs interesante para conocer el
tratamiento que los fildsofos medievales dieron a la ldgdica
modal sea revisar el Opusculum de propositionibus modalibus
de TOMAS DE AQUINO, qonde el santo trata las diferencias
entre las proposiciones de inesse y las modales,
relaciondndolas con la divisién de los juicios hecha por el
de Stagira, creo que merece la pena tratar antes la més
famosa discusién medieval sobre cuestiones de ldégica modal,
protagonizada seguramente por ANSELMC DE CANTERBURY y 8u
argumento en favor de la existencia de Dios. En el Liber
Apologeticus contra Gaunilonem respondentem pro insipiente,
en el que respondia a las criticas hechas por el abate

Gaunildén al argumento expuesto en el Proslogium, ANSELMO

12
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recurre al cardcter necesario que acompafia a la idea de Dios
para evitar la comparacién con la fabulosa isla perdida de
que habla el monje de Marmoutier. Razona diciendo que 8i
Dios es posible -es decir: si la idea de un ser totalmente
perfecto y neceaario es posible- entonces Dios existe ¥
negarlo serfa incurrir en contradiccidn, haciendo depender
toda la fuerza de s8su argumentacién de 1los conceptos de

necesidad y posibilidad.?®

la distincién entre modalidades de re y modalidades de
dicto es, sin lugar a dudas, el logro mds importante de los
légicos medievales en este terreno. ARISTOTELES habia
tratadc en su obra las modalidades siempre como modalidades

de re (acerca del! objeto), pudiéndose interpretar raramente

16 pgte argumento se podria formalizar en el lenguaje objeto,
que serd descrito mds adelante, del siguiente modo:
O0c>a,

Como se verd con posterioridad, esta férmula es un tecrema
del sistema S5 de LEWIS, ANSELMO niega contra Gaunildn que
el Ser necesario sea meramente posibie (contingente), lo que
se podria formalizar asfi:

OoAa ) (ovaa) .
Este enunciado no es absurdo, sino que tiene un modelo;
precisamente cuandoe wv(«,p1)=1. Es decir, que el enunciado
del insipiens es verdadero precisamente cuando Dios existe,
de donde se sigue lo contradictorio de negar su existencia,
si se admite su posibilidad. Ctr. Obras completas de San
Anselmo, editorial catdélica, B.A.C., Madrid, 18952, pdginas
407-437 .

13
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que en algin texto el filésofo trate acerca de las
modal idades de dicto (acerca de la proposicién). Fue por lo
tanto un acontecimiento importante en la 16gica medieval,
dedicada casi exclusivamente al comentario del J¢rganon
aristotéiico, la aparicién de esta distincidn, que, como
queda resefiado, estaba iatente en las posiciones de
TEOFRASTO frente a la teoria aristotélica del silogismo
modal. A este respecto es muy interesante la obra de TOMAS
DE AQuIiNO antes resefifada y, en concreto, el siguiente

texto: 17

«De las sentencias modales, unas son acerca del
dictum: otras, acerca de la cosa. Las sentencias
modales acerca del dictum son aquellas en las que el
dictum entero es sujeto y el modo predicado {...]. Una

sentencia modal acerca de la cosa se da cuandoc se

17 Towas pE AquiNo: Opusculum de propositionibus modalibus,
5-18. Sigo la traduccidn que aparece en la edicidén eapaficla
del libro de BocRENSkI, pdginas 195-196. Cfr. también PEDRO
ABELARDO: Dialectica, p. 208 ; WILLIAM oF SHYRESWOOD :
Introductiones in logicam, 40, 1088.; PEDRO  HISPANO:
Summulae logicales, 1.28 y WILLIAM Ocknaw: Summa tolius
logicae, 1 7, 11-13; 8238, Aunque la terminologia no es la
misma en los autores méds antiguos (ABELARDO habla de
expositio de sensu y expositio de rebus o también de
expositio per compositionem y expositio per divisionem ¥y
Suyreswoon de modi secundum constructionem y secundum rem),
todos estdn haciendo referencia a !a misma distincidén entre
modalidades de dicte y modalidades de re.

14
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coloca el modo dentro del dictum [...]. Y se ha de
saber que todas las sentencias modales acerca del
dictum son singulares, porque en ellas el modo se
propone de este o aquel proceso como de un singular. La
sentencia modal acerca de la cosa se concibe, en
cambio, como universal, particular, singular (]
indefinida, segun el sujeto del dictum, como en las
sentencias asertéricas [...]., Se ha de saber también
gque se llama afirmativa o negativa a una sentencia
modal segun la afirmacién o negacién del modo y no

segin la afirmacién o negacioén del dictum».

TOMAS DE AQUINO distingue por tanto entre dos tipos
diferentes de sentencias modales segin e! lugar que ocupe la
palabra que introduce e! modo en la frase. Antes, habia
definido el mode como «una determinacién de la cosa®», pero
con la precaucién de establecer tres clases distintas: el
modo que determina al sujeto de la sentencia, el que
determina al predicade y un tercero que determina a la
composicién del predicado con el sujeto. Este dltimo es el
que da lugar a las sentencias modales propiamente dichas,
puesto gque los otros dos dan lugar a sentencias de inesse.

Esta misma concepcién se encuentra también en ALBERTO Macyo P

18 s1perTO MAGNO: Librum I Priorum Analyticorum.
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y la mayoria de los autores de 1la época. Ast, en el
PsSeEuDo-EscoTo se pueden encontrar dos sistemas de
silogistica modal, uno de sentencias modales en sentido
compuesto (de dicto) y otro en sentido dividido (de re).1®
WILLIAM OCKHAM va auin mAs alld y propone un sistema
silogistico mixto en el que las sentencias modalea puedan
gser tanto de re como de dicto, con o que amplia
cuantiosamente el ya grande nuimero de formas propias del

silodismo modal . 2°

19 {68 comentarios anénimos In universam logicam quaestiones,
conocidos como el Pseupo-Escore por haber s8ido atribuidos
primeramente a Duns EscoTo, afiaden una novedad interesante a
la concepcién medieval de 1a modalidad. Segin el autor de
esta obra, ademdas de los cuatro modos habituales también son
modos de la frase "verdadero” y "falso", modos que nombra
TomAS DE AqQuINO en un texto aigo anterior at aducido més
arriba, aunque para rechazarlos, diciendo: «Ahora bien, los
modos que determinan la composicién son seis: "verdadero”,
“falso", "necesario”, "pogible”, “imposible” v
"contingente". Sin embargo, “verdadero” y “falso” no afladen
nada a la significacién de la sentencia asertérica [...1].
Con los otros cuairc modos no sucede esto, [...] por lo cual
vamos a dejar de lado “verdadero” y “falso” y vamos a
considerar los otros cuatro>». (Cfr. TOMAS DPE  AQUINO;
Opusculum de propositionibus modalibus, 5-18). Perc no se
detiene ahi el Pseupo—~EscoTe, sino que afiade a los
anteriores los modos subjetivos "por si", "dudosgo”,
"sabide", “"creido”, “conocido”, “aparente”, "querido” ¥y
"preferido”, prefigurando un concepto de las modalidades que
no se ha repetido hasta el siglo XX. Cfr. In Ilibrum I
Priorum Analyticorum Aristotelis Quaestiones, 25, 58s8., en
DuNs EscoTo: QOpera Omnia.

20 cp. WiLLiAM OCKHAM: Summa totius logicae, parte I1II.
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§2. Las modalidades en la ldgica matemdtica. Los sistemas de

Lewis y la semdntica de los mundos posibles.

Este amplio interés por la lé6gica modal en la Edad
Media no tiene, sin embargo, contrapartida en los siglos
posteriores. Es dificil encontrar autores que traten 1las
modalidades en un sentido 16gico. La obra 16gica mas
representativa desde el Renacimiento hasta el siglo XIX, la

Légica de Port Royal,*!

que sirvié comc modelo al resto de
las obras sobre l6gica aparecidas con posterioridad y que se
consideré durante dos siglos como el manual oficial de
l16gica clasica, no trata para nada el silogismo modal ,
cifiéndose por su contenido a las materias que ARISTOTELES

traté en las Categorfas, Sobre la interpretacidn y los siete

primeros capitulos del libro uno de los Primeros Analfticos.

También OCKHAM, como el PSevpo-Escoto y quizéds influido por
éste, habla de modos subjetivos, incluyéndeolos en algunos de
sus silogismos.

21 Nicore, P. & AmNAULT, A.: Logique ou 1’art de penser, obra
me jor conocida por la Logique du Port Royal y editada por
vez primera en 1662.

17
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Una ruptura tan tajante en ciertos aspectos con el
saber y la ciencia desarrollados en la Edad Media explica
que los grandes pensadores del XVII, el XVIII y gran parte
del XIX, como dice BOCHENSKI, fueran, por lo que & la légica
respecta, sencillamente unos ignorantes, con la excepcidn de
LEIBNIZ, a quien muchos consideran el padre de la actual
16gica matemdtica. Sin embargo, la obra ldégica de LEIBNIZ
permaneci6é desconocida en su mayor parte hasta el final del
siglo XIX, por lo que no influyé decisivamente en el

desarrollo posterior de esta ciencia.

81 lo hicieron, en cambio, PEANO y FREGE -este ultimo
con cierto retraso pero grandemente a través de RUSSELL-—,
autores que no trataron la modalidad en sus obras puesto que
estaban maAs interesados por el lenguaje de la aritmética y
de las matemAticas en general. Hay, sin embargo, un ldégico
que, indirectamente, introduce la modalidad en su sistema
dos afios antes del Begriffschrift de Frece., HuGH MacCoLlL
publicé en el afio 1877 en las actas de la sociedad
londinense de matemdticas un trabajo sobre 146gica de
enunciados (que en muchos aspectos se adelanté a 1los

trabajos de FREGE) en el que, al definir el concepto de

18
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inconsistencia, apela a la nocién de posibilidad.z2 M4.s
tarde,23 esto darfa lugar a consideraciones mds amplias sobre
una légica modal de las que sin duda obtuvo algun provecho
C.I. Lewis, quien es el verdadero fundador de la moderna

l6gica de las modal idades.??

El principal interés de LeEwis cuando inicidé sus
investigaciones sobre las modalidades era evitar las
denominadas paradojas de la Implicacidn material que, a Bu
juicio, entorpecian los briliantes resultados obtenidos por
e]l] sistema de RusseLL, El concepto de implicacidén material
ya habia sido expresamente rechazado (o al menos deslindado

en la propia notacidén) en la obra de MacCoLL.%® Pero MacCotl

22 MacCorL, H.: "The calculus of equivalent statements and
integration limits" en Proceedings of the London Mathematics
Society, 9 (1877/78), pp. 9-20 y 177-1886,

23 MacCoLr H.: Symbolic Logic and its Applications, de 1808B.

24 cer. LEWIS, C.I.: A Survey of Symbolic Logic, pégina 282,
donde el autor reconoce su deuda con MAcCoLL, y pagina 293,
donde da una definicién de consistencia en funcidén del
operador de imposibilidad de forma similar a lo que hiciera
éste.

25 En Symbolic Logic and Its Applications, MAcCoLlL niega que
una implicacién del tipo -y aqui sigo la notacién que le
atribuyen HUGHES & CRESSWELL en Introduccidn & la I[dgica
modal- (A:B) sea eguivalente a la disyuncién (A'+B).
Introduce dos sfmbolos € y n (por “"necesario” e “imposible”,

respectivamente) tales que (A:B)=(A’+B)£=(A-B’)n. De modo
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no contaba con el poderoso instrumento gque supuso el
establecimiento de un sistema axiomdtico para la ld6gica en
Principia Mathematica. LEwis, en cambio, si y ya desde 1812
mostréd su inconformidad c¢con la nocién de implicacidn
material alli usada. lLas paradojas de la implicacidén ponfian
al descubierto, segtin LEwis, la artificialidad de dicha
nocién, por lo que se propuso en varios articulos el
desarrollo de una lé6gica axiomdtica en la que la implicacidn
tuviese otro sentido, mds fuerte y mids natural a la vez, que
aquél de la obra de RusseLL. Lewis no pretendia construir un
sistema 16gico sobre la base del rechazo de las tesis
p2{(g2p) y -p>(p*q), sino sobre oiro concepto diferente de
implicacién del que no pudieran derivarse dichos teoremas,

esto es: sobre el concepto de implicacidén estricta.

Con A Survey of Symbolic Logic C.I. LEwIS desarrolld
una teoria ld4gica de la implicacién estricta que desembocd
en la formalizacidén del sistema de las modalidades clasicas,
Mds tarde, en colaboracién con C.H. LANGFORD, escribid un

segundo libro escuetamente titulado Symbolic Logic en el que

gque sSe tiene que un enunciado del tipo <A implica B» es
equivalente a <Es necesario que no A o que B» y a «Es
imposible que A y que no B»,

20
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se utiliza un lenguaje con variables proposicionales p, gq,
r, etcétera y como simbolos primitivos los signos ~ para la
negacién, - para la conjuncién ¥y ¢ para la posibilidad,

definiéndose a partir de ellos el signo —» de modo que

(p—» q)=der .~ (p-~q).

E! nicleo de la obra lo constituye el sistema ld6gico de
A Survey of Symbolic Logic, a partir del cual se desarrollan
dos sistemas mAs, menos fuertes gque el primero. Ambos
sistemas se conocen como S1 y S2, en tanto gue el sistema
primitivo de 4 Survey of Symbolic Logic es conocido como 83,
apareciendo en un apéndice de la obra junto a otros dos
gsistemas (S4 y S5) obtenidos a partir de las observaciones
de O. Becker acerca de la reduccién de las modalidades de A

Survey of Symbolic Logic.26 Las siguientes son las bases

26 cer. BECKER, O.: "Zur Logik der Modalitéten”. BECKER

propuso dos principios de reduccién para evitar la
proliferacién indefinida de modalidades en el sistema de
LEWIS y aunque éste siempre abogdé en favor de los sistemas
sin los principios de reduccién, sin embargo los introdujo
en Symbolic Logic como los axiomas que méds adelante se
denominan [S4.1)] y [S4.2]. Mas tarde, J.C. McKiwsey y W.T.
PARRY darian algunas pruebas sobre las reducciones de las
modal idades en los sistemas de LEWIS, Cfr. McKINsey J.C.: "A
Reduction in the Number of Postulates for C.I. Lewis' System
of Strict Implication"” y "Proof that there are Infinitely
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axiomdticas de los sistemas de LEWIS,

SISTEMA S1:
AXIOMAS??
fs1.11: {(p-q) —>» {(g'p)
[s1.21: {p-gq)—>» p
[81.31]: p—>» (p:p)
[S1.4]: ((p-q)'r)—>» (p-(g-r))
(81.51: p—» ~~p
[s1.61: ((p—» q@)-(gq—> r))—>» (p—> r)
[S1.7]: (p-(p—» q))—>» q

Many Modalities in Lewis’ System S2", asi como PARRY, W.T.:

“The Postulates for ’'Strict Implication’” y “"Modalities in
the Survey System of Strict Implication”.
27

Los siguientes axiomas estdn numerados de forma
convencional, no como los numerara LEWIS en Symbolic Logic
(B1-B7). Aparecen también alli otros dos axiomas de los que
el primero es el que mds adelante de denomina [82.1] ¥y el
segundo el extraflo axioma
B9: 3p,gX(~(p —» q@)~(p — ~q))

que LEWIS incluyé probablemente para evitar una
interpretacidén del signo —» que lo asimilara a la
implicacidén material en la regla de Modus Ponens. Por otra
parte, el axioma {S81.5} no es independiente del resto de la
base axiomatica, como demosirara McCKINSEY en su articulo "A
Reduction in the Number of Postulates for C.I. Lewis’ System
of Strict Implication”, por lo que se puede prescindir de
él.
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REGLAS

(Adj.): Fa, FB » F(a-B)

(MP): Fa, F(a—» B) » FB

(8U): Fa(p) =» Fa(g/p), donde p ¥y g son dos (fbfs.
cualesquiera vy q sustituye uniformemente todas las
apariciones de p en a,

(TI): Si o y B difiere de o soclamente en que donde en «
aparece la fbf. y en B aparece la fbf. & y si

F(y—» 8)-(6—» 7¥) entonces F§

S1 contiene el sistema de Principia Mathematica de modo
que no era necesario adoptarlo como base. Por el contrario,
Levis pretendié de esta forma confeccionar un sistema l16gico
mds potente que el de Principia Mathemalica y a la vez mds
riguroso por 1o que al concepto de implicacidn se referia.
Las bases axiomdticas para los restantes sistemas de LEWIS
se obtienen a partir de St afladiéndole, en cada caso, uno de

los siguientes axiomas:2®

[S2.1]: O(p-q) —» Op

%% pe todos los sistemas de LEWIS, S5 es el mAs fuerte puesto
que contiene a los demds. En realidad, se puede demostrar
fdcilmente que S1CcS2c83cS4cCS5.
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{83.11]: (p—» q) —>» (~0qg—>» ~0p)
[S4.11]: ~Qnp —» ~P~~O~p

[s5.11: O0p—» ~0~0p

la interpretacidén del signo —» como la necesidad de la
implicacién material se debe al propio LEWIS, quien pensaba
que p—» q se satisface en el sistema cuando p>gq es una
tautologia. Pero esta interpretacidén, que se contradice
incluso con el mismo desarrollo axiomético de LEwis, no
ofrecia el resuitado que &1 mismo pretendia, sino que era
algo asumido por 1los 16gicos desde FREGE: la necesidad
l6gica entendida como validez lé6gica. Seria el tratamiento
que GUDEL hiciera en 1932 de un sistema equiparable a S4 el
que darfa la verdadera dimensién de lo que hoy se entiende
por un sistema de l146gica modal . 2® GuoeL propuso el sistema S4
sobre una base axiomdtica de Principia Mathematica méds los

axiomas:

1. Op»p
2. Op>»(0O(p>q)>0q)

29 cfr. GuDEL, K.: "Una interpretacién del cdlculo conectivo
intuicionista"” en Obras completas, Alianza Editorial,
Madrid, 1981, pp.: 115-118,
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3. Ope00p

y la regla (N): Fa # Flo., GoDEL no utilizdé el operador a
(que en los sistemas de LEWIS puede definirse como ~Q~),
sino la letra B por Beweisbar {(demostrable). Con todo,
present6 S4 de una forma simple y elegante que se ha
adoptado con posterioridad frente a la base axiomidtica de

LEvis. Indirectamente, también relaciona las modal idades con

lo gue podriamos llamar iogica epistémica. Con
posterioridad, VoN WRIGHT propondria explicitamente
interpreiar el operador O como "se sabe que”, inaugurando

una corriente dentro de la 16gica modal muy importante por

sus consecuencias ldédicas y filosoficas.3®

En sus comienzos, por tanto, la légica modal moderna
estuvo marcada por los diferentes tratamientos axiomdticos
que partian de los sistemas desarrollados por LEwIs ¥

LANGFORD. El estudio semdntico de las modalidades, en

3¢ cppr. VoN WRIGHT, G.H.: An Essay in Modal Logic, publicado
en 1951, Alli propone la consideracién de diversos tipos de
modalidad: la alética (de la necesidad), la epistémica {(del

conocimiento}, la dedntica (de la obligacidn) v la
existencial (la clAdsica cuantificacién sobre un dominio).
Del mismo afio es su articulo "Deontic Logic”, que inaugura

la moderna l6gica dedntica.
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cambio, no se desarrollaria hasta algunas décadas después,
cuando los fundamentos de la teoria de modelos estuvieron
suficientemente consolidados. En este sentido, la obra de R.
CARNAP Meaning and Necessgity, en la que el filésofo
centroeuropeo desarrolla una teoria conjunta de la necesidad
fisica y la necesidad ldégica, marcé un hito importa.nte.31 En
esta obra se encuentra el origen de la denominada semdntica
de los mundos posibles, desarrollada en sus aspectos de
teoria de modelos por el l6gico S. KRIPKE, guien sin duda se
inspira en las reflexiones de filosofia de ia 16gica tejidas
por CarNAP en torno al concepto state of affairs. En
sintesis, para KRIPKE un modelo para una férmula bien
formada o es una funcién ®(P,H) cuyos argumentos son el
conjunto de las subfdrmulas atémicas de «, P, y un mundo o
conjunto modele cualquiera H, tal que HEK, asociada a una
estructura modelo <G,K,R>, donde G es un conjunto modelo
cualquiera, K un conjunto de conjuntos modelos y R una
relacidén llamada de alternatividad. El rango de la funcién ¢

es el conjunto {V,F}.3?

31 18 primera edicién es de 1947 y la segunda y definitiva
del afio 1956,

32 ¢ofr. KRIPKE, S.: “"Semantical Analysis of Modal Logic 1:
Normal Modal Propositional Calculi” y “Semantical Analysis
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A partir de aqui, la semdntica de los mundos posibles
fundada en las estructuras modelos kripkeanas ha conformado
los fundamentos de la actual investigacién semdntica de
multitud de 16gicas no cldsicas. En este sentido, importante
ha sido también el tratamiento que de 1la semdntica de los
mundos posibles hiciera Jaakxo HINTIXkA referido a la légica
epistémica y a la légica doxdstica (o de la creencia) en Bsu
libro Knowliedge and Belief. El concepto de conjunto modelo,
emparentado con los trabajos de E.W. BETH sobre la decisidn
en légica clasica de predicados, ha abierto nuevas
perspectivas para el desarrollo seméntico de las lé6gicas
modales, en general. Sin duda, una parte importante de la
literatura filos6fica referida a cuestiones de metodologia ¥y
teoria de la referencia y del significado ha avocado el
tratamiento de la semdntica de las modalidades por lo que la
interpretacién de éstas aporta al dmbito de la metodologia ¥y

la epistemologia.

of Modal Logic II: Non-Normal Modal Propositional Calculi”.
También es interesante confrontar algunos aspectos de su
libro Naming and Necessity con el de CARNAP, aunque ge trata
de una obra posterior.
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LA SEMANTICA DE LOS MUNDOS POSIBLES.

§3. Los problemas de la intensionalidad.

Habrd de entenderse por enunciado en este trabajo de
investigacidn, siempre que no se diga lo contrario,
cualquier férmula bien formada del lenguaje objeto; es
decir: cualquier serie finita de signos del lenguaje objeto
construida segin l1as reglas de formacidén habituales. En este
caso, los signos del lenguaje objeto son los propios de la
16gica de predicados de primer orden a los que se afladen
algunos operadores mAs, ocuyo uso es similar al de los
cuantificadores, vy que llamaré operadores modales,
representados por los signos 0 (para la necesidad) y 0 (para
la posibilidad). Su vAlida combinatoria a 1la hora de
construir las férmulas va a ser aqui la usual en la ldégica
de predicados de primer orden con identidad, con la unica
salvedad de la adicién de los operadores modales antes
mencionados. Los signos del lenguaje objeto seran, por

tanto, las letras predicativas maytsculas @, R, 8§, T, con la
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posibilidad de aumentar su nGmero en c¢aso de necesidad
afiadiendo a su derecha uno o maAs apdstrofes; las letras
variables individuales mintisculas X, ¥y, z, con la
posibilidad de aumentar su nimero mediante la adicidén de
subindices; las letras conatantes individuales mindsculas a,
b, ¢, también susceptibles de llevar subindices; los signos
constantes légicos tradicionales =, A, Vv, »; los operadores
cuantificacionales A y V y los operadores modales O y 0. EI
uso de los paréntesis es también el habitual en los tratados
de légica. Usaré ademds como s8ignos metalingiiisticos las
letras griegas mintsculas «, B, 1, &, que pueden
multiplicarse afiadiéndoles apdéstrofes seguin las necesidades,
acompafiadas o no por letras constantes o variables
individuales entre paréntesgis; lag primeras indican
cualesquiera férmulas y las segundas, constantes o variables
que aparecen en ellas. Asi, por ejemplo, «a(a)l, B(x,¥) o
¥(x,b) gson esquemas de férmulas o enunciados
metalingiiisticos que las sustituyen.33 Un enunciado modal
serd, entonces, aquél cuyo vailor de verdad sea una funcidn

de log signos constantes l6gicos més los operadores

33 Una definicién mas rigurosa del concepto de férmula se
dard en el préximo capitulo, 86, definicidén 6.1.
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cuantificacionales mds los operadores modales. De esta

forma, el enunc iado>4

(1) ~0Vx(QxAa~Qx)

puede leerse en lenguaje natural: «no es posible que haya un

individuo que sea y no sea algo a la vez». QO el enunciado

(2) OAxy((Rxyvx=y)2Ryx)

se puede leer: <«es necesario gque para cualesquiera dos
individuos, si el uno mantiene una determinada relacién con
el otro o ambos son el mismo individuo entonces el segundo

mantiene esa misma relacidén con el primero».

Las modalidades pliantean graves problemas al proyecto
lé6gico tradicional que de alguin modo puede VEerse

representado por la obra de 16gicos como WILLARD VAN ORMAN

34 En este capitulo me referiré siempre a las fdrmulas del
lengua je como enunciados puesto que para la argumentacidn
pertinente éstas sd6lo aparecen como formalizaciones de algin
enunciado del lengua je natural,
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QuiNe y DowaLp Davipson.®° En general, dos principios
importantes de la ldégica cuales son los de Sustituibilidad
de l1a Identidad (SI) y Generalizacién Existencial (GE) no

36 Y en

parecen ser operativos en contextos modales.
particular, por 1o que se refiere a la l16gica dedéntica, no
es féacil considerar verdaderos o falsos los enunciados
normativos, 1o que supone que no s8s8e vea claramente Ila
posibilidad de tratarlos desde un punto de vistia

légico-formal, siempre que haya que atenerse a la concepcidn

cldsica de la ciencia 16gica, heredada de aquellos que a

35 «Existe una persistente corriente subterrdnea en gran

parte de la moderna ldégica al efecto de que la légica de
primer orden es de alguna manera definitiva, de que nada es
verdaderamente inteligible a menos que se lo presente en
forma de 1égica de primer orden. Este punto de vista ha sido
defendido por QUINE y por DavipsoN, entre otros (en palabras
de SusaN Haack, para QUINE “]la extensionalidad es la piedra

de toque de la inteligibilidad"” -siendo el caso que la
l6gica de primer orden es extensional, mientras que las
l6gicas modales no 1o son)». Cfr. A, GaLToN: “"Temporal

Logics and Computer Science: An Overview” en A. GALTON
(ed.): Temporal Logics and Their Applications, pdgina 8.

3¢ Ambos principios se pueden enunciar como sigue:

(SI): o{a), (a=b) F a(b). Esto es: dados dos términos a
y b tales que a es igual a b, la sustitucidn de lo uno por
el otro en un enunciado verdaderc no supondrid nunca que el
enunciado se vuelva falso ni viceversa.

(GE): w(a) F Vxa(x). Es decir: a8si es verdad que un
individuo concreto tiene una propiedad cualgquiera entonces
también lo es que hay al menos un individuo que tiene esa
propiedad.
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principios de siglo pusieron sus fundamentos,.

Antes de comenzar a hacer matizaciones, se puede decir
gque en los contextos modales el Principlo de extensionalidad
{que es fundamental en la evaluacidén de los enunciados de la
gramética normada que propone QUINE, elemento principal de
la concepcidn lé6gica subyacente a sus "New Foundations") no
es valido.3” De agquf que, por oposicidén a aquellos lenguajes
formales en los que si es védlido, los que incluyen
operadores de modal idad sean considerados lengua jes
intensionales. Esta circunstancia propicia que en contextos
de este tipo aparezcan problemas de valoracidn ¥
cuantificacién de variables individuales, lo que da pie a
que los principios (SI) y (GE) no sean operativos. Unos

ejemplos serdn suficientes para comprender ei probiema.

Tomando como referencia la oracidn «Juan cree que Larra
fue un escritor espafiol] del sigio XIX» y suponiendo gue sea
cierto lo que declara, se puede pensar con sentido que es
posible sustituir en la oracién el nombre “Larra" por el

pseudénimo bajo el gque ese escritor solfa escribir sus

37 ¢cfr. QUINE, W.V.0.: Philosophy of Logic.
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articulos, "Figaro”, s8in que el valor de verdad de la
oracién se vea modificado; o© lo que es lo mismo, que se
pueden sustituir dos términos gque son coextensivos, ya que
tienen un mismo y unico referente, el uno por el otro salva
veritate. Sin embargo, esto no es as{. Basta reflexionar un
poco para caer en la cuenta de que si Juan no concciese al
pseuddénimo del romdntico Larra o pensase que Figaro es sélo
el nombre de un célebre barbero sevillano, la oracidn
resultante tras la sustitucion, esto es, la oracidén <«Juan
cree que Figaro fue un escritor espafiol del siglo XIX»,
de jaria de ser verdadera. En efecto, la creencia es uno de
esos conceptos que introducen en nuestrc lenguaje la

intensional idad.

Con la necesidad y la posibilidad pasa exactamente lo

mismo. Sea por ejemplo el enunciado

(3) «Necegariamente 40 es menor que 41»,38

donde las cifras "40” y "41" pueden tomarse como los nombres

3% para mayor claridad en la exposicidén considero que la

cadena literal que aparece entre comillas francesas es el
nombre del enunciado correspondiente del lenguaje objeto.
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de dos ntimeros, no como los nimeros mismos. Se trata de una
verdad trivial de la aritmética gque no plantea més

problemas. También es verdadero el enunciado

(4) «El numero de afics transcurridos desde la primera

publicacién de la novela La vida breve es 40».

Pero si se sustituye en (3) el término "40" por el

" "

término "el numero de afios...”, lo que es posible ya que
ambos tienen el mismo referente, se obtiene el siguiente

enunciado:

(5) «Necesariamente el numero de afilos titranscurridos
desde la primera publicacidén de la novela La vida

breve es menor que 41»,

que es a todas luces falso, puesto que dentro de dos haré
cuarenta y dos afflos de la primera edicién de esta dran

novela de Juan Carles Onetti, inexorablemente.

Al igual que el principio (SI) fallaba en los ejemplos
anteriores, el principio (GE) lo hace en el siguiente. Sea

el enunciado perteneciente al lenguaje objeto
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(8) Qar(a=9)A0(a>9).

Si éste es un enunciado verdadero entonces el enunciado (7)
debe serlo también, pues ha sido obtenido a partir de (8)

por generalizacidn existencial:

(1) Vx(QxAa(x=9)A0(x>9)).

Pero si se interpretan (8) y (7) respectivamenie como

los enunciados

(6') «E] numero de los planetas es igual a nueve, pero

puede ser mayor»

(7') «Hay un nimero que es igual a nueve y que puede

ger mayor que nueve?

se observa cudn lejos de la verdad estd (7°).

El fallo de estos dos principios (en realidad el fallo
del principio de extensionalidad) supone la revisidn de ia
semdntica 16gica que sigue los planteamientos mds clasicos,
si lo que se pretende es incluir las modalidades en el

d4mbito de los lenguajes formales. También el cardcter no
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declarativo de determinados conceptos modales supone la
revisiéon de la semdntica l16gica tradicional, en particular
de la nocién de verdad 16gica. Este es el caso de los
conceptos normatives. Los enunciados propios de la l16gica
dedéntica, eg decir, aquellos enunciados que incluyen
conceptos normativos, no son realmente ni verdaderos ni
falsos, segun el sentido que al término verdad suele ddrsele
en l6gica. En efecto, uno se inclina con facilidad a decir

gue el enunciado

(8) 4¥Si es necesario gue « entonces es el caso (gue o

es verdadero. Pero iqué se puede decir del enunciado andlogo

(9) «8i es obligatorio que a entonces e8 el caso que

o ?

Si se piensa de 61 que es verdadero -o falso- en seguida uno
se da cuenta de que lo es de forma diferente o por diverso
motivo que (8); aunque lo normal serd considerarlo al margen
de cualquier posible valor de verdad. Pero entonces, (cdémo
se puede interpretar un enunciado normativo desde un punto
de vista 16gico? Es factible pensar en la posibilidad de

sustituir en este caso los valores de verdad tradicionales
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por otros valores como, por ejemplo, el par "bueno/malo”.
Sin embargo esto, desde una perspectiva estrictamente
l16gica, no supone ninguna ganancia con respecto a la
situacidn anterior (simplemente habria dos férmulas
distintas para hablar de la verdad de un enunciado) y 8f{ una
evidente pérdida de claridad y simplicidad, ademads de los
problemas filoséficos que iniroducirfa en nuestro andlisis

un supuesic valor de bondad.

El 16gico escandinavo JPRGEN JPRGENSEN ha propuestio en
este sentido un célebre dilema que es necesario plantear

9 Resumidamente, el dilema de

lilegados a este punto.3
Jergensen establece que o bien se mantiene la concepcidn
cldsica de 1la ciencia 16gica segin la cual ésta sdélo
trataria con enunciados & 1los que conviniese el ser
verdaderos o falsos, descartando asi como objeto suyo
aquellos enunciados cuyo valor no sea una funcién de verdad
de sus componentes l16gicos pertinentes, o bien se considera

a estos dltimos objeto legitimo de la ldégica y es menester

que la concepcidén cldsica sea modificada. Precisamente

39 cfr. JorGENSEN, J.: "Imperatives and Logic" y KALINOWSKI,
G.: lLa logique des normes, pp.: 58-59.
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entiendo que a este toro hay que cogerlo por el segundo de
sus cuernos para evitar 1los recortes fastidiosos que
resultarian de desterrar todos aquellios conceptos que no
encuentran su sitio en la ciencia 1légica normal si lo
agarramos por el primero. Y precisamente, también, ésta es
la finalidad dltima del presente trabajo de investigacidn:
extender la lé6gica cldsica de predicados de primer orden al
dmbito de las modalidades, sus capacidades y sus métodos,

gsin que esta ampliacidén sea traumdtica.

$4. Mundos posibles y semdntica.

Fl uso normal que se hace en espafiol de giros
lingiiisticos como "es necesario que" o "es posible que"”
guele ir acompafiado de una imagen mental de la realidad con
pretensiones de total idad. Grosso modo, un hablante
espafiol tenderd a expresar su conviccidén de que algo siempre
ha sido, es y serd de una determinada factura, ocurra lo gue
ocurra con el resto del mundo, asertando su necesidad; ¥
dird que es posible agquello que, ocurra o no, es compatible

con esa misma realidad que concibe comc un todo.

El traslado de los términos "necesario” y "posible” a
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la l6gica supone también trasiadar su significado del modo
mds preciso que se pueda. Uno de los resultados de esta
mudanza desde 1a semdntica natural hasta la semédntica
extensional de los lenguajes formales es lo que se ha dado
en llamar semdntica de los mundos posibles, nombre bajo el
que se conocen los desarrollos de la 16gica modal en el
terreno del significado realizados entre los afios 50 y 60 de
forma mAs © menos concertada por varios autores entre los
que destacan RUDOLF CARNAP, RICHARD MONTAGUE, SAUL KRIPKE,
STIc KANGER ¥y JAAKKO Hintikka. 40 Aunque la seméntica de 1los
munhdos posibles se halla muy alejada de lo que
tradicicenalmente se entiende por metafisica, la deuda con la
filosofia de LEIBNIZ ¥y con la teorfa de la figuracidn de

WITTGENSTEIN es evidente; uno no se encuentra aquf ante una

10 pote método de andlisis semdntico, cuya nocidén principal
es la de mundo posible, ha tenido una fuerte implantacidn
entre los 146gicos escandinaves y anglosajones, princi-
palmente, a mi entender, a causa de tres acontecimientos
importantes. En primer lugar el hito que supuso para la
filosofia del empirismo 16gico la aparicién en 1947 de la
obra de R. CARKAP Meaning and Necessity y el usoc 16gico que
all{ se dio al concepto metafisico estado de cosas (state of
affairs); en segundo lugar, la obra de R. MONTAGUE y el
énfasis que sobre la semAntica de los mundos posibles como
piedra angular de su teorfia del lenguaje y como herramienta
de andlisis filoséfico puso en 1957; y finalmente, tampoco
hay que considerar extrafio a este proceso el desarrollo en
los dltimos tiempos de la teoria matemdtica de modelos.
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simple coincidencia fraseoldégica, como puede comprobarse en

el siguiente texto de Meaning and Necessily:

«UUna clase de sentencias de S1 que contenga para
cada sentencia atémica o esta sentencia o su negacidn,
pero no ambas, y ninguna otra sentencia, se }lama una
descripcién del estado (state-description) de 81,
porque obviamente da una descripecién completa de un
estado posible del universo de 1los individuos con
respecto a todas las propiedades y relaciones
expresadas por los predicados del sistema. Asa{i las
descripciones de estados representan los mundos
posibles de Leibniz o los posibles estados de cosas de

Wittgenstein» .1

El propio CARNAP reconoce pues esta deuda, por lo que a
61 concierne, y como sin duda su obra estd en la base de la
teoria semdntica de los mundos posibles es licito establecer
una relacidn estrecha entre ésta y las teorias metafisicas
antes mencionadas. De hecho, la proximidad entre los
conceptos "estado de cosas” y "mundo posible” se entiende
bien a través del pasaje citado. Intuitivamente ambos

términos son gindnimos; 8u referente comin es una

41 R, CarwaP: Meanig and Necessity, pAgina 9.
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determinada descripcién del mundo, puesto que los dos
indican un curso concreto de acontecimientos y hechos que
tiene como elementos los objetos del discurso y al que hacen
referencia los enunciados del mismo. De este modo se puede
decir, por ejemplo, que la fantdstica Descripcidn del mundo
de Marco Polo y la rigurosa Historia de la decadencia y
ruina del imperio romanc de Edward Gibbon describen sendos
mundos posibles, al igual que lo hacen Lewis Carroll en
Alicia a través del espejo e Isaac Newton en sus Principia
Mathematica. También puede decirse de diversas teorias
matemdticas que describen diferentes mundos posibles: por
ejemplio, los postulados y teoremas de Ila deometiria de
Euclides describen un mundo posible distinto del que

retratan los de la geometria de Bolyai Janos.

La concepcién metaffsica de los mundos posibles debe
precisarse, restringiéndola a limites propios de la 1dgica
para que se adecie mds a los propésitos que ha de servir. El
concepto "complete novel” introducido mediante una metdfora
literaria por el americanoc R. JEFFREY en su obra The Logic

of Decision*® da pie a esta otra definicién méAs rigurosa,

‘2 Op. cit. pdginas 196-97.
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aunque menos intuitiva: un mundo posible es el referente —o
atin mejor, el descriplum- de un conjunto coherente de
enunciados de un determinado lenguaje, conjunto que no puede
ser aumentado por Ila adicidén de un nueve snunciado §in

volverse inconsistente.?3

De la definicién de modalidad gque di en la introduccidén
se dejaba entresacar que la particularidad semdntica de los
lengua jes que la formalizan consiste precisamente en que no
es posible determinar aisladamente el valor de verdad de un
enunciado que contenga operadores modales. La evaluacidén de
un enunciado modal depende de la evaluacién de otros
(algunos, si no todos) enunciados del sistema al que
pertenece el primero. Se percibe ahora por qué la nocidén de
mundo posible dada anteriormente puede ser tan wutil en este
campo 8i se entiende que a fin de cuentas el conjunte de
todos los enunciados verdaderos de un sistema es equivalente
a una descripcién exhaustiva de un posible estado de cosas.
Con esta clave en 1la mente es fdcil determinar el
significado de 1los enunciados del lenguaje que incluyen

operadores modales. Asi el enunciado

43 cpr. J. HINTIKKA: Models for Modalities, pp.: 153-154.
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(8) Hooa

se traduce por

(8') «Si en todos los mundos posibles es el caso que o

entonces es el caso que o>,

Y andlogamente el enunciado

(10) o

se traduce por

(10°) «8i no es el caso que « entonces hay al menos un

mundo posible en el que no es el caso que o».

Seguramente esta transcripcidn de los antiguos giros
por los nueves “"en todos los mundos posibles es el caso que”
y “hay al menos un mundo posible en el que es el caso que”
no contribuye, desde una perspectiva lingilistica, a aclarar
el significado de "necesario” y “posible”; en todo caso, a
hacerlo menos natural. Sin embargo, desde el punto de vista

de la l6gica, la semdntica de los mundos posibles
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proporciona una util herramienta para la resclucién de los
problemas que plantea la intensionalidad. Puede decirse que
la semdntica de los mundos posibles permite extensionalizar

los lengua jes intensionales.

El fallo del principio (SI) en contextos modales -—que
atrae y supone el fallo de (GE)- puede verse corregido &a
través de lo que se ha dadoc en llamar identificacidén cruzada
{(¢cross-world Iidentification) que ha de realizarse mediante
las 1lamadas funciones de individuacién (individuation
functions). Lo que estos nuevos concepteos afiaden al andlisis
gsemdntico de las modalidades es, hasta cierto punto, casi
trivial, La identificacidn cruzada consiste en el
establecimiento de la identidad entire dos miembros de mundos
posibles diferentes.*! Una idea intuitiva de lo que significa
la identificacién cruzada la da la suposicién de que todos
los individuos idénticos de los diversos mundos posibles
estdn conectados entre si objetivamente en virtud de su
corporeidad o rol desempefiade en una teoria por una especie

de hilo de Ariadna -los autores anglosajones hablan de

4 Aunque relacionados entre si por la relacidn de

alternatividad, gque se tratard mds adelante.
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“world lines”- que conduce de un estado de cosas a oirc. La
identificacidn de un individuo consiste precisamente en
seguir uno de estos hilos Inter mundos. Para J. HINTIKKA,
estos hilos de Ariadna forman una subclase de la clase de
las funciones intensionales que CARNAP 1lamé conceptos
individuales. Es esta subclase la que recibe por parte del
filésofo finlandés el nombre de funciones de individuacidn,
de 1as que, reproduciendo sus propias palabras, no es

dificil ver que son las entidades mAs importantes sobre las

45

que hay que cuantificar en contextos modales, para méas

adelante affadir:

«Resumiendo, la semAntica de Frege-Carnap explica
el comportamiento de la identidad en contextos modales
(y contextos de actitud proposicicnal) pero no el
comportamiento de los cuantificadores en tales
contextos. La diferencia entre los dos problemas es
casi como la modificacién de un cuantificador. En el
caso de la identidad, el problema es decir cudndo dos
términos singulares se refieren al mismo individuo en
cada mundo posible (de un cierto tipo). En el caso de

ia cuantificacién, tenemos que preguntar cudndo uno y

45 «They are the most important entities we have to quantify
over in these truth-conditions», Cfr. The Intentions of
Intentionality, pdgina 89.
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el mismo término singular se refiere al mismo individuo

en todos los mundos posibles {de una clase

determinada)».*®

§5, La relacidén de alternatividad.

Del! mismo modo que un cuantificador liga una variable,
cabe la posibilidad de pensar gue un operador de modalidad

ligue todo un enunciadeo. En la férmula

(11) OVxa(x)

«(x) cae bajo el alcance del cuantificador existencial en
tanto gque Vxo(x) se encuentra en el Ambito del operador de
posibilidad. Se dice entonces que Vx«(x) es un enunciado

modalizado. El valor de verdad de (11) estd en funcidén, por

46y HintikxA: “Carnap’s Heritage" en The Intentions of
Intentionality, pdgina 90. La cursiva es del propio autor.
Crfr. también sobre este mismo aspecto el articulo

"Existential and Uniqueness Presuppositions" en Models for
Modalities, nota 13, pégina 147. En definitiva, las
funciones de individuacidén proporcicnan los indicadores
rigidos (los nombres propios) de cada individuo, con lo que
puede establecerse su identidad de un mundo posible a
otro.
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supuesto, del valor de verdad del enunciado modalizado, pero
no puede depender exclusivamente de é1 porque, si asi fuera,
el operador modal no afiadiria nada relevante al significado
l6gico del enunciado modalizado y, por ende, tampoco a la
16gica de predicados de primer orden. Serfa un simple adorno
y nada mads. Un enunciado modal como el precedente no depende
semanticamente 86lo de las asignaciones y valoraciones
correspondientes de los enunciados modalizados que caigan
bajo el alcance de los operadores modales ni de los signos
constantes 16gicos que en él ocurran, sino que también
depende de otros factores por determinar relacionados con el

significado de expresiones como "es posible que”, es

necesario que", etcétera.

La adaptacién de la nocién de mundo posible a los
lengua jes formales para los que se la requiere, con el fin
de que sea util para establecer los criteriocs de valoracién
de enunciados como (11), exige ain una mayor precisidn en la
traduccion de tales expresiones que la hasta ahora
alcanzada. Cabe evitar la ambigtiedad resultante de
traducirlas por "en algunos mundos posibles es el caso que”
y "en todos los mundos posibles es el caso que”, siendo asi
que siempre se puede imaginar una infinidad de mundos

posibles, si se tienen en cuenta tan sélo aquellos estados
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de cosas alternativos al actual que 8son verdaderamente
relevantes. Esto sclamente ea8 posible s8i se limita el
concepto de mundo posible y se trabaja no con descripciones
globales del mundo sino con descripciones parciales. Por el
momento, seguiré llamando a estas descripciones parciales
mundos posibles (nombrados con las letras mindsculas griegas
g, v 6 A) y consideraré que se trata de conjuntoe no vacios
y finitos de enunciados de algin modo pertinentes para la
teoria. De esta forma, tanto los mundos posibles entendidos
como conjuntos de enunciados, como el nimero de éstos a
considerar en la evaluacién de un enunciado modal serdn
finitos. “Relevancia” y ‘“"pertinencia” no dejan de ser
nociones ambiguas también, pero basten por el momento para
continuar con la aproximacién intuitiva que sirve como
soporte a la discusidén filoséfica y lingiliistica desarrollada
en este capitulc sobre los lenguajes intensionales y la

semdntica de los mundos posibles,

Segin lo dicho, habria entonces que reformular los
enunciados (8') y (10’') del pardgrafo anterior del siguiente

modo:

(8'*) «Si en todos los mundos posibles relevantes para

(o alternativos a) el actual es e] caso que «
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entonces es el caso que o (en el mundo posible

actual )»,

(10°**) «Si no es el caso que a« (en el mundo posible
actual)} entonces hay al menos un mundo posible
relevante para (o alternativo a) el actual en el

que no es €l caso que o,

Un enunciado como (11), por tanto, habrd de ser
evaluado dentro de una galaxia o sistema de mundos posibles
relevantes para el actual, de tal modo que gi i es el mundo
posible actual y hay algin mundo posible relevante para p,
digamos A, tal que el enunciado modalizado de {(11) pertenece

a A entonces diremos que efectivamente es el caso que (11),

Este significa que al adoptar la semdntica de los
mundos posibles, el valor de verdad de los enunciados del
lengua je deja de ser solamente una funcién de los valores de
verdad de sus componentes y pasa a ser, ademéds, una funcidn
del valor de verdad de oiros enunciados pertenecientes al
mismo sistema. Por tanto, decir de un enunciado modal o que
es el caso -estoc es: que o es verdadero- es enconirar un
conjunto de enunciados 4 y un sistema de mundos posibles de

algin modo relevantes para ¢ (lldmese Q) tales que ocpeQ,
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Por lo tantc, de todo lo dicho se sigue gue un sistema
tal involucra la existencia de una nueva funcién que, junto
con las funciones de verdad tradicionales, permite evaluar
el enunciado modal «. Dicha funcidén recibe el nombre de
relacién de alternatividad, gque es un concepto bdsico en la
semdntica de los mundos posibles y que por su especial
condicién merece que se le dedique algin tipo de andlisis

previo a su definicidn formal .7

Cabe definir la relacidn de alternatividad diciendo que
un mundo posible es alternativo a otro si el estado de cosas
que describe parcialmente el primero es una alternativa al
gue describe el segundo. O dicho de otro modo, si pudiera
darse el estado de cosas descrito por el primero en lugar
del que describe el segundo. Ahora bien, de esta definicidn

podria desprenderse que todos los mundos posibles tienen que

47 Algunos autores prefieren llamarla de accesibilidad o de

relevancia ldégica. Aqui adopto la terminologia de HINTIKKaA,
quien en su libro The Intentions of Intentionality destaca
la importancia de 1la relacién de alternatividad en la
semdntica de 10s mundos posibles: <«En general, con una
ligera simplificacién uno puede decir que titodo lo que
queremos decir en la semdntica de la lé6gica modal puede ser
dicho en términos de la relacién de alternatividad», Op.
cit., pagina 28.
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ser alternativos entre 81, ya gue seria licito pensar que
cualquier descripicidén parcial de un mundo posible supone
una alternativa a cualquier otra, lo que supondria una
trivializacién hasta la inutilidad de este concepto.
Conviene, por tantoc, establecer mds firmemente cudndo una
descripcién parcial del mundo puede ser una alternativa con

respecto a oira.

Supdénganse dos teorias fisicas -ed decir, dos

descripciones parciales del mundo- que s86lo se diferencien

entre s1 por los enunciados

(13) «Al nivel del mar el agua hierve a 100°C» y

(14) «Al nivel del mar el agua hierve a 110°C».

Ambas descripciones pueden ser una alternativa, la una de

la otra. Piénsese ahora en el significado del enunciado

(14*) «Es posible que al nivel del mar el agua hierva a
110°C» .,
Este Gltimo supone, segun los criterios semAnticos

propuestos, la existencia de un mundo posible tal como aquél
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a cuya descripcién perteneceria el enunciado (14), aungque el
propio (14') podria estar entre los enunciadoa del mundo
posible descrito por el conjunto de los enunciados al que
pertenece (13) —-asi como enire los enunciados del conjunto
al que pertenece (14)-. Pero (qué ocurre s8i en el primero de
ambos mundos posibles hay algo como eso que ]1lamamos "agua”
mientras que en el segundo no? Evidentemente, el término
“agua” habria de tener referentes distintos en ambos casos,
de donde se sigue que s8e daria una diferencia en el
significado del enunciado (14') en un mundo posible y en
otro; es decir: ninguno de los dos supondrifa una alternativa
real con respecto al otro, al menos por lo gque se refiere al

punto de ebullicidn del agua.

Considero que esto es un efecto propio del hecho de gue
los enunciados toman una parte de su significado de la
teoria en la que se encuadran, del sistema descriptivo de la
realidad en el que se encueniran. Este sistema supone en
dltima instancia una amplia red tingiiistica en la que reside
el criterio de verdad apropiado para los enunciados gue la
componen, lo que se percibe de forma paradigmatica cuando se
trata con enunciados de los llamados tedricos. La relaciodn
de alternatividad se establece entre dos de esias redes

lingtiisticas, lo que significa una comunidad de términos Yy
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una comunidad de constantes 1d6gicas, aungue no, eviden-
temente, de enunciados; en definitiva, la traducibilidad de
los enunciados propios de la una a les de ia otra.%® Ast, por
ejemplo, cabe congiderar alternativas las teorias
asironémicas geocéntrica y heliocéntrica contempladas como
un conjunto de enunciados referidos al COSmoS. El
gsignificado de las constantes légicas que aparecen en ambos
conjuntos de enunciados es el mismo y también sus iérminos
constantes individuales en relacién a sus referentes (los
planetas, el sol, las estrellas), a pesar de que sufran un
desplazamiento semdntico del uno al otro. Lo que significa
que dos conjuntos de enunciados que describen mundos
posibles diversos pero alternativos han de tener algo en
comin: los términos individuales -aun contando con los
desplazamientos semdnticos, cuyos problemas asociados
intenta resolver la teoria de las funciones de
individuacién- y el significado de los signos consiantes
i6gicos -es decir, lags condiciones que determinan un

conjunto medelo-.

18 cfr. las teorias de la referencia y de la indeterminacidn
de la traduccién expuestas por QUINE respectivamente en “"Two
Dogmas of Empiricism” en From a Logical Point of View y en
Word and Object.
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Por tanto, dos mundos posibles son alternativos desde
el punto de vista de la teorfa del significado solamente =i
es posible establecer un criterio de traducibilidad entre
gus enunciados, aungque éstos sean completamente diferentes e
incluso contradictorics; es pensable un mundo en el que sea
falso todo lo que en el actual es verdadero, peroc 1los
enunciados que componen sus descripciones tendrdn sentido a
partir de idénticos principios lé6gicos y linglisticos, por

lo que existe la potestad de que ambos sean alternativos.

Asi definida, la relacidén de alternatividad permite
gsistematizar el significade de los giros del lenguaje
natural "es posible que” y "es necesario que” de forma

andloga a como se hiciera méds arriba, aungue dando lugar a

las siguientes traducciones:

«Es posible que o =¢raq. YUIA(Qaey & pRA & o€));

«Es necesario que o» =irgq. YuVA(Ooep & XA » a€dr),

La relacidén de alternatividad R se establece entre

conjuntos de enunciados y no entre los enunciados mismos. No

serd necesario para el 16gico especificar de qué tipo de
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relacién se trata ya que 1o verdaderamente importante es
determinar en cada caso qué conjuntos de enunciados
pertenecientes a un determinade sistema estdn relacionados
entre sf y las propiedades de la relacién que mantienen. Las
traducciones anteriores, ademads, impiden que se tomen los
cperadores modales como dos RBANEeTras tipogrdficamente
diferentes de decir que un enunciado es satisfactible o
universalmente vadlido, en cada caso. La confusidén de las
modalidades con propiedades de los enunciades (comoc por
ejemplo la confusién del operador 0O con el predicado
metalingiiistico "analitico”) también queda descartada con
esta traduccién que, ademds, abre una perspectiva de estudio
de las modalidades desde la l6gica de predicados de segundo

orden.
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CONJUNTOS MODELOS.

§6. La nocién de conjunto modelo.

Definicién 6.1: El conjunto ¥ de 1las fdérmulas bien
formadas (abreviadamente fbfs.) es el mds pequefilo conjunto
de secuencias de signos del lenguaje49 que cumple las
siguientes condiciones:

A) 4 es una fbf.
B) Si t y s son términos®° y @ una letra
predicativa entonces:

a) t=s es una fbf.

b) Qtitz...tn es una fbf.

C) Si o« y B son fbfs. entonces:

49 £n el capitulo anterior se dio una definicién mds informal
de fdérmula, exponiéndose entonces una lista de signos que

son los que aqui se asume como signos del lenguaje con la
sola adicién del signo 4.

0 Un término es una variable individual o una constante
individual.
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a) ~a es una fbf.

b) aAB es una fbf.

c) avBf es una fbf,

d) o3 es una fbf.
D) Si a(x) es una fbf. entonces:

a) Axa(x) es una fbf.

b) Vxa(x) es una fbf.
E) Toda fbf. precedida por un operador modal es
también una fbf.

F) Nada mds es una fbf.

Definicidén 6.2: Un conjunto modelo (que serd designado
por una de las letras minudsculas del alfabeto griego A, U,

v, susceptibles de llevar subindice) es un conjunto no vacio

de férmulas sin variables libres®! que satisface las
siguientes condiciones:

(C.4): Para todo ueQ, Aé#u.

(C.m): Si a€p entonces -a¥u.

(C.v): Si (avB)€p entonces aeu o Peu.

(C.A): Si (aAB)epy entonces acu y Beu.

51 En 1o sucesivo se usard el término sentencia como sinénimo
de férmula sin variables libres.
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(C.2): Si (eB)€p entonces -~a€u o Peu,
(C.=): Si a(a)ep y (a=b)ep entonces o(b)eu.
(C.V): Si Vxa(x)ep entonces oa(b)ey para al menos una

constante individual bed(u).
(C.A): Si Axa(x)epy entonces a(b)ey para toda constante

individual bed(u).

(c.0): Si QacueQ entonces hay al menos un A€Q tal que p
y o€X,
(c.0): Si Doepe y si AeQ y pyRA entonces a€l,

Definicidén 6.3: Una clase modelo Q es un conjunto no

vacio de conjuntos modelos.

Definicién 6.4: Un sistema modelo (S-modelo) es una

cuddrupla ordenada <Q,R,D,>>52 donde Q es una clase modelo, R

52 JaAkKo HINTIKKA, a quien debo los conceptos y la

terminologia usados, define un sistema modelo como un par
ordenado <Q,R>. Yo he optado por affadir a la definicién, con
la idea de hacerla mds versdtil, un dominio P, que no es
relevante para la l6gica modal de proposiciones pero que sfi
serd un elemento importante para la 16gica modal de
predicados, y la relacién > -evidentemente emparentada con
el conjunto ®© de las condiciones que aparecen en la
definicién de conjunto modelo-, en el mismo sentido en que
S. KRIPKE define sus estructuras modelos, pero sin
restringir a un conjunto modelo cualquiera el primero de los
elementos de la tripla ordenada. De este modo queda abierta
la posibilidad de 1la adicién o modificacién de tales
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es una relacién llamada de alternatividad que se establece
entre los cohjuntos modelos pertenecientes a Q@ de modo que
RSQZ, D es una funcién definida en Q tal que, para cada
conjunto modelo peQ, dP(u) es el conjunto de las constantes
individuales que aparecen en las fdérmulas de g y > es una
relacién que se establece entre los elementos de Q y del
conjunto ¥ de las fbfs. tal que:

o gii o€p;

oo sii no poa;

i (a=a) sii p-4;

IoAB sii o y 10-B;

wovf sii - 6 10-B;

3B s8ii a6 p-B;

i-(a=b) sii pala)esa(b);>?

I-Vxa(x) sii wa(b) para algun bED(Y);

condiciones, lo que permitird extender sin problemas esta
teoria semdntica a otros é4dmbitos intensionales, como el
epistémico, el dedéntico o el temporal, o incluso a otras
concepciones no clédsicas de los signos constantes 1d6gicos.
Cfr. HINTIKKA, J.: Models for Modalities, pdgina 61, KRIPKE,
S.: "Semantical! analysis of modal logic I: Normal modal
propositional calculi"“, pdginas 68ss. asi como "Semantical
analysis of modal logic II: Non-normal modal propositional
calculi”, pp.: 2086-220 y también FITTING, M.: “Tableau
Methods of Proof for Modal lLogics", padgina 238.

53 1a férmula ac>8 es una abreviatura de (B)A(Bra).

59



CAPITULO TRES

IAxa(x) sii pwa(b) para todo beED(u);
0o sii MEN PR y o
o sii VA€Q pRA, 2a.

No debe confundirse un S—-modelo con un modelo que
satisface una férmula. En general, un S-modelo no es una
interpretacion, sino un marco general para las
interpretaciones semdnticas de los enunciados modales. Dicho
de otro modo, un S-modelo es un sistema de conjuntos modelos
relacionados entre sif y son precisamente 1los conjuntos
modelos (en tanto que pertenecientes a una clase modelo) los
que determinan un modelo para un enunciado concreto; el
S-modelo provee de interpretaciones pero no es él1 mismo una
interpretacién. Si asi no fuera, serfia facil despojar de
toda relevancia 16gica a 1los operadores modales. Por
ejemplo, si se dijera siguiendo la definicicién de S-validez

que el enunciado

(12) Ovxa(x)

es vdlido sii para toda interpretacién 3 an(x)3=1, se
estaria tratando el operador modal de necesidad en el mismo
sentido en el que se dice que el enunciado modalizado es

vdlido. Esto significa que (12) serfia lo mismo que
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(12°*) FEVxa(x);

y en verdad para ese viaje no se necesitaban tales

alforjas.s4

Definicién 6.5: Una fdérmula o es S-satisfactible sii

para alguin S-modelo hay un peQ tal que o€u.

Definicidén 6.6: Una férmula o es S-vdlida

(abreviadamente Z“) sii para todo S-modelo y para todo

conjunto modelo peQ, aeu,

54 Creo que de algdin modo RUDOLF CARNAP comete este error en
Meaning and Necessity. Alli propone interpretar la necesidad
16gica en funcién de su concepto de L-verdad y dice: «39-1.
Para cualquier sentencia °'...*', 'N(...)’' es verdadera si y
s6lo si '...’ es L-verdadera» (pdgina 174). Pero si se tiene
en cuenta que al comienzo del libro (pdgina 8) definié el
concepto L-verdadero diciendo que <«L-verdadero se utiliza
como un explicatum de lo que Leibniz llamé verdad necesaria
y Kant verdad analftica», lo que traslada luego (pdgina 10)
a la teoria de modelos mediante la siguiente definicidn:
«Una sentencia 6; es L-verdadera (en Si) =pr 6; vale en toda
descripcién de estado (en S1)» -que es lo mismo que decir
que 6; es satisfactible por cualquier modelo (siempre en
S1)-, entonces se comprueba que efectivamente para CARNAP la
necesidad ldégica y el concepto de analiticidad o universal
validez son lo mismo, con lo que el operador de necesidad N
y el signo F se confunden.
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Definicidén 6.7: Una férmula a es consecuencia ldégica de

un conjunto no vacfo de férmulas I' en el sistema S
(abreviadamente Fga) sii hay una férmula y que es la férmula
que se consigue al conjuntar mediante el signo A todas las

férmulas de un subconjunto finito I'*cl' tal que gwaa.

Con el aparato semdntico descrito es fdcil dar cuenta
de los sistemas axiomdticos mAs importantes de la 1dégica
modal. En concreto, de los denominados sistemas normales de
16gica modal, por cuyos sistemas modelos 8e interesa
principalmente este traba jo puesto que permiten una
aproximacién global a problemas relacionados con la teoria
de la referencia, la teoria de las normas y la

epistemologia.

Sea un conjunto de axiomas cualquiera para la ldégica de
proposiciones similar al de 1la base axiomdtica de 1los
Principia Mathematica {PM} y los siguientes axiomas y reglas

de inferencia:

[x1: O(a>B)> (Oo0B)
[D]: Oo> Qx

[T]: Do a

[(B]: >0«
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[(s4]: DOo>00c

[s51: o000«

(MP): Fa, Fadpf » B
(N): Fo » FDo

(E): Foaes>p » FDOoe>0B

KrRIPKE denomina sistema normal de 16gica modal a todo
aquél que sea una extensién del sistema cuya base axiomdtica

es la siguiente:

{PM}+IKI+[T1+(MP)+(N).55

En general se puede decir que un sistema normal de
l16gica modal es toda extensién del sistema K que sea cerrada
respecto de la regla (N) de necesariedad. Esto deja a un
lado el sistema estdndar de lé6gica dedéntica D, cuya base

axiomdtica se define por:

55 cfr. KRIPKE, S.: "Semantical Analysis of Modal Logic 1I1:
Normal Modal Propositional Calculi”, pp.: 67-69 y
“Semantical Analysis of Modal Logic II: Non-Normal Modal
Propositional Calculi”, pp.: 207-209.
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{PM}+[K1+[D1+(MP)+(E),58

pero no a los denominados sistemas bédsicos de 1lé6gica
deéntica, cuyo principal exponente es el sistema KD, que si

son cerrados respecto de (N).57

Volviendo a la semdntica descrita, determinados cambios
en la definicién de la relacién diddica R, por ejemplo,
aportarfan diferentes sistemas modelos de acuerdo con los
principales sistemas axiomdticos normales. Con R reflexiva
se obtiene un S-modelo que conviene al sistema T propuesto

por FEYsS en 1937 (asi como al sistema M de VON WRIGHT,

56 En el capitulo siete se trata con mds detalle el sistema
estdndar de l6gica dedntica.

57 La semdntica de los sistemas normales es especialmente
atractiva para el estudio de los problemas de
referencialidad en lenguajes intensionales. Por otra parte,
estos sistemas incluyen aquellos axiomas y teoremas méds
interesantes para una primera aproximacién a la légica
dedéntica y a la ldégica epistémica desde una perspectiva
filos6fica. En efecto, los axiomas [K]+[{D] dan lugar, como
se ha dicho, a 1o que se denomina sistemas bdsicos de ldgica
dedntica, en tanto que si se los complementa con [S4] o con
[S5] -esto es, si se toma como base axiomdtica [K]l+[D]+[S4]
o bien [K]+[D]+[S5]- se obtienen diversas 16gicas de la
creencia. Del mismo modo, [K]+[T] fundamentan los sistemas
de 16gica modal alética y con [S4] o con [Bl (o [S5] en su
lugar) proveen de sistemas para la 16gica epistémica o del
conocimiento.
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equivalente a T como demostré en 1953 SoBociNskr) .58
Igualmente, si R es reflexiva y transitiva se obtiene un
S-modelo semdntico del sistema axiomdtico propuesto por
LEvis en 1932 que conocemos como S4, y si es reflexiva y
simétrica se tiene el sistema B (o Sistema Brouweriano)
propuesto por KrRIPKE en 1963. Del mismo modo, si R es
euclidiana (o, paralelamente, reflexiva, simétrica y
transitiva) se tiene el equivalente semdntico de S5 de
Levis, etcétera. El siguiente cuadro ofrece la definicién de
la relacién de alternatividad para algunos de los sistemas

modales normales mads importantes:

S8 Ccfr. R. FEYS: "Les logiques nouvelles des modalités"; G.H.
VON VWRIGHT: An Essay in Modal Logic; B. SOBOCINSKI: "Note on
a modal system of Feys—-Von Wright".
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Sistema. Propiedad. Cldusulas que cumple
la relacioén.
K —_— S
KD Serialidad VAIu(ARY)
T Reflexividad Yu(uRy)
B Reflexividad Yu(uRu)
Simetria VALUCARU » uURA)
S4 Reflexividad Yu(uRp)
Transitividad VAuv(ARu & pRv & ARp)
S5 Euclidianeidad VAuv (ARy & ARv & uRp)

Cada uno de los S-modelos semdnticos que surgen de
definir en un sentido o en otro la relacidén de
alternatividad como en el cuadro anterior puede recibir el
nombre, respectivamente, de K-modelo, T-modelo (o M-modelo),

D-modelo, y asi sucesivamente.®®

59 se puede pensar de forma andloga en 1los S-modelos
correspondientes a otros sistemas axiomdticos de 1d6gica
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§7. Algunos resultados con conjuntos modelos y mundos

posibles.

Teorema 7.1, (Lema de Hintikka): Todo conjunto modelo u

es simul tdneamente S—-satisfactible.

Demostracion: El teorema es evidente por la
definiciones de conjunto modelo y S-—-satisfactibilidad. Sea
<Q,R,D9,> un S-modelo cualquiera tal que pueQ, Luego para

todo acpu, x es S-satisfactible por la definicién 6.5.

Definicién 7.1: Un conjunto T finito de férmulas es
semdnt icamente consistente sii es simul tdAneamente

S-satisfactible.

modal modificando Q mediante 1la introduccién de cambios,
bien en la definicién de R, bien en el conjunto ®. Asf, por
ejemplo, J. HINTIKKA ofrece en Models for Modalities, pp.:
60-681, las siguientes condiciones como las propias de un
sistema semdntico equivalente a M:

(C.M*): Si MacpeQ entonces hay en Q@ al menos un conjunto
modelo A alternativo a 4 tal que o€,

(C.N2: Si No€y entonces €y,

(C.N): Si NocpeQ y si 2€Q y A es alternativo a U entonces
aEA ,
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Definicién 7.2: Un conjunto madximamente consistente en

sentido semdntico ¥ es un conjunto de férmulas
semdnticamente consistente y ejemplificado (es decir, para
toda fbf. de la forma Vx8(x), si Vx6(x)eM entonces hay al
menos una constante individual b tal que &(b)EA) tal que
ninguna extengién propia de A es semdnticamente

consistente.%°

Definicidén 7.3: Un conjunto veritativo 7 es un conjunto

de sentencias tal que para cualesquiera sentencias o y B:
a) A€V,
b) ¥ sii =af¥;
c) (avB)EY sii a€¥ o PeT;
d) (aAB)EV sii a€¥ y BeV;
e) (dB)EY gii o€V o PeT;
£f) Vxa(x)e¥ sii hay al menos una constante
individual b tal que a(b)€¥;

g€) Axa(x)e¥ sii para toda constante individual

60 por una extensién propia de M se entiende la adicién de
una férmula cualquiera ¥y tal que Y¥MA. Se puede observar que
todo mundo posible, tal y como fue definido en el capitulo
anterior, es el descriptum de un conjunto de sentencias
midximamente consistente en sentido semdntico.
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b, a(b)e¥;

h) 0ac¥ sii, para algin conjunto veritativo 7' tal
que [08|6e¥’ Js¥, ac¥’;

i) DOce? sii, para todo conjunto veritativo ¥’ tal

que {8|06eV}s¥’, ae¥’.

Lema 7.1: Para todo conjunto modelo p hay un conjunto

veritativo ¥V tal que pct.

Demostracidn: Extendiendo el conjunto modelo g a un

conjunto veritativo.

Sean A=<ai,...> la secuencia de todas las férmulas de ¥
con una y s6lo una variable libre, P=<ai,...> la secuencia
de todos los pardmetros que no ocuren en M y B=<B1,...> la

secuencia de todas las sentencias del lenguaje.

Sea 7Yw=¥oU¥iu..., donde Yo=p y ¥n:1=¥nuiVxd(x)28(b/x)1},
siendo & la enésima férmula de A y b el primer pardmetro de
P que no estd ni en ¥, ni en §.

Sea "¥=7%v¥%..., donde 7%=7, y ¥"*1=ruig,} si no
7“Zﬂ3n o bien ¥"*'=" en caso contrario, siendo B la
enésima sentencia de B.

Se obtiene de este modo un conjunto 7" del que se puede
probar:

1° Y es simultdneamente S-satisfactible. En efecto, 7o
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es simultdneamente S-satisfactible por el teorema 7.1.
Ahora bien, s8i 7, es simultdneamente S-satisfactible
entonces 7n+1 también lo es. Supéngase que ¥ny1 no es
simul tdneamente S-satisfactible. Entonces, como por
hipétesis ¥, sf lo es, es que 7}§ﬂ(vx5(x)98(b/x)). Por
tanto, 7}§Vx8(x) y Vngﬂé(b/x). Pero, como b es un
paradmetro nuevo con respecto a ¥, y 6, entonces se
tiene que 7}§AXﬂ6(x) y de aqui que 7}§ﬂVx8(x), lo que
hace que 7, no sea simultidneamente S-satisfactible,
contra la hipétesis. De todo esto se sigue que ¥, es
simultdneamente S-satisfactible y por tanto lo es 70,
por definici6én. Basta entonces con demostrar que si 7"
es simultdneamente S-satisfactible también lo es ¥"*1,
lo que es evidente por el propio proceso de
construccidn.
2° 7" es un conjunto veritativo. En efecto:
a) 4¢vv, puesto que 7Y es simultdneamente
S-satisfactible.
b) ac¥¥ sii =ag¥¥, puesto que, en el supuesto de
que a€¥" entonces, si también -o€¥" entonces 7" no
es simultdneamente S-satisfactible, contrariamente
a la hipétesis, y en el supuesto de que -ag¥"
entonces, por el criterio de construccién de 7%,

xe¥v,
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c) (avB)eYY sii oac¥" o Be¥Y, puesto que en el
supuesto de que (avB)e¥*, si o#¥¥ y BEYY entonces
~ae¥¥ y =Be¥Y; luego ‘V"’i;-aﬂ. Pero es evidente que
(crvB),-wd;B y por tanto ¥ no es simultdneamente
S-satisfactible, contrariamente a lo yva
demostrado. Y en el supuesto de que oc¥¥ o Be¥V",
si (avB)¢Y" entonces ~(avB)e¥" y por tanto
V"Eﬂ(avﬁ); pero al;(cth) y nuevamente %" no seria
simultdneamente S—-satisfactible.

d) (aAB)e¥Y gii ae¥ y Be¥", puesto que en el
supuesto de que (aAB)EYY, si ¥ o B¢YY entonces
~x€¥Y o =Be¥¥; luego T"';-»B o ‘V"l;-ot. aunque es
evidente que (ctAB)F;cz y (aAB)Fg, por lo que 7" no
es simultdneamente S-satisfactible, contrariamente
a lo ya demostrado. Y en el supuesto de que o€¥" y
BeY", si (aAB)¥Y" entonces - (aAB)E¥* y por tanto
7"';-:(00\3); pero a,B’;(aAB) y nuevamente 7Y no seria
simultdneamente S—-satisfactible.

e) (B)eYY gii =-oae¥" o Pe¥¥, puesto que en el
supuesto de que (a3B)e¥Y, si -~a¥¥" y BE¥Y" entonces
ax€¥" y -pBe¥¥; luego T"I;-'B. Pero es evidente que
(a—)B),cd;B y por tanto 7Y no es simultdneamente
S-satisfactible, contrariamente a 10 que ya ha

sido demostrado. Y en el supuesto de que -a€¥" o
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Bev", si (3B)EYY entonces - (adB)E¥Y y por tanto
7“§ﬂ(aéﬂ); pero wahéﬂavﬂ), o lo que es lo mismo
7“§(a+3) y nuevamente 7' no seria simultédneamente
S-satisfactible.

f) Vxa(x)e¥" sii hay al menos una constante
individual b tal que a(b)e¥", puesto que en el
caso de que Vxa(x)€¥¥, por el criterio de
construccién debe haber al menos una férmula del
tipo Vxa(x)sa(b)€¥Y, y por tanto 1”§a(b); y en el
caso de que «a(b)e¥Y, si Vxa(x)¢¥" entonces
~Vxa(x)e¥Y y, por tanto, Ax-a(x)e¥¥, de donde
7“§ﬂa(b), y ¥ no es simultdneamente S-satis-
factible, contrariamente a lo establecido.

g) Axa(x)e¥Y sii para toda constante individual,
a(b)e¥Y, puesto que en el caso de que Axa(x)e¥"
entonces TWZu(b); y en el caso de que o(b)e¥Y, si
Axa(x)¥¥Y*¥ entonces ~Axa(x)e¥¥ 'y, por tanto,
Vx-a(x)e¥Y, de donde 1”§ﬂ«(b) por el propio
criterio de construccién, y 7' no es simul-
tdneamente S-satisfactible, contrariamente a 1lo
establecido.

h) 0xe¥¥ gii, para alguin conjunto veritativo 7 tal
que {08]8e¥}sr¥, «c¥, puesto que en el caso de que

Qxe¥¥, si, para todo conjunto veritativo 7 como el
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caracterizado, o¢¥¥” entonces -o€¥Y, Por tanto,
1“§ﬂa, lo que significa, por la definicién 6.6 que
para todo conjunto peQ -o€pu. Luego T'gﬂﬁa y de
aqui que 1”§ﬂ0a, no siendo ¥¥ S-satisfactible. Por
otra parte, si hay un conjunto veritativo ¥ del
tipo descrito con respecto a Y'Y tal que oac?
entonces Qoc¥",

i) Dae¥" sii, para todo conjunto veritativo 7 tal
que {6|06ev jcv, ol puesto que si Doe¥¥
entonces, por la propia caracterizacién del
conjunto veritativo ¥, «€¥., Por otro lado, si para
todo conjunto veritativo 7 del tipo descrito o€¥
entonces 'V"Za ¥y, por la definicidén 6.6, T"I;Dcz y

por tanto DOoe?¥,

Corolario: Todo conjunto veritativo " es un conjunto

mdximamente consistente en sentido semdntico M.

lema 7.2, (Lema de Lindenbaum): Todo conjunto modelo U
es un subconjunto de algin conjunto mdximamente consistente

en sentido semdntico M.

Demostracién: La demostracién es directa a partir del

lema 7.1 y su corolario.
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Teorema 7.2, (Teorema de compacidad): Dado un conjunto
(finito o infinito) de fdérmulas T, si para todo subconjunto
finito Tocl'y, To es simultdneamente S-satisfactible entonces

I' es simultdneamente S-satisfactible.

Demostracidén: Sea I'o un subconjunto finito cualquiera
de T'. Como por hipétesis To es simultdneamente S-satis-
factible entonces, por el teorema 7.1, To puede ser
extendido a un conjunto modelo. Por tanto, por el lema 7.2,
hay un conjunto mdximamente consistente en sentido semédntico
A, obtenido por el mismo procedimiento por el que se obtiene
el conjunto 7Y mds arriba con la salvedad de que en este
caso A=<ay,...> es la secuencia de todas las férmulas de T
con una y 86lo una variable libre, P=<¢a;,...> la secuencia
de todos los pardmetros que no ocuren en o y
B=¢<¥1,...>,B1,...> la secuencia de todas las sentencias del
lengua je cuyo primer elemento es la secuencia de todas las
sentencias de I', tal que Tocl'sM, por lo que I' es al menos
consistente en sentido semdntico y por lo tanto, atendiendo

a la definicién 7.1, T es simultdneamente S—-satisfactible.
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CAPITULO CUATRO:
UN PROCEDIMIENTO SEMANTICO DE DECISION.

§8. Arboles semanticos para la 1é6gica modal alética de

proposiciones.

En este capitulo me propongo establecer un
procedimiento semAntico de decisién para los  sistemas
normales de 16gica modal de proposiciones. El procedimiento
se basa directamente en la semdntica de los mundos posibles,

por una parte, y el método de tablas o Arboles semdnticos de

E.W. BETH y RAYMOND SMULLYAN, por otra.®?

1 ¢fr. E.W. BETH: “Semantic Entailment and Formal
Derivability" en J. HINTIKKA (ed.): The Philosophy of
Mathematics, pp.: 9-41, y RAYMOND SMULLYAN: First-Order

Logic, respectivamente. M. FITTING ha aplicado también el
método de tablas semdnticas a la 16gica modal en su libro
Proor Methods for Modal and Intuitionistic Logics, con
notables resultados de los que también me considero deudor.
Tampoco puedo, ni debo, olvidar aquf el magisterio del
profesor EMILIO D1aAz ESTEVEZ ni su traba jo inédito
"Reducciones finitas de 4rboles semAnticos infinitos", al
cual también debo 1o esencial del procedimiento aquf
expuesto.
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Definicidén 8.1: Un a4rbol semdntico es una secuencia de

secuencias de expresiones del tipo B/n, donde 8 es una
férmula del lenguaje v n es un indice numérico (siendo n>0),
tal que se constituye a partir de una primera expresién «/1
segin las reglas de construccién que se establecerédn
debidamente. En rigor llamaré a esta secuencia de secuencias
de expresiones que tiene a a«/1 como primera de todas ellas

drbol S de a, o esquemdticamente dsa.sz

Definicién 8.2: Una férmula cualquiera 8 estd asociada

a un indice i en la secuencia ¥ de dsx sii en ¥ aparece la

expresioén 8/i.

Las reglas de formacién del 4rbol semdntico que van a

ser establecidas a continuacién son una aplicacién formal

62 Opto por tratar los indices que acompafian a las fdérmulas
en el drbol como parte del metalenguaje y no del lenguaje
objeto. Ambas opciones estdn presentes en la literatura
sobre Arboles modales. La primera, por ejemplo, se encuentra
en COPELAND, B.J.: "Tense Trees: A Tree System for Ki:". La
segunda, en cambio, puede encontrarse en FITTING, M.:
"Tableau Methods of Proof for Modal Logics” y en DAVIDSON,
JACKSON & PARGETTER: "Modal Trees for T and S5". Considero
que el tratamiento de los indices como parte del
metalengua je es mds elegante, ademds de reforzar el cardcter
semdntico de los adrboles modales.
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del concepto de conjunto modelo para el andlisis semantico
de una férmula modal. En sintesis, pueden describirse como
la traslacidén al procedimiento de las tablas semdnticas del
conjunto de condiciones ®8, En este sentido, es posible
concebir el Arbol semdntico como una secuencia de enunciados
metalingiliisticos acerca de un conjunto Q de conjuntos
modelos que puede mostrarse efectivamente por el solo
agrupamiento, seguin corresponda, de todas las férmulas que
aparecen en el adrbol en el conjunto modelo que determine el

indice al que cada fdrmula esta asociada,63

siendo asi que a
partir de #dsx es posible obtener en tal caso un S-modelo que

satisfaga a «.

Definicién 8.3: Una expresién de dso estd debidamente
marcada o, simplemente, marcada sii aparece junto a ella uno
de los siguientes signos: <>, <V>, <A>, <3>, 0 Uno O MmAS

indices numéricos -o bien uno o mds parédmeiros—- entre <>.

Una de estas marcas junto a una expresién significa que

va ha sido aplicada a la misma alguna de las reglas de

63 Ccon 1a salvedad de aquellos drboles que resulten cerrados,
pues en ellos no podrédn interpretarse los iIndices como
conjuntos modelos stricto sensu, como se verd mids adelante.
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formacion del drbol semdntico, encabezadas por las
siguientes:
(R.v): Si la primera expresién no marcada de Ycdga es de

la forma (Bvy)/i entonces se obtienen dos
secuencias diferentes ¥1 y ¥2 tales que S1=¥+8/i y
P2=%+y/1 y se marca la expresién con el signo <v>,

(R.A): Si la primera expresién no marcada de Ycdsa es de
la forma (BAY)/i entonces se afiaden a la secuencia
¥ tanto la expresién B/i como la expresién ¥/t y
se marca con el signo <A»>,

(R.»): Si la primera expresién no marcada de Ycdsa es de
la forma (B3Y)/i entonces se obtienen dos
secuencias diferentes 1 y ¥2 tales que F1=F+-8/i
y Y2=¥+3/i+ y se marca la expresién con el signo

<>,

Como se adelantara, es fédcil observar la correspon-
dencia directa que hay entre estas tres reglas y las
condiciones (C.v), (C.A) y (C.®»), respectivamente. Con el
objeto de afiadir nuevas reglas de formacién del A4rbol
semdntico se pueden establecer nuevas condiciones; por

ejemplo, a partir de las anteriores y la condicidén (C.=):
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(C.m=): Si ~na€y entonces o€u.

(C.av): Si ~(avB)ep entonces =-a€u y =peu,
(C.mA): Si = (aAaB)eEu entonces -~aep 6 -Peu.
(C.~2): Si ~(B)eu entonces aeu y =feu,
(C.m0): Si ~0aep entonces O-aey.

(c.-0): Si -Oxep entonces O-aeu.

Estas nuevas condiciones son fédcilmente derivables
apelando a las anotadas en el capiftulo anterior. Derivo,
como ejemplo, (C.=A). Supdéngase que -(aAB)€u; entonces por
(C.m) no se da el caso que (aAB)eu. Luego por (C.A) no es el
caso que o€y y Peu; esto es: o bien no es el caso que aEN o
bien no lo es que PBeu (o ambos), y apelando nuevamente a
(C.mn) 8se obtiene que =aep 6 =Peu. (C.20) y (C.-D0) se

fundamentan intuitivamente.

De estas seis condiciones se siguen las reglas

correspondientes:

(R.2): Si la primera expresién no marcada de JYcdsax es de
la forma --B/i entonces se aflade a la secuencia ¥
la expresién B/i y se marca con el signo
<>,

(R.AVv): Si la primera expresién no marcada de Ycdsx es de
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(R.

(R.

(R.

(R.

AaA)

)

-~0):

-0):

Se

la forma ~(Bvy)/i entonces se affaden a la
secuencia ¥ tanto 1a expresién -B/i como la
expresién ny/i y se marca con el signo <>,

Si la primera expresién no marcada de Ycdsa es de
la forma =(PAY)/i entonces se obtienen dos
secuencias diferentes 1 y ¥2 tales que S1=F+-B/i
y ¥2=%+7/1i y se marca con el signo <->.

Si la primera expresién no marcada de Ycdsax es de
la forma ~(B»y)/i entonces se affaden a la
secuencia ¥ las expresiones B/i y =Yy/i y se marca
con el signo <»>.

Si la primera expresién no convenientemente
marcada de Ycdsx es de la forma -0B/i entonces se
affade a la secuencia ¥ la expresién O-B/i y se
marca con el signo <>,

Si la primera expresién no convenientemente
marcada de Ycdsax es de la forma -[0B/i entonces se
aflade a la secuencia ¥ la expresién 0-B/i y se

marca con el signo <>,

puede prever que a estas nueve reglas de

construccién del 4rbol semdntico haya que afiadir las

correspondientes a las condiciones propias de la

cuantificacién y de los operadores modales aléticos. Las
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primeras se verdn en el capitulo siguiente puesto que, como
queda dicho ya, la cuantificacién en 1los contextos no
puramente referenciales, que es el caso de los contextos
modales, supone problemas especificos que han de tratarse a
su vez especificamente. Por otra parte, las condiciones
(c.0) y (c.0) dardn lugar a tantas reglas de formacién
cuantas definiciones de la relacién de alternatividad haya
que manejar en relacién con el S-modelo segin el que se
evalie la férmula que da lugar al 4rbol. La regla
correspondiente a (C.0) es comin a todos los S-modelos de

los sistemas normales de 16gica modal:

(R.O): Si la primera expresién de Schsa no
convenientemente marcada es de 1la forma 08/
entonces se afiade a la secuencia ¥ 1a expresidn
B/3j, donde j es el menor indice mayor que I no
aparecido hasta el momento en la secuencia, y se

marca con <j>.
Las reglas correspondientes a (C.0), en cambio,
difieren en funcién del S-modelo elegido para revisar la

férmula.

Definicidén 8.4: Se dice que un indice j es relevante
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para otro indice i en la secuencia ¥ de #dsax (abreviadamente,
i~j) sii el indice j aparece en ¥ al marcar una férmula del

tipo 0B asociada al indice 1i.

La nocién de relevancia entre indices también podria
denominarse de K-relevancia (lo que podria escribirse i§j,
para dos indices cualesquiera i y J), por lo que cabe
definir las nociones oportunas de relevancia para cada

sistema normal T, B, S4 y S5:64

Definicién 8.5: a) Vi, jes i?j sii i~j 6 i=j.

b) Vi,je? ixj sii i~j 6 j~i.

c) Vi, jey i§4j gii i~j 6 3Ike¥ ji~k~j.

64 la nocién de relevancia entre indices en el &rbol
semdntico estd evidentemente emparentada con la relacién de
alternatividad definida entre los miembros de una clase
modelo. Las definiciones de T-relevancia, B-relevancia,
etcétera son la forma de trasladar a los 4drboles 1o que se
dijo en el capitulo anterior sobre la relacién de
alternatividad y sus propiedades en los diversos sistemas
modelos. En este sentido, cabe destacar la definicidn de
S5-relevancia que no recoge ninguna restriccién especial
relacionada con la definicién de relevancia entre indices,
puesto que la relacién de alternatividad en S5 es una
relacién de equivalencia: todos los indices que aparecen en
la secuencia ¥ son relevantes los unos para los otros. La
definicién de D-relevancia aparece en el capitulo siete,
dedicado a la interpretacién dedéntica de los operadores de
modalidad.

82



CAPITULO CUATRO

d) Vi, jet Iygd-

(Rs.0):%% Si la primera expresién no debidamente marcada en
Ycdse es de la forma OB/i entonces se afiaden a la
secuencia ¥ todas las expresiones B/j1,... B/in,
estando Jj1,... Jn por todos los 1{ndices que
aparecen en la secuencia tales que iEjk, para

i<k<n, y se marca con <ji,... Jjn>.

Es conveniente establecer un orden de aplicacién de las
reglas de formacién del a4rbol cuando en una misma secuencia
hay mads de una fdérmula no convenientemente marcada. Con este
fin, las reglas anteriores pueden ser divididas en tres

grupos diferentes:

1° Aquellas reglas que provocan la aparicién de nuevos
indices en el arbol: (R.{).
2° Aquellas reglas que provocan la bifurcacién del

drbol: (R.v), (R.») y (R.=A).

65 la ese subscrita esta por cualquiera de los sistemas
tratados K, T, etcétera. A partir de esta regla, por tanto,
podrd hablarse de las reglas (Rx.0), (RT.0) y ast
sucesivamente.
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3° El resto de las reglas de formacién del A4rbol

semdntico.

Dados una secuencia abierta ¥ncdsx y un conjunto de
expresiones no convenientemente marcadas I'c?,, las reglas de
formacién del 4rbol deben aplicarse a I' en orden de
prioridad inverso al establecido en su divisién por grupos

anterior.

Definicién 8.6: Se dice que una secuencia ¥, es cerrada
sii aparecen en ella dos expresiones de la forma B/i y -B/i,
donde la férmula B es atémica, esto es: no ocurre en ella
ninguno de los signos A, v, 2, ni operadores légicos y, por
tanto, no se le puede aplicar ya ninguna de las reglas de
construccién. El cierre de wuna secuencia se simboliza
mediante un aspa al final de la misma. Cuando todas las

secuencias de un &4rbol son cerradas se dice que el A&rbol

mismo es cerrado.

Evidentemente, cuando una secuencia ¥ es cerrada, el
indice i al que aparecen asociadas las férmulas B y =8 no
puede ser interpretado como un conjunto modelo, puesto que
por la definicién 6.2 si Peu; entonces =-f¢u;. Luego en una

secuencia tal los indices no representan conjuntos modelos,
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debiendo ser interpretada 1la secuencia como un intento
fallido por construir un S-modelo que satisfaga la férmuia

inicial.

§9. El teorema fundamental de los drboles semdnticos.

Definicién 9.1: Se dice que una expresién B/i
perteneciente a una secuencia ¥ depende de cualquier otra
expresiéon o/j aparecida en la secuencia 8i B/i es a/j o
aparece en ¥ por la aplicacién de una de las reglas de
formacién del Adrbol sobre una expresién y/he¥ que dependa de

ofj.

Teorema 9.1: Si o es S-satisfactible entonces hay al

menos una secuencia Incdsa tal que si, para un Indice
cualquiera i y una formula cualquiera B, PB/i€¥n depende de

o«/1 entonces B es también S-satisfactible.

Demostracidén: El teorema se demuestra por induccién
sobre el numero de aplicaciones de las reglas de formacidén
del A4rbol. Sea m dicho niimero y m=0. Entonces ¥n={a/1} y por
hipétesis x es S-satisfactible. Quede demostrado el teorema

para cualquier m>0 y demuéstrese ahora que también vale para
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m+1l. La m+i-ésima aplicaciéon de las reglas de formacidén del

4rbol puede ser de una de las siguientes:
¢ (R.A) sobre una expresién del tipo (ya8)/i. Luego se
obtienen en la secuencia ¥n las expresiones ¥/i y &/i.
Como (yA8) es S-satisfactible por la hipétesis de 1la
induccién hay un Ui que es consistente, pues ha de
cumplir la condicién (C.a), tal que (YAd)eu;, vyeu; vy
deui; y por las definiciones 6.2 (de conjunto modelo) y
6.5 (de S-satisfactibilidad), 7y y & han de ser ambas
S-satisfactibles.
¢ (R.v) sobre una expresién de la forma (yvd)/i. Luego
se obtienen dos secuencias diferentes a partir de ¥n
tales que la primera es Ih+y/i y la segunda es Fn+6/i.
Por hipétesis.de la induccién (yvd) es S-satisfactible,
lo que significa que hay un conjunto modelo H; tal que
o bien yeu; o bien 6€u;j; de modo que por la definicién
6.2 (de conjunto modelo) y 1la definicién 6.5 (de
S-satisfactibilidad) al menos una de ambas férmulas ¥ o
8 es S-satisfactible.
¢ (R.») sobre una expresién de la forma (y98)/i. Luego
se obtienen dos secuencias diferentes a partir de ¥n
tales que la primera es Sh+Y/i y la segunda es In+6/i.
Por hipétesis de la induccién (¥98) es S-satisfactible,

de donde se sigue que hay un conjunto modelo Ui tal que
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o bien =Y€u; o bien d€uj; de modo que nuevamente por la
definicién 6.2 (de conjunto modelo) y la definicién 6.5
(de S-satisfactibilidad) al menos una de ambas férmulas
Y 0 & es S-satisfactible.®®

o (R.O sobre‘una expresién del tipo 08/i. Luego se
obtiene &/j, siendo j un indice nuevo tal que jgj. Hay,
por tanto, un p; y un u; tales que Odeu; y deuy y
MiRu;, y por tanto, por las definiciones 6.2 y 6.5, &
es S-satisfactible.

¢ (Rs.O) sobre una expresién de la forma 08/i. Luego se

obtiene la secuencia <a/1,... 08/i, &/j1,... 6/in>,
donde J1,... Jn€fn ¥y i§j1,... 1§jn. Hay, por lo tanto,
unos Hi, HMj1,... HMHjn tales que Doeu;, Oepjy,... O€ujn,
con MiRuja1,... MUiRUjn ¥y nuevamente por las definiciones

6.2 y 6.5, & es S-satisfactible.®”’

Definicién 9.2: Se llama secuencia asociada J; a la

secuencia ¥ncdsx a la n-tupla ordenada <¥o, ¥Fi1,... Fn> tal

que ¥o es el conjunto de todas las férmulas elementales de

66 1a prueba para (R.mA), (R.nv), (R.=®»), etcétera se

desarrolla en términos idénticos.

57 La prueba para (R.~0) y (R.-0) se desarrolla de la misma
forma.
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¥n (es decir, las férmulas atémicas y atémicas negadas que
aparecen en ) vy ¥Fa, con O<msn, el mAs pequefio conjunto de
férmulas de ¥, tal que:
1. a) 86/i€F, sii 6/1€Fy_1.
b) ~(8AN)/i€Fy 8ii 18/1€Fy_1 6 N/i€Fy_1.
¢c) ~(évn)/i€F, sii una de las dos fdérmulas -86/i
6 ~n/i pertenece a Fu-1 ¥ la otra pertenece a
¥; con jsm-1.
d) = (&n)/i€¥F, sii una de las dos férmulas &/i
6 -n/i pertenece a ¥un-1 y la otra pertenece a
F; con jsm-1.
e) ~08/ieF, sii 0~6/i€Fu-1.
£) ~08/i€Fy sii 0-6/1€Fq_q.
g) Ax8(x)EFy 8ii Vx6(x)€Fp-1.
h) “Vx6(x)€Fm sii Ax8(x)€Fn_1.
2. dvn/i€F, sii 8/i1€Fp.1 6 N/i€Fy_1.
3. 6An/i€¥, sii una de las férmulas &8/i 6 n/i
pertenece a ¥y-1 y la otra pertenece a 55- con
Jsm-1.
4. n/ic€F, 8ii 6/i€Fq-1 6 N/ i€Fu-1.
5. 06/i€¥y sii, siendo <j,k,...n> la secuencia de
todos los ifndices que aparecen en 3, tales que
igd, ivk,... iyn, 8/ 3€Fn-1, 8/k€Fp-1,...

S
8/ n€Fy.1.
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6. 06/i€¥, sii hay un indice je€¥, tal que izj vy
6/ 1€Fn-1.

7. Ax6(x)/i€¥, sii, siendo <ax,...an> la secuencia
de todos los pardmetros que aparecen en $n en
cualesquiera fdérmulas asociadas a cualquier
fndice J tal que j;i, SCax)/i€¥Fm-1,...
5(an)€F¥u-1.

8. Vx86(x)/i€¥, sii aparece un pardmetro ax en la

secuencia ¥ tal que 6(ax)/i€Fn-1.

Lema 9.1: Para toda fdrmula o y toda secuencia In no
cerrada de dgx, hay un S-modelo que S-satisface simul-

tdneamente a todas las férmulas de $n.

Demostracién: Este 1lema se demuestra por induccidén
sobre el subindice de los conjuntos de la secuencia asociada
a In. Se crea un S-modelo tal que para todas las fdérmulas
pertenecientes a la secuencia asociada ¥po a la secuencia %n,
si «/i€¥Fp entonces a€y;, siendo Q={p1,... Unl, donde m
representa al numero de indices que aparecen en ¥n y 15i<m,
observando la relacién de alternatividad las cl4dusulas
propias del S-modelo en cuestién. Efectivamente, por la

definicién 6.2 de conjunto modelo, un S-modelo como el

anterior hace S-satisfactibles a todas las férmulas
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elementales de ¥o puesto que no se viola en ningdn caso la
condicién (C.n), lo que es obvio ya que la secuencia no es
cerrada. Supéngase ahora que el lema es vdlido para todas
las férmulas pertenecientes a ¥,. Se demuestra entonces que
también lo es para todas las férmulas pertenecientes a Fns1
indagando todos 1los casos posibles. Sea B una férmula
cualquiera tal que B/i€Fn.1:

1. a) Sea B:778. Por hipétesis -8/i€¥Fn,1 y por la
definicién 9.8(1a) &8/i1€¥,. Como por hipétesis de la
induccién & es S-satisfactible es que hay un
S-modelo <Q,R,D,>> y un conjunto modelo K;€Q tal que
deu; (definicién 6.5). Si B no fuera S-satisfactible
entonces, por la definicién 6.4, para todo Ui€Q, no
ui>~-8, de donde u;>8é y por tanto -8€u;, contra
(C.m) y la hipétesis de la induccidn.

b) Sea PB:7(8An). Por hipétesis, -(6An)/i€Fnps41. Por
la definicién 9.8(1b) =-8/i€¥, 6 -n/i€¥,. De este
modo, como por la hipétesis de la induccién toda
fédrmula indexada perteneciente a Fn es
S-satisfactible, por la definicién 6.5 hay un
S-modelo <Q,R,D,>> y un M€ tal que =6€u; 6 -ney;.
Supéngase que B no es S-satisfactible. Entonces por
la definicién 6.4 es que para todo conjunto modelo

Ui€Q, no ui>(8An), de donde uUi>6AN; entonces up>d y
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pi>n y por tanto deu; y nepi, contraviniendo (C.=).

c) Sea B:~(évn). La prueba se desarrolla como en el
caso anterior.

d) Sea B:-(5n). Como en los casos anteriores.

e) Sea B:06. Por hipétesis -06/i€Fr,1. Por la
definicién 9.8(1e) 0-8/i€¥, y, por la hipétesis de
la induccidén, ¢~ es S-satisfactible, 1o que
significa, atendiendo a la definicién 6.5, que hay
un S-modelo <Q,%,D,> y un meQ tal que O-6ey;;
luego por (C.0) en la definicién 6.2 hay un p;eQ tal
que MiRe; y -6€uj. En el supuesto de que B no fuese
S-satisfactible, por 1la definicién 6.4 para todo
Ui€Q no ui>086; de aqui se sigue que pi>08 y de aqufi
que Vu;eQ p;Ryy; ppS; y por tanto O€uy. Pero como
por hipétesis de la induccidén -d€u; se viola la
condicién (C.n) en la definicién 6.2 de conjunto
modelo.

f) Sea B:7056. Como en el caso anterior, pero
apelando a (C.0).

Sea B:dvn. Por hipétesis, Ovn/i€Fn,1. Por la
'definicién 9.8(2) se tiene que &8/i€¥, 6 n/i€¥, y por
hipétesis de la induccién o bien Ps) es
S-satisfactible o bien 1lo es 1n. Luego, por la

definicién 6.5 hay un S-modelo <«Q,R,D,>> y un ;e
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tal que Seu; 6 nNeEY;. Pero si B no fuera
S-satisfactible entonces, por 1a definicién 6.4,
para todo ui€Q, no p;>dvn; entonces > (dvn); luego
pi>éAa-n; de aqui que tanto Mi>8 como up>nN; y por
tanto =8€u; y -n€y;, contrariando (C.=~).

Sea B:6An. La demostracidén sigue el curso del caso
anterior. Hay que tener en cuenta para el paso de la
induccién que por la definicién 9.8(3) sélo una de
las dos subférmulas de B pertenecerd a ¥F,,
perteneciendo la otra a ¥x; pero k<n, por lo que el
paso de la induccidén es correcto.

Sea B:55n. Como en los casos anteriores.

Sea B:08. Por hipétesis, 06/i€¥n 1. De nuevo por la
definicién 9.8(5) se tiene que <&/j, &/k,...

k,... Ii~m. Por

&/m>€¥,, donde j,k,...m,€¥n y igj, i~ 3

s
hip6étesis de 1la induccidn, todas las férmulas
pertenecientes a ¥, son S—-satisfactibles. Luego hay
en virtud de la definicién 6.5 un S-modelo <Q,R,D,>>
Yy unos Mj,Mk,...Un€Q tales que MiRuy, MRk, ...
HiRum y  Oeuy, ey, ... S€py . Si B no fuera
S-satisfactible entonces, apelando a la definicién
6.4, para todo u;€Q, no u;>06; luego ui>D0S8, lo que
significa que u;>0n8 y por tanto que 3u;ER puiRu;

u>8, de donde se obtiene que -8euj;, contra (C.n) y
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lo establecido en la hipétesis de la induccidn.

6. Sea B:05. De aqui que 08/i€¥,,1. Por la definicién
9.8(8) de secuencia asociada &6/;€¥,, donde j es un
indice tal que Jj€¥n y 1"§j. Por hipdétesis de la’
induccién & es S-satisfactible. Luego por la
definicién 6.5 hay un S-modelo <Q,R,D,>> y un p;eQ
tal que piRu; y oe€u;. En el supuesto de que B no
fuese S-satisfactible entonces, por la definicién
6.4, para todo Hi€Q, no u8; es decir, > 908;
luego uix~8; de aqui que Vu;eQ uiRu; pp-d; y por
tanto =8€uj, violdndose una vez mads la condicién

(C.n).

Lema 9.2: Dada una fdrmula S-satisfactible cualquiera
o, hay al menos una secuencia $ncdsx tal que se puede
mostrar un S-modelo que hace a todas las fdrmulas de I

simul taneamente S-satisfactibles.

Demostracién: Este segundo lema se demuestra por
induccién sobre la longitud de una secuencia cualquiera
Fncdgor, Sea long(Fn)=1. Por tanto In=<a/1>, Como por
hipétesis a es S-satisfactible queda demostrado el lema.
Supéngase ahora que ha sido demostrado para long(¥n)z=m y

demuéstrese para long(¥n)=m+1. Sea B/i la m+i-ésima férmula
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de la secuencia ¥n. Por hipétesis de la induccién hay un
S-modelo que S-satisface a todas las férmulas de la
secuencia Yn-B/i. Si una vez afladida a la secuencia la
GUltima férmula no hay ningdn S-modelo que satisfaga a todas
las férmulas de 1la secuencia entonces para cualquier
S-modelo se puede encontrar una férmula en la secuencia $n
que no es S-satisfactible. Esta férmula ha de ser B, lo que
va contra lo establecido por el teorema 9.1, ya que B/i
depende de «/1 por sucesivas aplicaciones de las reglas de
formacidén del Arbol y debe haber alguna secuencia en la que
B sea S-satisfactible. Por tanto, debe haber un S-modelo que
satisfaga a todas las férmulas de la secuencia Fp=<a/1,...

B/i>.

El siguiente teorema es una prueba mediata de

correccién y completitud. Lo llamo teorema fundamental de

los drboles semadnticos.®®

68 Tanto el nombre como el teorema mismo los debo a Diaz
EsTEVEZ, E.: "Reducciones finitas de 4rboles semaAnticos
infinitos". Mds adelante, en el capitulo ocho, se utilizara
este teorema para demostrar la completitud de los sistemas
normales de lé6gica modal proposicional. Es en este sentido
que lo considero una prueba mediala.
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Teorema 9.2: dsa es cerrado sii o no es

S-satisfactible.

Demostiracidén: Este teorema se demuestra en dos partes:

12 Si o fuese S-satisfactible entonces por el lema
9.2 habria una secuencia ncdsax cuyas férmulas serfian
simul tdneamente S-satisfactibles. Pero s8si J¥n fuese
cerrada serfia, por definicién de <cierre, porque
aparecieran en la secuencia una fdérmula atémica y su
negacién, por lo que las férmulas de ¥n no serian
simultdneamente S-satisfactibles. De donde si ¥n es
cerrada entonces o no es S-satisfactible.

28 Si dsx no es cerrado es porque hay una
secuencia Y, abierta. Por el lema 9.1 si ¥» es abierta
entonces es posible mostrar un S—-modelo que S-satisface
a todas las férmulas de ¥,. Luego a es S-satisfactible.
Y por contraposicién s8i a no es S-satisfactible

entonces #dsax es cerrado.

5

rolario 1: o« es S-vdlida (za) sii dsna es cerrado.

Corolario 2: o es consecuencia ld6gica de un conjunto no

vacfo de fdérmulas T en el sistema S (Fga) sii hay una

férmula y qQue es la formula que se consigue al conjuntar
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mediante el signo A todas las fdrmulas de un subconjunto

finito I''cl' tal que ds~(y>x) es cerrado.

§10. El procedimiento de los drboles semdnticos aplicado a

los sistemas normales de l16gica modal prdposicional.

En virtud del corolario 1 del teorema 9.2 queda claro
que puede utilizarse el procedimiento de los 4rboles
semdnticos como una prueba semdntica de S-validez
simplemente construyendo el 4rbol de 1la negacidn de la
férmula que se quiere demostrar S-vdlida y comprobando que
cada una de las secuencias que lo constituyen es cerrada.
Siguiendo esta linea se puede fdcilmente mostrar que los
diferentes S-modelos aqui tratados son 1los equivalentes
semdnticos de los sistemas axiomdticos normales de 1dégica
modal; es decir: que toda férmula demostrable en un sistema
dado S es S-vdlida. Las siguientes son las pruebas de
T-validez de los dos axiomas que caraterizan al sistema T de

Feys:%°

69 cfr. FEYs, R.: Modal Logics, p.: 123. Los D-modelos serén
tratados en un capitulo aparte por su interés para la teoria
de las normas.
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[T] Ooa

A (o) /1 <>
Dax/1 <1>
o/ 1
a/1

X

[T] o axioma de la necesidad es, consecuentemente al
drbol desarrollado arriba y a lo expuesto, T-vdlido, ya que
la Unica secuencia del &arbol es cerrada, lo que significa

que la férmula -(Oodax) no tiene ningin T-modelo que la

satisfaga.’®

[K] OCa>B)-> (0c=>08)

~(OCB)>(De=>0B8)) /1 <>
OCa=B)/1 <1,2>
~(O>0B) /1 <>
(o2B)/1 <>>
Ox/1 <1,2>
-08/1 <>

70 E1 axioma de la necesidad no sélo es T-vdlido, sino
también B-vdlido, S4-vdlido y S5-vdlido, como se puede
comprobar c¢on facilidad. La verdad es que toda fdérmula
T-vdlida es B-vdlida o S4-vdlida y toda férmula B-vdlida o
S4-vdlida es S5-vAlida, a su vez, sin que se dé tal relacién
en el sentido contrario. De los sistemas normales de lé6gica
modal, S5 es, evidentemente, el mAs fuerte, pudiéndose
probar la inclusién del resto de los sistemas normales de
16gica modal de proposiciones en este utltimo mediante el
procedimiento de los drboles semdnticos.
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SN

=x/1 B/1
o/1 o/
0-B/1 <2>
~p/2
(B)/2 <>
o/2

N

Este segundo axioma del sistema T expuesto por FEYS es,
evidentemente, el axioma caracteristico del sistema K, el
cual, por su simplicidad, sélo es interesante en la medida
en que el resto de los sistemas denominados normales son una

extensién suya. El drbol para [K]l, aplicando (Rx.0) en lugar

de (Rr.0), seria el siguiente:

- (0¢B)>(Da>0B8)) /1 <>
O(a>»B) /1 <2>
=2 (0=0B)/1 <>
O/ <2>
~0B/1 <>
0-B/1 <2>
~p/2
(aB)/2 <>>
a/2

N
/2 B/2

X

El siguiente es el A4rbol T de la negacién del axioma

caracteristico de S4:

98



CAPITULO CUATRO

[S4]1 Oc>00c

2 (0o->000) 71 <>
Oo/1 <1,2>
-000/1 <>
00~a/1 <2>
Ona/2 <3>

a0/3
a/1
o/2

El 4rbol se acaba sin que se produzca cierre alguno si
se emplea la regla (Rr.0), lo que significa que [S4] no es
T-vdlido desde el momento en que se puede establecer a
partir de la secuencia abierta un modelo que T-satisface su
negacién. Sin embargo, se puede ampliar el Arbol utilizando
la regla (Rs4.0) en lugar de (Rr.0), esto es: marcando la
segunda expresién del Arbol también con <3>, puesto que si

1~2 y 2~3 entonces, por la definicién 8.5(c¢), 1~.3, con lo

S4
que ds4~[S4] queda del siguiente modo:

2 (Bo>00x) /1 <>
Ox/1 <1,2,3>
~00x/1 <~>
00-a/1 <2>

0-~a/2 <3>
—20/3
o/1
o/f2
a/3
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Otro tanto pasa con #1~[Bl], la negacién del axioma

caracteristico del sistema B:

[B] a0

2(o=>000) /71 <>
a/1
a00a/1 <>
00~a/1 <2>
Ona/2 <2>
a0/2

dr~[B] se acaba sin cerrarse, por 1o que puede
mostrarse un modelo que T-satisface a la negacién del axioma
caracterfstico del sistema B. En realidad no sé6lo se trata
en el caso anterior de #1r~[B], sino que también es ds4n[B],
por lo que [B] no es tampoco S4-vdlida. Lo mismo ocurre si

se desarrolla #g-[S4], por lo que los sistemas S4 y B son

independientes entre si:

2 (0>000) /1 <>
Oox/1 <1>
A000/1 <>
00~a/1 <2>
Ona/2 <3>
~/3
a/1

El siguiente 4rbol, aplicando (Rg.0), 81 es una

prueba de que g[B]:
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~(e>00ax) /1 <>
a/1
S00a/1 <>
00-a/1 <2>
Ona/2 <1>
-0/ 1

X

Efectivamente, por 1la definicién 8.5(b), como

1~2

entonces 231 y la expresién 0O-a/2 se marca con <1>, dando

lugar al cierre.

La S5-validez del axioma caracteristico de S5
demuestra con el cierre de dss[S5], la negacién de

axioma caracteristico:

[S5] Qo0

2 (QoD0x) /1 <>
Qa/1 <2>
“D0a/1 <>
a/2
00-a/1 <3>
O-a/3 <1,2>
=0/ 1
/2

8se

su

Un 4rbol T (o S4 o B), en cambio, no se hubiera

cerrado:

a0 D0a) /1 <>
Qa/1 <2>
“0a/1 <>
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a/2
00~ax/1 <3>
Oua/3 <3>

/3

El sistema S5 es independiente de los demds sistemas
normales de 16gica modal de proposiciones, pero no asfi al
revés, ddandose el caso que [Kl, [T], [S4] y [B] son teoremas
de S5, lo que resulta evidente si se comprueba que todo

Arbol T, S4 vy B es a su vez un arbol S5.

8§11, El uso de los 4rboles semdnticos como tablas

semdnticas.

El procedimiento de 1los A4rboles semadnticos no sdélo
permite demostrar la S-validez de aquellas fdérmulas que son
teoremas de cualquiera de los sistemas 16gicos tratados,
sino que también es efectivo para otros menesteres tales
como obtener un modelo para las férmulas que son
S-satisfactibles o decidir si una fdérmula es consecuencia
l6gica de otra u otras en un determinado sistema. En este
tiltimo caso el procedimiento es simple s8i se apela al
corolario 2 del teorema 9.2. Sea, por ejemplo, la siguiente
demostracidn de consecuencia légica mediante el

procedimiento de los Arboles semdnticos:
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Ox, 08 E 0 (o)

[ (QxAdB)»0 (axAB)1/1 <>
(OxA0B) /1 <A>
20 (xAB) /1 <>

Oa/1 <1,2>
0B/1 <2>
O~ (aaB) /1 <1,2>
B/2
o/1
o2
S(aap)/1 <>
2(oAB) /2 <>

SN

o/ 1 =8/1

X 7N
ax/2 af/2

X X

El uso de 1los 4rboles semdnticos como tablas para
obtener modelos de‘férmulas S-satisfactibles se fundamenta
en la demostracién del lema 9.2. Se ha dicho que cuando un
drbol tiene todas sus ramas cerradas la férmula inicial no
es S-satisfactible Y, por tanto, su negaciodn es
universalmente vdlida. Pero si alguna de las secuencias que
componen el 4Arbol no se cierra entonces, merced a 1lo
establecido por el lema 9.1, puede encontrarse un modelo
efectivo que S—-satisface a la férmula inicial del siguiente
modo: a partir de una de las secuencias abiertas se adjudica

cada férmula que aparezca en la misma a un conjunto modelo
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U1, M2, etcétera, segin el indice al que 8se encuentre
asociada en el 4rbol y se marca con un 1 en la tabla (si el
signo principal de la férmula es - entonces se coloca en la
tabla la férmula sin la negacién, la cual, por la condicién
(C.mn) en la definicién 6.2, no pertenece al mismo conjunto
modelo y se marca con un 0O en la tabla); la definicién de
indices relevantes provee la relacién de alternatividad

entre conjuntos modelos.

Con estos elementos es fdcil establecer un modelo de
cualquier férmula satisfactible en cualquiera de los
sistemas normales de légica modal de proposiciones. Sea, por

ejemplo, dr0(a>B)A-(OaxvOp).

OCe2p)A-(OaxvOB) /1 <A>
OCa>B)/1 <1,2,3>
2 (OavOB) /1 <>
(a>B)/1 <>
A00/1 <>

-0B/1 <~>

~a/1 B/1

O-a/1 <2> 0-a/1 <2>

0-B/1 <3> 0-B/1 <3>

ao/2 /2

(a3B)/2 <> (aB)/2 <>

-B/3 2p/3

(a3B) /3 <>> (3B)/3 <>
aa/2 B/2 aa/2 B/2
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N N N 7N

a0/3 BSE a0/3 B/§: ~a/3 B/3 /3 p/3

De las ocho secuencias que componen este &4rbol, cuatro
son abiertas; lo que supone que 8se pueden dar cuatro
T-modelos diferentes de la férmula inicial. Basta con

confeccionar cuatro tablas de las que doy una a titulo de

ejemplo:
T a B (=38) Ox 0O O-a 048 (DavOp) 0O(ap) =
Ui o - 1 0 0 1 1 0 1 1
Uz o - 1 - - - - - - -
Us 0 O 1 - - - - - - -

Esta tabla corresponde a la primera secuencia abierta
por la izquierda en el &rbol. Se trata de un T-modelo de la
fé6rmula Z:0(0B)A-(0OxvOB) en el que Q=<ur, pz, H3> y la
relacién R posee la propiedad reflexiva, de modo que se
puede establecer el siguiente y simple grdafico que explicita
la relacién de relevancia entre indices en el Arbol, estando
¢n por el conjunto de las férmulas de la secuencia asociadas

al Iindice n:
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P2
‘Pl/
\

93

§12. Arboles semdnticos infinitos por causa de la iteraciédn

de operadores de modalidad.

Los 4rboles semdnticos son, como se ha visto,
secuencias de férmulas indexadas que se obtienen a partir de
una fdérmula inicial cualquiera. En esencia, se trata de un
procedimiento analfitico que disuelve en sus componentes
badsicos una fdérmula del lenguaje, pudiéndose prever el
desarrollo de la secuencia por la mera forma de la férmula
inicial, ya que es factible diseflar Arboles semanticos
caracteristicos de tipos diferentes de férmulas si se las
agrupa siguiendo criterios puramente estructurales. Esta
observacién, por otra parte obvia, tiene interés para el
estudio de aquellas secuencias que, en virtud de Ila
aplicacién de las reglas de formacién (R.O) y (R.9) se
desarrollan infinitamente sin que se dé un cierre efectivo
de todas sus ramas o queden todas las expresiones que las
componen debidamente marcadas; 1lo cual significa que se

puede encontrar algin tipo de férmula cuyo A4rbol ni se
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cierra ni se termina, por lo que se hace imposible decidir,
apelando al procedimiento descrito, si la férmula inicial es
S-satisfactible o no lo es, as{ como mostrar un S-modelo

efectivo en el caso de que lo fuera.

El método de 1os A4Arboles semdnticos pretende ser
decisorio. De hecho, tal y como queda expuesto, es un
procedimiento efectivo de decisién para algunos sistemas
normales de 16gica modal de proposiciones como, por ejemplo,
para el sistema modal T, pero falla por lo que respecta a
los sistemas S4 y S5, ya que para ambos cabe la posibilidad
de encontrar 4rboles modales que se desarrollan hasta el
infinito en el sentido apuntado mds arriba. Obsérvese, por

ejemplo, ds4n(00c>00x) ;7!

2 (00a>0D0x) /1 <>
Mas/1 <1,2,3,4...>
2000/1 <>
Qa/1 <2>
00~a/1 <1,2,3,4...>
o/2
Qa/2 <3>

71 Esta férmula es usada también como ejemplo por HUGHES &
CRESSWELL para ilustrar su regla de las cadenas repetidoras,
con el que el aquif expuesto, sugerido por el profesor
ALFREDO BURRIEZA, tiene un indudable débito. Cfr. HUGHES,
G.E. & CREssWELL, M.J.: Introduccidn a la 16gica modal, pp.:
98-101.
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Ona/1 <4>
0-a/2
a/3
Qa/3
0-a/3
/4
Qa/a
O0-a/4a

La existencia de secuencias infinitas en S4 y S5 se
debe a la proliferacién de indices generada por la iteracién
de operadores modales y a la particular naturaleza de la
relacién de alternatividad, que es transitiva en ambos
sistemas. En general puede mostrarse que si en una secuencia
cualquiera ¥ de un 4rbol S4 o S5 aparece una férmula tal que
uno o més operadores de posibilidad caen bajo el alcance de
uno o mas operadores de necesidad o bien ¥ es cerrada o bien

no se termina, desarrolldndose indefinidamente.

Efectivamente, las segunda y cuarta férmulas indexadas
de la secuencia anterior son del tipo descrito. De hecho, si
se observa la secuencia con detenimiento, son ellas las
responsables de que el Adrbol se prolongue hasta el infinito.

Generalizando la estructura de esta secuencia se observa el

108



CAPITULO CUATRO

desarrollo normal de un adrbol S4 infinito:’?

o n‘Ok./i <j
O"'qbnoea/j <:>

En?kg/l <l,m,n,fi,...>
a 0 a/1 <1,m,n,#%,...>

ng/l <m>
o1 o/m <n>
O 0 a/m <m,n,f,...>

Okglé <fi>
m-1 ko a/n
D" 0 a/n <n,%,...>

K’
/n
Dm- ioQQ _qa/h
o/ <K,...>

Ok&/h

72 He suprimido las repeticiones de expresiones en el
siguiente esquema para evitar que se prolongue tediosamente.
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La estructura de un 4rbol S5 infinito es similar aunque
algo mds compleja puesto que todas las expresiones cuyo
signo principal sea el operador 0 han de marcarse con la

totalidad de los fndices aparecidos en la secuencia.

Lo importante aqui es apreciar que en una secuencia sin
fin de este tipo més tarde o mis temprano acaban
reproduciéndose estructuras anteriormente aparecidas. En el
caso anterior, las férmulas asociadas a los Iindices m y #
son las mismas y, por el desarrollo del 4rbol, puede
preveerse que a partir del punto donde ha quedado abandonado
se volverd a reproducir una secuencia idéntica de férmulas
asociadas a otro indice alin por aparecer. Estas
observaciones llevan a la conclusién de que, interpretados
los indices como mundos posibles, si Ux es una alternativa a
Um ¥ lo componen exactamente los mismos enunciados que a
éste entonces Un y Ux son el mismo mundo posible; o dicho de
otro modo, los conjuntos modelos iPn ¥y Hx Son iguales, puesto
que los componen los mismos elementos, lo que hace que la
relacién R que mantinen pueda reinterpretarse
matemdticamente como una relacién de igualdad: un=ux. Tal
apreciacién permite definir una nueva e importante nocién
referente a los 1indices que aparecen en una Ssecuencia

arbdrea:
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Definicidn 12.1: Se dice que un indice j es congruente
con otro fndice i en la secuencia ¥ de #dso (abreviadamente,
igj) sii igj y para toda fdérmula y€¥ asociada a j, ¥y también

estd asociada a 1i.

El concepto de congruencia va a permitir obtener un
procedimiento para evitar el decurso infinito de la
secuencia mediante la siguiente restriccién a las reglas

(Rs4.0) y (Rss.0):73

Restriccidén: Si igj en la secuencia ¥ y para toda

formula ye¥, v/i€¥ y 7y/3€¥ entonces se escribe el signo *

73  DAVIDSON, JACKSON & PARGETTER proponen en su articulo

"Modal Trees for T and S5" una regla especial para S5 que
evita el decurso hasta el infinito de los Arboles para este
sistema. Esta regla es, traducida a la terminologia empleada
por mi, la siguiente:

(Rs5.9): Si ‘la primera expresién de Fcdsa no
convenientemente marcada es de la forma 0B/i
entonces se affade a la secuencia ¥ la expresién
B/i, donde j es el menor indice mayor que I no
aparecido hasta el momento en la secuencia,
excepto en el caso de que ya hubiera en ¥ una
expresién del tipo B/k en cuyo caso j=k, y se
marca con <j>. .

En este sentido cfr. también BURRIEZA, A. & LEON, J.C.:

“Modal Trees: Correction to a Decision Procedure for S5 (and

T)", pagina 386.
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tras cada formula Yy/j€¥ y se la considera marcada a efectos

exclusivamente de la propia secuencia ¥.

De modo que el 4rbol anterior se desarrollarfa de 1la

siguiente guisa:

< (00a>00a) /1 <>
D0x/1 <1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11>
200ut/1 <>
Qo/1 <2>
00-a/1 <1,2,3,4,6,6,7,8,9,10,11>
0~a/1 <3>
o/2
Qas/z2 <a>
O-a/2 <5>
/3
Qa/3 <6>
Oa/3 <7>
/4 *+
Qa/a +
Oa/a +
no/s
Qa/s <8>
Ona/s <9>
o/é
Qa/e <10>
0-a/6 <11>
=~a/7 +
Qas/7 +
Q-a/7 +
/e +
Qa/s +
O-~a/8 +
-~a/9 +
Qa/a +
0-a/9 +
a/10 +
Qa/10 +
O-a/10 +
“x/11 +
Qo/11 +
O-~a/11 +
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El 4rbol se termina en seguida sin ningin problema y es
fdcil construir a partir de é1 un modelo que S4-satisface a
la férmula =(00>00x). En éste se consideran udnicamente
cinco mundos posibles: pi1, M2, M3, M5 Yy He, de forma que el
siguiente diagrama representa la relacién de alternatividad
entre ellos a través de la relacién de relevancia entre los

indices de la secuencia:

P4t pgt

v

Pz e——— @Ps5 ——— gt

¢1¢//
R\\ ¢3¢//
s\\

P —— P10t
P11t

o7t

La tabla que sigue, unida al diagrama anterior, provee

un S4-modelo para la férmula -~(oe>0Dx), interpretados los

conjuntos 91, 92, etc. como conjuntos modelos:’*4

74 los conjuntos de férmulas seguidos por el signo + no se
tienen en cuenta para la confeccién del modelo que satisface
a la férmula inicial, aunque los coloco en el diagrama para
una mejor comprensién del desarrollio del A4rbol semAntico
anterior.
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S4 O Ma 00 00 o> 00

R

U1
U2
Uus
Us
Ue

[y
@]
(o]

OCO0OO0O0OC0O E

QO |
[ S Y
i
1
!

Este procedimiento es (Gtil también para evitar 4rboles
excesivamente complejos en determinadas pruebas de
S-validez. Asf por ejemplo, en el caso de sdgq(0000>D0a),
donde es el caso que EADODOa+DOG, se obtiene el siguiente
diagrama de la relacién de relevancia si no se aplica la

restriccién:

P12 P15
97 & P13
?
l “// R\\ P14 K// '
z// L Pg e P17
P2 & Pe P10 N\\ P18
‘// R\\ P11
¢1R\\ K// Ps Ps
?3 P19(X)

En cambio, aplicando la restriccién, el diagrama (y,

por supuesto, ds4~(0000a>00x)) se vuelve mads simple:
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Pat
P %f/ Pe ¢ pst
2 6 8
‘Pi/ \ pot
p3 & @5 ———— @7t

?10(X)

En este caso, los dos diagramas expuestos no pueden
considerarse como una representacién de 1la relacidén de
alternatividad puesto que los conjuntos de férmulas @1, @z,
etc. no pueden ser interpretados como conjuntos modelos, al
ser el A4rbol cerrado, lo que se simboliza en los diagramas
anteriores mediante el aspa entre paréntesis que aparece
justamente al lado del conjunto de fdérmulas inconsistente.
Aun asi, cada diagrama ilustra perfectamente la estructura
de las secuencias arbéreas a las que me he referido, al

menos a los efectos pertinentes.
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CAPITULO CINCO:
CUANTIFICACION Y MODALIDAD.

$§13. La opacidad referencial en 16gica modal alética de

predicados con identidad.

La cuantificacién en contextos modales supone Ila
emergencia de algunos problemas que ya fueron apuntados en
el capitulo dos y que afectan principalmente a un posible
tratamiento extensional de las modalidades. El fallo de los
principios de sustituibilidad de la identidad (SI) y de
generalizaciéon existencial (GE) exige aqui el andlisis de
las causas y un especial esfuerzo por encontrar una solucién
que permita ampliar el método de decisién expuesto en el
capitulo anterior a la 16gica de predicados de primer orden

con identidad, dejando a salvo ambos principios.

El fallo de (SI) se relaciona con la existencia de lo

que QUINE l1lama "contextos referencialmente opacos"”,
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"opacidad referencial" o simplemente "opacidad".75 Un ejemplo
bastard para establecer claramente el concepto. Sea éste el

enunciado verdadero
(15> «"Figaro” lleva tilde en su silaba ténica».

Se dice que el término entrecomillado “Figaro" que
aparece en (15) no ocupa una posicién puramente referencial
desde el momento en que el enunciado
(16) «Figaro = Larra»
es cierto y sin embargo no es posible sustituir un término
por el otro en (15) wsalva veritate, puesto que como
resultado se obtendria el enunciado falso

(15*) «"Larra"” lleva tilde en su sflaba ténica».

La opacidad referencial de (15) y (15*') -a partir de

ahora adopto la terminologia de QuiINe- ge debe al hecho de

7S ctfr. QUINE, W.V.0.: From a Logical Point of View, pp.:
139-159 y Palabra y objeto, pp.: 153-166 y 175-179.
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que los términos "Figaro” y "Larra" no se usan, como en
(18), sino que sdlo se mencionan. El entrecomillado
determina aquf un contexto referencialmente opaco. QUINE
reduce a éste otros casos de opacidad. Por ejemplo, el que

se da en el enunciado

(mn «Giorgione era 1llamado asi a causa de su gran

estatura»,

donde no se puede sustituir el apodo del pintor italiano por
su apellido, Barbarelli de Castelfranco, sin que el
enunciado de esta forma obtenido se vuelva falso. Tanto
"Giorgione” como "Giorgio Barbarelli de Castelfranco” tienen
un mismo y tinico referente, pero no son términos
intercambiables en (17) por la misma razén por la que no lo
eran "“Figaro” y "Larra" en (15), lo que se ve claramente

cuando se parafrasea (17) del modo siguiente:

(17bis) «Giorgione era llamado "Giorgione” a causa de su

gran estatura»,

El término "Barbarelli de Castelfranco” puede sustituir a la
instancia referencial del término "Giorgione" en (17bis)

salva veritate, pero no a la instancia no referencial, que
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es la que aparece entrecomillada.

El entrecomillado proporciona un buen ejemplo para
comprender qué son los contextos opacos y cémo se comporta
la referencialidad en ellos. Sin embargo, no es el caso més
interesante para los propésitos de este capitulo. También
QUINE hace hincapié en sefialar que en los contextos que caen
bajo el alcance de determinados verbos y giros lingiliisticos
el fallo de (SI) se debe a las mismas causas que en los
ejemplos anteriores. "Creer", por ejemplo, es uno de los
verbos que intrducen contextos opacos en el discurso. EIl

ejemplo que aparece en el capftulo dos puede servir de

nuevo:

(18> «Juan cree que Larra fue un célebre escritor
espafiol del sgiglo XIX».

Si se sustituye en (18), que es un enunciado

efectivamente verdadero, el término "“Larra” por "Figaro",

merced a (18) se obtiene el enunciado

(18°’) «Juan cree que Figaro fue un célebre escritor

espafiol del siglo XIX»,
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cuyo valor de verdad depende de las creencias de Juan y no
tiene por qué ser el mismo de (18). El enunciado que
introduce el verbo "creer" en (18) y que se encuentra a su
derecha se halla en un contexto opaco, 1o que significa que
el término "Larra" no es sistituible salva veritate por el
término correferente “"Figaro". Se verd mejor si se

transforma (18) en el enunciado

(18bis) «Juan cree "Larra fue un célebre escritor espafiol

del siglo XIX"».

Idéntico fenémenov se observa en otros verbos de los
llamados de actitud proposicional como "saber", "percibir",
"esperar”, etcétera. Para evitar la opacidad introducida por
éstos, QUINE propone transformar el enunciado (18),

siguiendo con el ejemplo, en el enunciado

(18*) «Juan cree como un célebre escritor espafiol del

siglo XIX a Larra»,

interpretando el verbo "creer como un célebre..." como si de

un predicado diddico se tratara, en cuyo caso el término
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"Larra” s{ mantendria una posicidén puramente referencial.’®
Llamaré a (18bis) la interpretacién opaca de (18) y a (18™)
la interpretacidn transparente.

En otros casos esta doble interpretacién de un
enunciado modal es mucho mds natural y evidente. Sirva como
ejemplo el enunciado
(19 «Juan vio en la puerta al decano de la facultad»

y sea verdadero el enunciado

(20) «El decano de la facultad es el presidente del

claustro universitario».

Si merced a estos dos enunciados se colige

(21) «Juan vio en la puerta al presidente del claustro

universitario»,

76 cfr. QUINE, W.V.0.: From a Logical Point of View, pp.:
141-143 y también CHURCH, A.: "On Carnap’s analysis of
statements of assertion and belief".
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Yy en el supuesto de que Juan no sepa que el decano de la
facultad y el presidente del claustro universitario son la
misma persona, (19) puede considerarse transparentemente -en
cuyo caso (21) es un enunciado verdadero- o puede
considerarse de forma opaca -l1o que haria de (21) wun
enunciado falso-. Todo depende de la interpretacién que se
haga del verbo de actitud proposicional: si kpor ver se
entiende percibir, se introduce un contexto opaco y, por
tanto, hay que enfrentar (21) como un enunciado intensional;
si por ver se entiende abarcar algo dentro del propio campo
ocular mediante el é6rgano de la vista y en un momento dado

entonces se trata el verbo como si fuera un predicado

diddico que pone en relacién al sujeto con un campo visual.

lLa consideracién opaca de 1os verbos de actitud
proposicional comporta su tratamiento 16gico modal; es
decir, su formalizacién como operadores l16gicos. En este
caso, si se piensa en los ejemplos anteriores, lo que se
establece es una relacién entre un sujeto, Juan, y el objeto
de sus creencias o0 percepciones, que es un estado de cosas.
Por el contrario, su interpretacién transparente permite
tratar los enunciados en que aparecen de forma puramente
extensional, puesto que los verbos de actitud proposicional

se consideran como predicados diddicos que ponen en relacidén
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dos términos que se refieren a sendos individuos.

Esto que se ha discutido en relacién con los verbos de
actitud proposicional es trasladable a 1las modalidades
aléticas tal cual. Los enunciados (3)-(5) constituyen un
buen ejemplo de opacidad referencial introducida por el

término es necesario”. Del mismo modo 8se encuentra un

contexto opaco en el siguiente enunciado:

(22) «Es necesario que los animales cordiados tengan

corazoén».

La zoologia ensefla que corazdén y rifién son dos visceras

que aparecen siempre juntas y que no hay ningdn animal,

conocido al menos, que posea una sin tener también la otra.

Por lo tanto, a la luz de la experiencia, el enunciado

(23) «€los animales cordiados = los animales reniados»

es verdadero, pero no asf{ el enunciado

(22’) «Es necesario que los animales reniados tengan

corazén»,
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que resulta de sustituir un término por otro en (22), puesto
que nada obliga légicamente a que ambas visceras aparezcan

conjuntamente en las mismas especies.77

En definitiva, la posible interpretacién opaca de
determinados enunciados es lo que hace que el principio (SI)
falle en los mismos, dando lugar a la introduccién de la
intensionalidad en la lé6gica cuando ésta se ocupa de ellos.
También es la causa del fallo de (GE), como seflala
acertadamente QUINE, puesto que no es posible cuantificar en
contextos opacos.78 Por tanto, la interpretacién transparente
de los enunciados en 1os que aparecen verbos de actitud
proposicional o giros de modalidad, tratdndolos como si
fueran predicados diddicos, evita el fallo del principio
(SI), y aquéllos se dejan tratar de forma puramente

extensional, con lo que la 16gica general de las modalidades

77 Se estd hablando siempre de necesidad 1é6gica. No entro
aqui en si es fisioldgicamente necesario o no que los
animales reniados también tengan corazén. -

78 QUINE en Palabra y Objeto establece la siguiente médxima:

«Un término singular indeterminado situado fuera de una
construccidn opaca no liga variable dentro de la
construccién»., En tuUltimo andlisis esta mAxima supone que un
cuantificador situado a la izquierda de un operador modal no
podrd ligar un término individual situado a su derecha. Cfr.
loc. cit., pdgina 159.
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se reduce a la légica de predicados de primer orden.

Encuentro varias objeciones a esta propuesta de QUINE,.
En primer lugar, s8i bien es verdad que el fallo del
principio (SI) en contextos intensionales se debe a la
interpretacién opaca de determinados enunciados, o dicho de
otro modo, si bien es cierto que la interpretacién opaca de
determinados contextos los hace intensionales, también lo es
que la propuesta quineana acaba con la enfermedad merced a
la muerte del enfermo y no sugiere otra cosa que el abandono
del estudio de la 16gica modal por inttil, a pesar de la
larga tradicién que tiene detrds el andlisis légico de los

verbos modales.

La segunda objecién es mis importante. Pueden
encontrarse fdcilmente enunciados modales para los que no es
posible de ningin modo dar una interpretacién transparente.

Considérese, por ejemplo, el enunciado

(24) «Juan cree que vio en la puerta al decano de la

facultad»,

la iteracién de verbos de actitud proposicional en este

enunciado no permite un tratamiento completamente trans-
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parente. En cualquier caso sélo es posible interpretar
transparentemente el contexto mAs restringido que introduce
el verbo "vio", pero no el mads amplio, bajo cuyo alcance se
encuentra, introducido por el verbo "cree", que relaciona
ineludiblemente el término "Juan" con un estado de cosas y
no con un individuo, lo que hace del contexto en el que se
encuentra el término individual "el decano de la facultad”

opaco en Gltima instancia.

Existe auin otra objecién importante a la teoria de
QUINE. Se trata de la conocida paradoja de Sleigh—Kaplan,79
que el propio QUINE acepté como una contraprueba de su
propuesta, al menos en los términos en que é1 la desarrollé

en su articulo "Quantifiers and Propositional Attitudes” .80

7 la paradoja recibe el nombre de 1los autores que la

propusieron por vez primera, al parecer independientemente
el uno del otro. Cfr. SLEIGH, R.C.: "On a Proposed System of
Epistemic Logic", Nofis 2 (1968), pp.: 391-398 y KaPLAN, D.:
"Quantifying in", Synthese, 19 (1968), pp.:178-214.

80 QuiNE, W.V.0.: "Quantifiers and Propositional Attitudes",
The Journal of Philosophy, wvol. 53 (1958), pp.: 177-187.
Reimpreso en The Ways of Paradox, pp.: 183-194, a cuya
raginacién me remito en las referencias de los siguientes
pdrrafos. QUINE acepté la validez del argumento en los
siguientes términos: «En 1958 yo pensaba que si

(1 Rail cree que Ortcutt es un espia,
entonces, suponiendo que Ortcutt existe,
(2) Radl cree de Ortcutt que es un espia.
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La paradoja puede desarrollarse del modo siguiente.

Supéngase que se modifica (24) en el siguiente sentido:

(25) «Juan cree que el hombre que vio en la puerta es

decano de facultad».

La interpretacién transparente de (25), que permite sin
problemas la generalizacién existencial, obliga a QUINE a
definir el sentido transparente de “cree" frente a su
sentido opaco. QUINE establece en el mencionado articulo
respecto a esta distincién que el tipo de exportacién que
lleva desde la interpretacién opaca de (25), que escribo

(25)0, a su interpretacién transparente, que escribo (25)rT,

Posteriormente, sin embargo, Sleigh planteé una dificultad
relacionada con este punto. Como todos nosotros, Juan cree
que hay espias, pero, &a diferencia de Radl, no abriga
sospechas acerca de ninguna persona determinada. Juan
también cree, razonablemente, que no hay dos nacimientos que
sean por completo simultdneos. En consecuencia, Juan cree
que el espia mds joven es un espfia. Por lo tanto, si la
inferencia de (1) a (2) es correcta, Juan cree del espia més
joven que es un espfa. Pero entonces, por generalizacién
existencial a partir de esta construccién transparente,
podemos inferir después de todo que hay alguien a quien Juan
cree un espfa. Kripke me observé que esta paradoja de Sleigh
puede resolverse si rechazamos la forma de inferencia que
lleva de (1) a (2)». Cfr. Synthese, vol. 19, n°® 1-2,
(1968), pp.: 307-308.

127



CAPITULO CINCO

es de implicacién.31 SLEIGH propone entonces la necesidad de
admitir la siguiente definicién del sentido transparente de

"cree", que reescribo:

(25)T es verdadera s8ii hay un término singular
definido a tal que «a = el hombre que Juan vio en
la puerta» es verdadera y (25(a/el hombre que Juan

vio en la puerta))o es verdadera . %2

Pero si, como es 1l6gico pensar, Juan cree que hay
decanos y cree también, por ejemplo, como dice Kaprrawn,83 que
difieren ampliamente en altura y que por tanto uno de ellos

es el mds bajo de todos, entonces es verdadero el enunciado

(28)0 «Juan cree que el decano mds bajo de todos es

decano>».

81 ¢f. op. cit., pagina 190.

82 ¢cfr. SieEteH, R.C.: "Sobre el articulo de Quine
‘Cuantificadores y actitudes proposicionales’” en SIMPSON
T.M. (ed.): Semdntica filosdéfica. Problemas y discusiones,
padgina 236,

83 Cfr. KapLaN, D.: “Quantifying in", partes VI y VII. El
argumento de KAPLAN es muy parecido al de SLEIGH, hasta el
punto de que utilizan ejemplos similares.
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Pero por la definicién anterior se obtiene que también
(26)t es verdadera, por lo que se puede aplicar (GE) para

obtener
(25°*) «Vx(Juan cree que x es decano de facultad)»,
contrariamente a los presupuestos de QUINE.

De la paradoja de Sleigh—-Kaplan solamente se sigue que
no queda nada claro el sentido en que la interpretacién
transparente de un enunciado se relaciona con la
interpretacién opaca para sustituirla con ventaja frente al
problema de 1la cuantificacién, y en concreto que esta
relacién no puede ser de implicacién. Esto es suficiente
motivo, segin creo, junto con las otras razones apuntadas,
para considerar que interesa mantener 1la interpretacidén
opaca de los enunciados que incluyen nociones modales frente
a la interpretacién transparente propuesta por QUINE. Lo que
hace necesario encontrar un método que permita traducir a
una semdntica extensional la intensionalidad asociada a ese
cardcter referencialmente opaco de los enunciados modales.
Para éllo hay que afiadir a la semdntica de 1los mundos
posibles descrita en los capitulos anteriores varios

conceptos nuevos que paso a considerar.
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§14. Identificacién cruzada y funciones de individuacién.

La interpretacidén opaca de los enunciados modales es la
fuente de su intensionalidad que, como se ha dicho, impide
la cuantificacién con sentido sobre variables individuales
que aparezcan en contextos referencialmente opacos. En
definitiva, puede decirse que el fallo de (SI) provoca el
fallo de (GE).%* Sin embargo, la interpretacién opaca de
estos enunciados es mads natural y provechosa desde el punto
de vista de la légica que la interpretacién transparente,
por lo que no es posible sino a riesgo de pagar un muy alto
precio prescindir de la primera en favor de esta otra. Es
necesario por todo ello que la semdntica de los mundos
posibles provea un modo de resolver el fallo de ambos

principios sin renunciar a dicha interpretacidn.

En 1lé6gica, los términos individuales cumplen una

84 rsta es la opinién que mantiene QUINE tras realizar un
andlisis similar al que aparece en el paradgrafo anterior.
HINTIKKA, sin embargo, piensa que ambos fallos son
independientes. Cfr. supra nota 45.
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funcién similar a la que corresponde a los nombres propios
en las lenguas naturales. Los términos individuales han de
tener como referente inmediato individuos concretos del
dominio, pero esto no ocurre en los contextos
referencialmente opacos, en los que la referencia de 1los
términos individuales se vuelve ambigua y oscura. Los
contextos intensionales, en concreto los propiamente
modales, anulan esta funcién referencial de los términos
individuales en relacién con aspectos determinados de 1la
l16gica de predicados de primer orden, como en el caso de la
cuantificacién. Ya me he referido a la mdxima que QUINE
establece al respecto. Basdndose en ese principio, el
filésofo norteamericano llega &a negar 1la posibilidad de

establecer una 16gica modal cuantificada.®®

85 «De hecho, si falla la referencialiad de forma que vicie

(GE) y (SI), la cuantificacién tiene poco sentido. Porque
(Qué sentido tendria preguntar si existe un individuo que
satisface una sentencia abierta F(x) si la satisfaccién por
parte de un individuo de esta sentencia abierta no depende
de é1 sino también de la forma en que nos referimos a é17».

Cfr. HINTIKKA, J.: "Quine on quantifying in: a dialogue" en
The Intentions of Intentionality and Other New Models for
Modalities, p.: 106. HINTIKKA - toma estas palabras de una

cinta magnética grabada durante una discusién mantenida
entre DAGFIN FOLLESDAL, DAviD KAPLAN, BURTON DREBEN, CHARLES
PARSONS, el propio JAAKKO HINTIKKA y WILLARD VAN  ORMAN
QUINE, a quien las atribuye por su contenido aunque no
afirma que las pronunciara el mismo QUINE. Aduzco, sin
embargo, este texto porque considero que resume
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Cuando no cabe la posibilidad de determinar de forma
univoca qué individuo o individuos del dominio satisfacen en
un momento concreto un enunciado del tipo indicado, que en
la notacién propuesta podria escribirse a(x), tampoco tiene
sentido un enunciado en el que se diga que alguno o todos
los individuos del dominio lo satisfacen. Esto es: no tiene
sentido ningdin enunciado cuantificado del tipo Vxu(x) o del
tipo Axa(x). O lo que es igual: no es posible inferir de la
sentencia a(b) la sentencia Vxa(x), que es precisamente lo
que permite hacer el principio 146gico de generalizacién

existencial.

En definitiva, QUINE tiene razén y no es posible una
l16gica modal con cuantificadores a menos que pueda
encontrarse un método que permita establecer de forma
univoca la correspondencia entre los términos y sus
respectivos relata, aun cuando dichos términos aparezcan en
contextos opacos y, por tanto, intensionales, 1o que vendria

a significar la urgencia de hallar un método que

correctamente 1las ideas que QUINE expresa en diversos
lugares.
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posibilitase el tratamiento extensional de los denominados
lengua jes intensionales. La solucién a este problema va a
llevar el titulo genérico de identificacién cruzada y estéa
intimamente relacionada con la esencia misma del concepto ya

familiar de mundo posible.86

La identificacién cruzada permite la restauracién de la
referencialidad de los términos que aparecen en contextos
opacos tUnicamente a condicién de que se abandone la
tradicional teorfa de 1a referencia, segin 1la cual un
término solamente significa algo cuando es posible
establecer su referencia en relacién con individuos
actuales. Tal teorfa es demasiado estrecha para los
propésitos de esta tesis e indeseable en general por lo que
a su aplicacién a las teorfias cientificas concierne;
precisamente es su asuncién, propiciada por la aceptacidn de
los supuestos epistémicos del empirismo 1d6gico, la que

obliga a QUINE a mantener una postura adversa hacia la

86 g1 término inglés es crossed identification y a veces
también se usa el término cross world identification que
podria traducirse, utilizando una analogfia deportiva, por
identificacién mundo a través, lo que da una idea aproximada
de 1o que la identificacién cruzada pretende si se la
considera en el marco de la semdntica de los mundos
posibles.
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l6gica modal.®” A esta teoria de la referencia se suele
oponer una teoria mds flexible que suele denominarse teoria
del significado y que propone que la significacién de un
término no se limita al correlato objetual que sustituye en
el lenguaje, sino que también supone la forma en que esa
correlaciéon se establece. Se trata aqui, evidentemente, de

la célebre distincidén fregueana entre sentido y referencia.®®

En el caso de la identificacidén cruzada, 1o que se
busca no es el referente de un término individual entre los

objetos actuales del dominio; se busca la regla o funcién

87 ctr. QUINE, W.V.0.: Word and Object, sobre todo los
capitulos 3, 4 y 6, y From a Logical Point of View. Para
observar la evolucién a este respecto en la obra de uno de
los cladsicos del empirismo 16gico, cfr. también CARNAP, R.:
The Logical Structure of the World, Meaning and Necessity y
Philosophical Foundations of Physics.

88 cfr. FREGE, G.: "Sobre sentido y referencia”. Precisamente
la distincién fregueana entre sentido y referencia (Sinn und
Bedeutung) aparece para explicar los fallos del principio de
extensionalidad que el propio FREGE enuncia, equivocdndose
también FREGE al hablar de referencia solamente respecto de
las cosas actualmente existentes en el mundo real. Creo que
no se debe hablar, por tanto, de dos teorias enfrentadas (la
teoria de la referencia y la teorfa del significado), sino
de dos concepciones mas (o} menos estrechas de la
referencialidad de 1los términos individuales, pues como
JAAKKO HINTIKKA ha escrito, «la teoria de la referencia es
la teoria del significado para ciertos tipos simples de
lengua je». Cfr. HINTIKKA, J.: Models for Modalities, p.: 8T.
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que lleva desde el uso del término hasta su referencia -die
Art des Gegebenseins de la que hablaba FREGE- en cada uno de
los mundos posibles manejados. Aunque no siempre se
encuentre la referencia de un término individual en el
estado de cosas observado, -porque como seflala el propio

89 sada

FREGE no a todo sentido corresponde una referencia-
vez que se entienda el significado del término lo que se
hard seréd aprehender la funcién que determina su referencia
en los diferentes mundos posibles alternativos al actual. En
definitiva, la identificacién de los diversos referentes de
un término individual de un mundo posible a otro sera

factible merced a una funcién tal. Este tipo de funciones

recibe el nombre de funciones de individuacién.%°

"Identificacién cruzada" y "funcién de individuacidén”
son dos vocablos técnicos que definen simplemente una
actividad que el ser humano suele realizar con frecuencia

cual es la del reconocimiento. El hombre estd habituado a

89 Ibidem, pdginas 52 y siguientes.

90 por el término “"funciones de individuacién" traduzco el
término inglés individuating functions, que debo a HINTIKKA
quien lo utiliza abundantemente en sus obras Models for
Modalities y The Intentions of Intentionality, a las que me
remito.

135



CAPITULO CINCO

reconocer a personas y objetos fuera de aquellos a&mbitos en
que le son familiares. Asf, aunque no cabe duda de que la
composicién en el cuadro de Veldzquez Las Meninas confiere a
cada una de las figuras una personalidad propia, uno es
capaz de reconocer a cualquiera de ellas fuera de su
contexto pictérico, e incluso reconocerlas a todas en los
estudios que Pablo Ruiz Picasso hizo de la célebre pintura.
Se puede pensar en el cuadro original como si fuera un mundo
posible y en los estudios abstractos de Picasso como si se
tratase de mundos posibles alternativos. En tal caso, unas
veces es la relacién espacial, otras el volumen o la forma,
la postura o algiun rasgo caracteristico lo que permite decir
que se reconoce a los personajes de una pintura a otra. La
relacién espacial, el volumen, la forma, la postura son aqui
diversas funciones de individuacién. Sin ellas no habria
posibilidad de decir que tanto Las Meninas de Veldzquez como
Las Meninas de Picasso representan la misma escena: al
propio Diego Veldzquez retratando a los monarcas en
presencia de las infantas y algunos personajes pintorescos

de la corte.

La cuantificacién sobre variables individuales que
aparecen en contextos opacos y la restauracién de (GE) va a

descansar sobre estas funciones, porque ellas garantizan el
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cumplimiento de una condicién ineludible en la semdntica
propuesta para aplicar (GE) sobre dichas variables
individuales. Es necesario que, supuesta la existencia de un
individuo, lldmeselo x, en un mundo posible cualquiera, se
establezca rigidamente su referente; es decir, es necesaria
la condicién de que la variable en cuestién tome el mismo
valor en todos los mundos posibles alternativos a tener en
cuenta para determinar el valor de verdad del enunciado.
Esto es precisamente lo que queda garantizado si se puede
definir una funcidén de individuacidén f tal que
F(x,D(u1))=F(x,Du2))...=f(x,9(n)), donde x es una variable
individual cualquiera y D(u1), Du2),... D(un) son los
dominios de conjuntos modelos entre los que se ha definido

la relacién de alternatividad.

Cada uno de los rangos de estas funciones 1llamadas de
individuacién va a aportar, por tanto, una interpretacidén
rigida de los términos -variables individuales—- que aparecen
en contextos referencialmente opacos, lo que hace de cada
una de ellas «los principales ingredientes de las
condiciones de verdad para los enunciados cuantificados.

Ellas son 1las entidades mAds importantes sobre las que
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tenemos que cuantificar en estas condiciones de verdad» .91

Sentado 1o hasta aquf dicho, ya es posible una
definicién mAs rigurosa de las funciones de individuacién
mediante los conceptos propios de la semdntica de los mundos

posibles:

Definicién 14.1: El conjunto ® de 1las funciones de

individuacién es tal que para toda funcién f€® y para todo
par de dominios d(u) y D(A) tal que pRA, s8i f(x,D(W))=a y

f(x,D(2))=b, entonces si w-(a=b), A-(a=b).

Como podia preveerse por lo dicho en el capitulo dos y
todas las consideraciones hechas hasta ahora sobre
identificacidén cruzada, las funciones de individuacién y la
relacién de alternatividad estdn implicadas intimamente las
unas con la otra y al revés, y ambas nociones con lo que
podria denominarse el problema de la existencia y de la
permanencia 4inlevmundos en Ila semdntica de 1os mundos

posibles, uha variante del problema filosé6fico del

9! HinTikKA, J.: The Intentions of Intentionality, pdgina 89.
Cfr. también Models for Modalities, pdginas 104-106.
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esencialismo que en este momento paso a considerar.

8§15. Presuposiciones de existencia e indicadores rigidos.

Se ha dicho en el pardgrafo anterior que la semdntica
adoptada tiene que cumplir una condicién sin la que no es
posible reestablecer en contextos referencialmente opacos la
operatividad del principio (GE). Esta condicién dice que,
supuesta la existencia de un individuo cualquiera en un
mundo posible, tal individuo debe permanecer identificable
en todos los mundos posibles alternativos al primero. Se ha
definido entonces, en virtud de los conceptos de conjunto
" modelo y de relacién de alternatividad, una nueva nocidén, la
de funcién de individuacién, que permite a la semdntica
cumplir la condicién referida. Este pardgrafo estd dedicado
a determinar cémo se incluyen y son operativas las funciones

de individuacién en la semdntica de los mundos posibles.

En la definicién de conjunto modelo (definicién 6.2),
las condiciones propias de los cuantificadores aparecen,
siguiendo 1la interpretacién tradicional de 1la cuantifi-

cacién, de la siguiente forma:
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(C.V): Si Vxa(x)ep entonces o(b)ey para al menos una
constante individual beD(u).
(C.A): Si Axa(x)ep entonces ao(b)€p para toda constante

individual bed(u).

Como quedan formuladas, las dos condiciones (C.V) vy
(C.A) presuponen la existencia actual en un dominio concreto
del individuo b que sustituye a la variable x en la férmula
o desde el momento en que responden, como queda dicho, a la
interpretacién cldsica -también 1lamada objetual—- de los
cuantificadores. Considero que esta presuposicién
existencial no estorba los propésitos de este capitulo,
aunque 8i es cierto que, al proveer las funciones de
individuacién a los términos individuales de referentes
tanto actuales como no actuales, la existencia de individuos
particulares en un mundo posible concreto debe establecerse
explicitamente en relacién con los individuos existentes en

los mundos posibles alternativos.

Algunos autores, como la doctora RUTH BARCAN MARCUS,

han propuesto como alternativa, a este respecto, una
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interpretacién sustitucional de la cuantificacién.®? La
cuantificacidén sustitucional supone que un enunciado
cuantificado existencialmente es verdadero sélo en el caso
de que lo sea alguna instancia de la subférmula que cae bajo
el alcance del cuantificador obtenida al sustituir la
variable ligada por un nombre propio. De idéntica manera
serd verdadero un enunciado cuantificado universalmente si y
s6lo si son verdaderos todos los casos de sustitucién de la
variable ligada por nombres propios en la subférmula que cae
bajo el alcance de! cuantificador. El atractivo de esta
interpretacién de los cuantificadores reside en que,
adoptdndola para la semdntica de los mundos posibles, se
evitan, como queda dicho, las presuposiciones existenciales.
Plantea, sin embargo, un problema nada grato para los
propdésitos perseguidos y es que la interpretacién
sustitucional de 1la cuantificacién exige que todos los

objetos del! universo manejado tengan su nombre propio,

92 ctr. MARCUS, R.B.: "Modalities and Intensional Languages"
y las reiteradas criticas a la interpretacién sustitucional
de la cuantificacidén en QUINE, W.V.0.: "Ontological
Relativity” y "Existence and Quantification” en Ontological
Relativity and Other Essays y "Reply to Professor Marcus"”,
"The variable” y "Truth and disquotation" en The Ways of
Paradox and Other Essays. Cfr. también KRIPKE, S.: "Is there
a problem about substitutional quantification?".
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exigencia sumamente restrictiva en algunos aspectos ya que
no permite tratar con universos lo suficientemente ricos; en
ellos, a efectos de la cuantificacién, podria decirse de los
objetos innominados que no existen y esa consecuencia no
interesa. Por ejemplo, la admisién de 1los numeros reales
como entidades del dominio hace imposible asignar un nombre
a cada uno de los individuos del mismo porque el conjunto de
los numeros reales no es enumerable, lo que se demuestra
fdcilmente por el método de la diagonal de CANTOR, mientras
que si lo es el conjunto de todos los nombres propios, a
cuyos elementos se les puede asignar emulando a GUDEL
enteros distintos. Esto implica la imposibilidad de dar un
nombre propio a cada uno de los ntmeros reales, por lo que
en el dominio habrd entidades innominadas de las que un

lengua je formal con cuantificacién no podréd decir nada.

Por ello, para los propésitos de esta tesis, la
interpretacién de 1los cuantificadores en las fdérmulas
modalizadas ha de quedar desembarazada no Yya de las
presuposiciones existenciales que comporta, sino de sus
presupuestos de particularidad, a fin de que, incluso cuando
se trate con individuos posibles en lugar de con objetos

actualmente existentes, también los primeros puedan ser
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parte del rango de la cuantificacién.®® De otro modo, 1la
caricatura del concepto de individuo posible que QUINE
realiza en las primeras pdginas de From a Logical Point of
View para desterrar del circulo de los términos
cuantificables aquellos que aparecen en contextos modales,
conforme a su concepcidén empirico-referencial de la
categoria de los términos cuantificables que se resume en su
famoso adagio «ser es ser el valor de una variable ligada»,
se convertiria de hecho en un retrato hiperrealista.94 Por
tanto, es necesario adaptar (C.V) y (C.A) a esta exigencia;
es decir, es necesario introducir en ambas condiciones una
cldusula que permita sustituir una variable individual por
un término, por ejemplo el término b, s8in que éste tenga
necesariamente una referencia entre los individuos de un
dominio concreto y si entre los de una clase de dominios
representada por el conjunto ® de las funciones de

individuacién.

93 Todo este andlisis se debe a J. HINTIKKA: “Existential
Presuppositions and Uniqueness Presuppositions” en Models
for Modalities, pp.: 112-14T7.

9 crr. QUINE, W.V.0.: "On what there is" en From a Logical
Point of View.
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Si se quisiera establecer, por ejemplo, un sistema sin
presuposiciones existenciales, habria que modificar (C.V) y
(C.A) de forma que fuese necesario declarar explicitamente
la existencia de cada individuo b en cada mundo posible;
esto es, habria que afladirles 1la condicién de que el
individuo cuyo término sustituye a la variable individual
existe, puesto que se van a permitir términos que no
designan a individuos actualmente existentes. Esta condicién

se puede establecer mediante la adicién de una cldusula de

existencia, formalizada en el lengua je objeto por el
enunciado
(27) Vx(x=b)

y modificando (C.V) y (C.A) de la siguiente manera:

(C.Vg): Si Vxa(x)ep entonces a(b)ey y Vx(x=b)ey para al
menos una constante individual beD(p).
(C.Ao): Si Axu(x)epy y si Vx(x=b)ey entonces o(b)Eu para

toda constante individual bed(u).

Ahora Dbien, las condiciones (C.Vg) y (C.Ag) que

determinan un sistema sin presuposiciones de existencia son
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demasiado restrictivas.®® No se trata de suspender los
supuestos sobre 1la referencia del término b entre 1los
individuos de un dominio D(y), sin méds, sino de establecer
que la referencia del término b que aparece en las fdérmulas
del conjunto modelo U4 no tiene por qué encontrarse en D(u) y
sif en, por ejemplo, DP(1), siendo URA; o 1o que es lo mismo,
el asunto que aqui se trata no es el de la existencia de un
individuo concreto en un mundo posible, sino el de su
permanencia en el resto de 1los mundos alternativos al

primero. Esto se consigue sustituyendo 1la cldusula de

existencia en (C.Vg) por 1o que llamo un indicador rigido:

(27*) OVx(x=b).

Las condiciones propias de la cuantificacién gquedan

entonces del siguiente modo:

95 Aceptar estas cldusulas puede desembocar en una free logic
para las modalidades, puesto que (27) traduce perfectamente
el significado que el predicado predefinido E en la férmula
Eb (existe b) tiene.

9 por indicador rigido traduzco el término inglés rigid
designator usado frecuentemente por SauL KRIPKE quien 1lo
definié como un indice que «designa al mismo objeto en todos
los mundos posibles; [...] en todos 1los mundos posibles
donde el objeto en cuestién existe»., Cfr. KrRIPKE, S.:
"Identity and Necessity"”.
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c.v¥: Si Vxa(x)ep entonces a(b)epy y OVx(x=b)ep para al
menos una constante individual bed(u).
(C.A%): Si Axa(x)ep y si Vx(x=b)ep entonces a(b)Ey para

toda constante individual bed(u).

No es dificil comprobar que el enunciado (27’') no sélo
establece la existencia en un mundo posible de un individuo
cualquiera -esto es, la referencia de un término individual
b en un conjunto modelo p-, sino su permanencia en el resto
de los mundos posibles alternativos al primero -es decir, la
rigidez de la referencia del término individual b en los
conjuntos modelos alternativos a H- merced a la
interpretacidén que del operador de necesidad ha sido dada en

la semdntica propuesta.

De este modo desaparecen los problemas que la
interpretacién opaca de los enunciados modales lleva
apare jados. Pero, ademds se desvanece una distincidn
medieval relacionada con la dualidad de interpretaciones -la
opaca y la transparente— de estos enunciados. Me estoy
refiriendo a la distincién entre modalidades de dicto y
modal idades de re. En resumen, tal distincién estd fundada

en la ambigiliiedad de significados que surje en los contextos
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modales con respecto a la relacién de los operadores con los
términos individuales que aparecen bajo su alcance: si
aquéllos se refieren a la cosa (de re) o si hacen referencia
a lo que se dice de la cosa (de dicto). Esto se puede
parafrasear en términos de la semdntica de 1os mundos
posibles diciendo que el alcance del operador modal puede
pensarse de dos modos diferentes, de los que es el primero
interpretarlo como s8i hiciese referencia al individuo
concreto relacionado con un término bajo su alcance en el
mundo actual, y el segundo como si la referencia la hiciese
a todos 1los diversos individuos que corresponden a un
término en los diferentes mundos posibles que hay que
considerar para la evaluacién del enunciado modal. Asf el
enunciado <«necesariamente el médico siempre tiene razén»
indica una necesidad de re si se piensa que estd referido a
una persona en particular que se dedica a la medicina, en
tanto queb indica una necesidad de dicto s8i se refiere a
cualquier individuo que sea médico de profesién. Pero tan
pronto como se tiene la referencia del término "el médico"
rigidamente establecida en todos los mundos posibles
mediante el método de las funciones de individuacién ya no
tiene sentido considerar ambas interpretaciones como
diferentes. Puede afirmarse, por tanto, que los enunciados

modales en general gozan de los privilegios de los contextos
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de re por lo que a la cuantificacién se refiere, incluso
cuando, por interés en la formalizacién, se prefiere la
interpretacién opaca a la transparente y entonces se los

considera principalmente como enunciados modales de dicto.
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ARBOLES SEMANTICOS PARA LOGICA MODAL CUANTIFICACIONAL.

§16. Arboles seménticos para légica modal con cuantifi-

cadores.

Una vez desarrollado el método de 1las funciones de
individuacién y resueltos 1los problemas que plantea la
cuantificacién en contextos modales ya es posible ampliar
las reglas de construccién del &Arbol expuestas en el
capitulo anterior de forma que el método entonces descrito
pueda ser empleado en un lenguaje con cuantificadores e
identidad. El método no podrd ser un procedimiento efectivo
de decisién, pero aporta un semialgoritmo que permite
obtener modelos y conclusiones de validez para la mayoria de

las férmulas de la 16gica modal con cuantificadores.

Para un lenguaje de este tipo que mantenga los
presupuestos existenciales de la cuantificacién, las reglas
de construccién del drbol correspondientes a las condiciones

(C.V) y (C.A) son las siguientes:
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(R.V): Si la primera expresién no convenientemente
marcada de la secuencia JScdsx es de la forma
VxB(x)/i entonces se affade a F la expresioén
B(ax)/i, donde ax es un parédmetro nuevo atn no
aparecido en la secuencia, y se marca con el signo
<ag>.

(R.A): Si la primera expresién no convenientemente
marcada de la secuencia Ycdsx es de la forma
AxB(x)/i entonces se afladen a la secuencia J las
expresiones PB(a1)/i, PB(az2)/i,... PB(an)/i, estando
a1,a82,...an por todos los pardmetros aparecidos en
la secuencia, o la expresién P(a1)/i si no hubiera
aparecido ninguno, y se marca con el signo

<ai,az,...an>.

En (R.V) el requisito de que el pardmetro ax sea nuevo
garantiza el cumplimiento de la cldusula de la indicacién
rigida en el sentido de que no permite que en Ui haya
ninguna variable individual que no tenga referente en D(u;i).
(R.A), sin embargo, no cumple con esta cldusula ya que
podria darse el caso de que uno de los términos am, con msn,
no tuviese referente ni en ®(yi) ni en ningdn otro dominio

P(uj), siendo MiRuj. Se trata de una regla poco general, tan
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s6lo vdlida en el caso de que haya un udnico dominio D(uj) o
de que para cualesquiera M y Mj, D(Ui)=D(uy). Sin embargo,
es posible modificarla a fin de que sirva también para los

casos en que no se dé esta homogeneidad de dominios:

(R.A*): Si la primera expresién no convenientemente
marcada de la secuencia Scdsx es de la forma
AxB(x)/i entonces se affaden a la secuencia ¥ las
expresiones f(ax)/i,... PB(an)/i, donde ak,...an
son todos los pardmetros aparecidos en la
secuencia a partir de cualquier expresién Vyd(y)/j
tal que jgi (o la expresién B(am)/i, donde am es
un pardmetro nuevo en ¥, si no hubiera aparecido

ninguno tal), y se marca con el signo <ak,...an>.

A estas reglas hay que afiadir algunas otras,
andlogamente a lo hecho para la l6gica modal de
proposiciones. Estas serdn las correspondientes a las

condiciones (C.=), (C.mA) y (C.=V):

(R.=): Si la primera expresién no convenientemente
marcada de la secuencia JYcdsx es de la forma
(an=ax)/i entonces se sustituyen en ¥ todas las

apariciones del pardmetro de mayor subindice de la
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igualdad en férmulas asociadas a cualquier indice

J tal que igj por el pardmetro de menor subindice

Yy se marca con el signo ¢<=>,97

(R.DA): Si la primera expresién no convenientemente
marcada de la secuencia Jcdsx es de la forma
“AxB(x)/i entonces se afilade a ¥ 1la expresién
Vx-B(x)/i y se marca con el signo <>,

(R.AV): Si la primera expresién no convenientemente
marcada de la secuencia fcdsx es de la forma

“VxB(x)/i entonces se aflade a ¥ la expresién

Ax~B(x)/i y se marca con el signo <>,

Junto con estas reglas habria que modificar la

definicién 8.6 de cierre de una secuencia:

efinicién 16.1: Se dice que una secuencia Jn es
cerrada sii aparecen en ella o bien dos expresiones de la
forma B/i y -~B/i, donde la férmula B es atémica, o bien una

expresién del tipo ~=(a=a), donde a es un parédmetiro

97 Normalmente no se utilizarén pardmetros con subindices en
la construccién del drbol, sino las letras mintdsculas a, b,
c, etcétera, por lo que el criterio de sustitucién puede ser
alfabético, por ejemplo.

152



CAPITULO SEIS

cualquiera de la secuencia.

Con esto queda descrito en lineas generales el método
de los &rboles para su aplicacidén a los sistemas normales de

l16gica modal de predicados de primer orden.

§17. E1 teorema fundamental de los &4drboles semdnticos para

l16gica modal de predicados.

A los sistemas de lé6gica modal de predicados de primer
orden correspondientes a los sistemas K, T, B, S4 y S5 los
llamaré, respectivamente, K*, T*, B*, sa* y S5%. Un sistema
S y su correspondiente sistema s* se diferencian
exclusivamente por lo que se refiere a la base axiomdtica en

que se fundamentan, de forma que s* affade a los axiomas de S

los propios de la 16gica de predicados de primer orden.

Definicién 17.1: Un S-modelo es de dominio fijo sii

para todo MU,A€Q, si MRA entonces D(u)=D(A). Un S-modelo es

de dominio variable sii no es de dominio fijo.

Segin la definicién anterior, en los sistemas modelos

de dominio fijo se da la igualdad entre las poblaciones de
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los diferentes mundos posibles alternativos a otro
cualquiera y 1la de este dltimo, lo que garantiza el
reconocimiento de cada individuo en cada mundo posible. Se
ha visto, en cambio, que el fallo del principio (GE) en los
lengua jes intensionales estd emparentado con la dificultad
de establecer criterios de homogeneidad entre las
poblaciones de 1los diferentes mundos posibles, lo que
significa que no siempre es factible trabajar con sistemas

modelos de dominio fijo.

Una diferencia interesante entre S-modelos de dominio
variable y S-modelos de dominio fijo 1la establece 1la

S-validez de la Fdrmula Barcan:

[FB] AxOa(x)>0Axa(x).

[FB] es un teorema solamente en las 1lamadas Idgicas
simétricas, esto es: en B* y en S5*. En los demds sistemas
mencionados antes, [FB] no es un teorema, a menos que se la
afifada como axioma. Al respecto, puede demostrarse el

siguiente teorema:

Teorema 17.1: :[FB] para todo S-modelo de dominio fijo.
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Demostracién: Supdéngase un S-modelo cualquiera de
dominio fijo y supéngase que para todo conjunto modelo ueEQ,
no AxDa(x)s0Axa(x); entonces [AxDOx(x)+0Axa(x)] y de
aqui que -Axla(x) y p-DOAxa(x); por lo tanto (pOa(a) para
todo a€d(u) y también OVxal(x); entonces Mua(a) y
MWVxaax(x), de donde Ma(a) para algin a€dP(r); esto es,
x(a)eEr y ~a(a)er, contra (C.m). Luego, para todo ueQ,

I-AxOa(x)20Axx(x) y por tanto AxOa(x)>DAxx(x)eu.

Afladida & aquellos sistemas en 1los que no es un
teorema, [FB] provoca la conversién de sus respectivos
S-modelos en S—-modelos de dominio fijo. Se pueden
considerar, por tanto, los S-modelos de dominio fijo como un
caso especial de los S-modelos de dominio variable. Estos

iltimos pueden ser de dos tipos diferentes.

En primer lugar estdn los S—-modelos de dominio variable
en los que se cumple el siguiente requisito de inclusidén o

requisito de dominios anidados:

Yu,aeQ, uRA » D(UHSD(N).

Con este requisito se obtienen S-modelos de dominios

variables anidados del tipo de 1los que usan HUGHES &
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CressweLL.®® Son S-modelos en los que la férmula

[FB*] OA x( x)A xDa( x)

es S-vdlida, pero no lo es [FB], excepto en el caso limite
en el que Dd(W=D(A), caso que se produce, por ejemplo,

cuando la relacién de alternatividad cumple la cldusula de

simetria.

Teorema 17.2: No para todo S-modelo de dominios

variables anidados es el caso que :[FB].

Demostracion: El siguiente S-modelo de dominios

variables anidados es un contraejemplo de [FBI]:

Q={p,n | wR} d(wy={a} D(M)={a,b}

a(a) a(b) Axa(x) Ox(a) AxOa(x) OAxa(x)

u 1 - - 1 1 0
A 1 0 0 - - -
98 HueHEs, G.E & CRESswELL, M.J.: Introduccién a la Idgica

modal, pp.: 147Tss.
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En segundo lugar se tienen aquellos S-modelos en los
que no se da el requisito de inclusién, de modo que puede
ser que, para cualesquiera dos mundos ©posibles con
diferentes poblaciones 4 y A tales que URA, se dé el caso de
que a€d(u) y a¥#d(A). En un caso tal no se trata de que las
extensiones predicativas cambien de un mundo a otro respecto
del individuo a, sino de que en A la extensién predicativa
de un predicado cualquiera P con respecto a la constante
individual a es el conjunto vacfio, por lo que no puede darse
que AM-Pa. El problema aquf es decidir si el enunciado Pa
tiene algin valor de verdad a pesar de que no existe el
individuo a en el mundo posible actual. KrRIPKE®® ha propuesto
una semadntica con estas caracteristicas en 1la que el
enunciado Pa si tendria wun valor de verdad en A
independientemente de que a€P(A) o a¥P(A). La semdntica de
KRIPKE da lugar a sistemas de 16gica modal Ilibre, donde tan
sélo son teoremas aquellos enunciados que estdn cerrados con
respecto a la cuantificacién universal.°® En la semadntica de

KrIPKE [FB] no es ni siquiera SS*-valida, por lo que no se

99 KriPKE, S.: "Semantical Considerations on Modal Logic",
Acta Philosophica Fennica, 16 (1963), pp.: 83-94.

100 cpepr, al respecto HUGHES & CRESSWELL: Introduccidén a la
logica modal, pp.: 153-156.
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la puede considerar aqui como modelo para el sistema SS*,

donde se ha dicho que si es un teorema [FB].1!°!

Basta considerar, por tanto, S-modelos de dominios
variables anidados para los sistemas normales de 16gica
modal de predicados de primer orden. En este sentido, y con
objeto de incluir el requisito de dominios variables
anidados en la semdntica, es conveniente redefinir la nocién

de S-modelo que se dio en §6:

Definicidén 17.2: Un S*—modelo es una quintupla ordenada

<«Q,R,D,>,f>, donde 2, R, D y > son como en la definicién 6.4
y f€? es una funcién tal que para cualesquiera dos conjuntos
modelos Mi,Mj€Q, si uiRU; entonces F(x,D(ui))€DP(uj), para

una variable cualquiera x.

Definicién 17.3: Una férmula o es S*—satisfactible sii

hay un S*-modelo y un peQ tal que a€u, Una férmula o es

s*-vdlida sii para todo s*-modelo y todo ueQ, o€y,

A partir de estas nuevas definiciones de los

101 1pidem.
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principales conceptos de la semdntica se hace necesaria la
reformulacién de 1los teoremas del capitulo cuatro y la

ampliacién de sus demostraciones del siguiente modo.

Teorema 17.3: Si o es S*—satisfaotible entonces hay al
menos una secuencia $ncdsx tal que si, para un fndice
cualquiera i y una fdérmula cualquiera B, PB/i€¥n depende de

«/1 entonces P es también S*-satisfactible.

Demostracién: Como la demostracién del teorema 9.1,

pero revisando los siguientes casos adicionales:
o (R.A*) sobre una expresién de la forma Ax8(x)/i.
Luego se obtiene la secuencia <0(ax)/i,... &(an)/i>,
donde <ak,... an> son todos los pardmetros aparecidos
en la secuencia ¥ en cualesquiera férmulas asociadas a
cualquier 1{indice j tal que j;*i. Por tanto, hay al

menos unos Hi,Hj€EQ tales que U Ru; Yy para todo

pardmetro am si an€d(Uj) entonces an€d(i) y
6(ax)€ni,... O(an)Eu; y por las definiciones 6.2 y
17.3, 6Cax),... 8(Can) son S*-satisfactibles.

¢ (R.V) sobre una expresién de la forma Vx6(x)/i. Luego
se obtiene 1la expresién 6(an)/i, donde an €8 un
parametro nuevo. Por hipdtesis de la induccién hay un

Mi tal que Vxd(x)€u; y S(and)€M; y por las definiciones
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6.2 vy 17.3, 8(an) es S*-satisfactible.

ema 17.1: Para toda fdérmula « y toda secuencia ¥n no

cerrada de dsx, hay un S*—modelo que S*—satisface simul -

tdneamente a todas las foérmulas de ¥n.

emostracién: Como el lema 9.1, pero afiadiendo 1los

siguientes casos:

1.

g) Sea B: Axd(x). Por hipétesis, -Ax6(x)/i€Fpn,1. Por
la definicién 9.8(1g), Vx6(x)/i€¥,. Por hipétesis
de la induccién Vx-d8(x) es S*—satisfactible, por lo
que hay un pi€Q tal que Vx8(x)€y; y, para algin
an€d(pi), -8(an)€p;s. Si B no fuera S -satisfactible
entonces, por la definciones 6.2 y 17.3, para
cualquier conjunto modelo HMi€Q no U™ AxS(x), de
donde WMi>Ax8(x); entonces ui>Axd6(x) y de aqui que
Hi>dCan) para todo an€d(u;); y por tanto 8(and€u;,
violdndose la condicién (C.=).

h) Sea B:"Vx8(x). Como en el caso anterior.

Sea PB:Ax6(x). Por hipétesis, Ax8(x)/i€¥Fn41. Luego
por la definicién 9.8(7), &(an)/i€¥,,... O(am)/i€¥F,,
donde an,... am son los pardmetiros que aparecen en
las fédrmulas asociadas a todo fndice j tal que jg*i.

Por hipétesis de la induccién, por tanto, hay al
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menos unos Mi,Uj€EQ tales que MRy y para todo
pardmetro ax si ax€D(Uj) entonces ax€D(Wi) y
8Can)€uy,... OCam)epi. Si B no fuera S -satis-
factible entonces por la definiciones 6.2 y 17.3 es
que, para cualquier U;€Q, no Mi>Axd(x); luego
ui>Ax8(x), es decir, Ui>Vx96(x); de aqui se sigue
que ui>d(an) para algin an€D(ui); de donde
~8(an)€U;, contrariamente a lo derivado de hipétesis
de la induccidn.

8’. Sea PB:Vx8(x). Por hipétesis Vxd(x)/i€Fns1. Por la
definicién 9.8(8) &(ax)/i€¥,. Por la hipétesis de la
induccién &6Cax) es S*-satisfactible, por lo que ha
de haber un WM;€Q tal que 6(ax)€u;. Si B no fuera
S*—satisfactible entonces, para cualquier Ki€Q, no
Hi>Vx8(x); por tanto U Vxd(x); luego Ui>Ax8(x),
de donde se sigue que Mi>S(ax) para todo ax€D(U;i),

y por tanto -8(ayx)€u;, contraviniendo (C.=)

Lema 17.2: Dada una fdrmula S*-satisfactible cualquiera
«, hay al menos una secuencia InCdsx tal que se puede
mostrar un S -modelo que hace a todas las fdrmulas de ¥n

simul tdneamente S*-satisfactibles.

Demostracién: Como la del lema 9.2 pero apelando al
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teorema 17.3.

Teorema 7.4: dgxa es cerrado sili o no es

S*—satisfactible.

Demostracién: Este teorema se demuestra como el teorema
9.2, pero apelando a los lemas 17.1 y 17.2

Corolario 1: o« es S -vdlida (z*a) sii #dgxa es cerrado.

Corolario 2: a es consecuencia 1dgica de un conjunto no
vacfo de fdormulas T en el sistema s* (Fg*a) sii hay una
formula Y que es la fdormula que se consigue al conjuntar

mediante el signo A todas las fdérmulas de un subconjunto

I''cl’ tal que #dsx (¥»x) es cerrado.

§18. Algunos resultados.

Con todo este aparato se hace posible aplicar el
procedimiento a los sistemas de lé6gica modal de predicados
de primer orden correspondientes a los sistemas K*, T*, B*,

sa* y s5*. Valga como ejemplo el 4rbol de la siguiente

férmula, que es una versién de la negacién de la Férmula
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Barcan:

A[AXD(a(x)>B(x))3DAXx (x(x)3B(x))]1/1 <>
AxD(a(x)»B(x))/1 <a>
A0Ax(a(x)>B(x))/1 <>
OCx(a)>B(a))/1 <1,2>
OVx~(a(x)3B(x))/1 <2>

(a(a)>»B(ad)) /1 <>
Vxa(a(x)»B(x))/2 <b>
(a(a)>»B(a))/2 <>>
~a(a)/1 B(a)/1
a2 (x(b)>B(b))/2 <> ~(a(b)3B(b))/2 <>
acx(a)/z B(a)/2 na(a)/2 B(a)/z2
a(b)/2 a(b)/2 a(b)/2 a(b)/2
~B(b)/2 ~B(b)/2 aB(b)/2 ~B(b)/2

El Arbol se termina sin haberse cerrado. Esto quiere
decir que hay al menos un contraejemplo (cuatro en este
caso) de [FB]. Obsérvese que en la construccién del arbol el
pardmetro b que aparece al marcar una fdérmula asociada al
indice 2 no marca a la férmula AxD(x(x)»B(x)) asociada al
indice 1, por lo que se ha asumido al construirlo que no 2§1
(en definitiva, que U1 no es alternativo a puz2); esto es, que
la relacién de alternatividad no cumple la clidusula de
simetrfa. [FB] no es, efectivamente, ni K'-valida ni
T*-vdlida ni S4*-valida. El siguiente es un modelo

falsificador de la férmula AxO(x(x)>2B(x))20Ax(x(x)2B(x)):
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Q={p1,p2} tal que piRu1, p2Ruz, p1Ruz.
D(ud=1al, duz)={a,bt y f(x,D(11))=a y f(x,Du2))=a.

s4” | «(a) a(b) B(a) B(b) (x(a)¥f(a)) (x(bI3B(DH))
B 0 - - - 1 -
K2 0 1 - 0 1 0

Sin embargo, si se aflfade la cldusula de simetria se

comprueba que la Férmula Barcan es tanto B*-v4lida como

S5*-valida:

S [AxO(x(x)»B(x))3D0Ax(ax(x)2B(x))1/1 <>
AxO(a(x)>B(x))/1 <a,b>
A0Ax(a(x)9B(x))/1 <>

OC(x(a)>BCad))/1 <1,2>
OVx~(a(x)3B(x)) /1 <2>
(x(a)>2p(al))/1 <>
Vx-(a(x)3B(x))/2 <b>
(ax(a)>»B(a))/z2 <>>

' ~

~a(a)/1 Blad/1
A(a(b)3B(b))/2 <> a2 (a(b)»B(b))/2 <>
OCa(b)>B(b))/1 <1,2> OCx(b)>B(b))/1 <1,2>
~a(a)/2 Bla)/z ~a(a)/2 B(a)/z
a(b)/2 ax(b)/2 a(b)/2 a(b)/2
~B(b)/2 aB(b)/2 ~B8(b)/2 aB(b)/z2

(ax(b)>2B(b))/1 <>>
(a(b)3B(b))/2 <>>

YN
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aa(b) /1 B(b)/1

7N

~a(b)/2  B(b)/2
X X

En este segundo 4rbol, al darse el caso de que u2RuU1,
el término b tiene la misma referencia en Y(Y1) que la que
tiene en DP(u2) y por tanto aparece en los enunciados de
ambos conjuntos modelos. Se puede comprobar entonces que,
aunque se ha descartado la presuposicién de que en M1 y en
Uz existan los mismos individuos, no se ha suprimido la
presuposicién de que en ambos mundos posibles existan
Iindividuos. En los dos drboles, la expresioén
AxO(a(x)»B(x))/1 ha sido marcada con un pardmetro que hasta
entonces no habia aparecido en la secuencia. En realidad, en
ese momento atn no habia aparecido ningdin pardmetro en el
drbol. Esto representa una violacién de 1la cldusula de
existencia y por tanto de la condicién (C.Ag) del capitulo
anterior, pero no de la cldusula de la indicacién rigida
que, a pesar de que parece maAs restrictiva, permite obtener
conclusiones que en un sistema sin presuposiciones
existenciales no son posibles. Por tanto diré, no que la
semdntica de los mundos posibles estéd exenta de

presuposiciones de existencia, sino, siguiendo a J.
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HINTIKKA, que no tiene presuposiciones de particularidad.??

§19. Arboles semdnticos infinitos por causa de la iteracién

de operadores cuantificacionales.

Se pueden encontrar también secuencias infinitas por la
aparicién ininterrupida de pardmetros en el arbol al aplicar
las reglas propias de los cuantificadores. Por ejemplo, la

secuencia sin modal idades siguiente:

AxVy(~a(x,x)Aa(x,y))/1 <a,b,c,...>
Vy(~a(a,a)aa(a,y))/1 <b>
(~a(a,alra(a,b))/1 <A>
Vy(~a(b,b)Aa(b,y))/1 <c>
~a(a,a)/1
ala,b)/1
(na(b,b)Aal(b,c))/1 <A>
Vy(ma(e,ec)aale,y))/1 <d>
~a(b,b) /1
a(b,c))/1

102 5. HinTikka demuestra también que, en un sentido definido,
los sistemas con presuposiciones de existencia son un
subsistema de aquellos que prescinden de ellas. El sistema
aqui expuesto estd a medio camino entre ambos. Para la
demostracidén cfr. HINTIKKA, J.: "Existential Presuppositions
and their Elimination" en Models for Modalities, péaginas
34-37.
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Por lo general, de toda férmula satisfactible en la que
se dé un cuantificador existencial bajo el alcance de otro
universal se obtendrd un Arbol infinito, de forma similar a
10 que ocurria cuando en un 4rbol aparecia una fdérmula
modalizada en la que un operador de posibilidad cafa bajo el
alcance de uno de necesidad. Como puede preverse, por tanto,
la causa de que el 4rbol anterior no se termine es andloga a
la que se estudié en el parédgrafo precedente y la solucién
que aportaré responde, por ello, a criterios parecidos a los

103 gi en el caso anterior era necesario

de entonces.
restringir la aparicién de nuevos indices en el &4rbol para
evitar su decurso infinito, en el caso de los adrboles que no

acaban por la proliferacién de pardmetros hay que restringir

103 Hay que tener en cuenta que la l6gica de predicados de
primer orden no es decidible y que por eso mismo el método
de 1los 4rboles semdnticos no puede aportar un modelo
efectivo para todas las férmulas satisfactibles. En
concreto, la existencia de férmulas que son satisfactibles
solamente en dominios infinitos comporta ya la imposibilidad
de evitar la aparicién de secuencias arbdéreas infinitas. Sin
embargo, como es el caso de 1la fdérmula cuyo A4rbol se
desarrolla mads arriba, se puede encontrar mediante este
método un modelo que satisfaga a las que lo sean en dominios
finitos, a pesar de tener su prefijo cuantificacional
dispuesto del modo ya indicado.
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las reglas propias de la cuantificacién. %4

Definicidn 20.1: Se entiende por signo de

provisionalidad un par de barras verticales a derecha e
izquierda de una expresién O/i€fpcdsx. Si 6/i aparece con n
barras verticales a derecha e izquierda, con n2i, se diré
que 8/i tiene n signos de provisionalidad o, simplemente,

que 6/i es n-provisional.

Definicién  20.2: Si  ¥/i,8/1€fnchsx  y  8/5  es
provisional, se dice que la expresién 7Yy/i origina la
provisionalidad de &/ sii 6/j depende de 7¥/i en ¥n, V/i
tiene un signo de provisionalidad menos que §&6/j y para
cualquier expresién nN/x€¥, de la cual dependa 6/j y tenga un

signo de provisionalidad menos que 6/j, y/i depende de n/k.

Definicién 20.3: Un cierre provisional es aquél que se

produce sii en la secuencia ¥ ocurre un par de férmulas de

las que una es la negacién de la otra y al menos una de las

104 g] método que sigue para evitar determinado tipo de

drboles infinitos se denomina de drboles provisionales y ha
sido desarrollado para 16gica de predicados de primer orden
por D1az EsTevEz en el articulo inédito "Reducciones finitas
de d4rboles semAnticos infinitos".
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dos es provisional. En el caso de que en la secuencia J se
dé un cierre provisional, se tacha la férmula provisional
con cuya aparicién se origina el cierre de la secuencia, asf
como todas las fdérmulas con 1igual numero de signos de
provisionalidad de las que dependa y la marca que da lugar a

dicha férmula provisional.

(R.V*): Si la primera expresién no convenientemente
marcada de la secuencia Jcdsx es de 1la forma
VxB(x)/i, entonces se affade a ¥ la expresién
B(ax)/i, donde ax es el pardmetro de menor
subindice no tachado como marca de VxB(x)/i, de
modo que:

a) si ax ya ha aparecido en ¥, la expresién
BCax)/i se escribe con un signo mas de
provisionalidad que los que tenga VxB(x)/i y se
marca con el signo l<ak>!;

b) si ax ain no ha aparecido en ¥, la expresién
B(ax)/i se escribe con los mismos signos de
provisionalidad que tenga VxB(x)/i y se marca con

el signo <ax>.

Con la restriccién anterior, el &4rbol propuesto més

arriba se termina del siguiente modo:
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AxVy(na(x,x)Aa(x,y))/1 <a,b>
Vy(~a(a,a)raala,y))/1 ¥<a>t <b>
Y(~a(a,a)rala,a)) /1t <A>
t-a(a,a) /14
ta(a,a) /1 ¥
(~a(a,a)ara(a,b))/1 <A>
Vy(~a(b,b)aal(b,y))/1 l<a>l
~a(a,a)/1
a(a,b)/1
{(ma(b,b)Ara(b,a)) /1]l <A>
I~a(b,b) /1l
la(b,a)) /1l

El 4&rbol proporciona un S*-modelo para la férmula

inicial con un dYnico conjunto modelo Ui ~-lo que es evidente

puesto que no hay ninguna ocurrencia de operadores modales

en la férmula- y un dominio D(ui)={a,bl}

x(a,a) a(a,b) a(b,a) a(b,b)

ml o 1 1 0

El siguiente es un caso similar pero con una fdérmula

modal al inicio del &4rbol:

[OVxa(x)»VxOa(x)1/1 <>
OVxa(x)/1 <1,2,3,...>
“VxOa(x)/1 <>
Vxa(x)/1 <a>
Ax0-o(x)/1 <a,b,c,...>
a(a)/1
O~ax(a)/1 <2>
aa(a)/2
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Vxa(x)/2 <b>
oa(b)/2
Ona(b)/1 <3>
~a(b)/3
Vxa(x)/3 <e>
a(c)/3

El A&rbol infinito anterior no pararfia aunque se

aplicase el método de los indices congruentes porque se

trata no de un A4rbol S4* o SS* sino de un A4rbol T*. En

real idad son los parédmetros que van apareciendo
indefinidamente en el &4rbol los que provocan que éste no
pare., Pero si le aplicamos la restricecioén de la

provisionalidad se obtiene la secuencia siguiente:

A [OVxa(x)»VxOa(x)1/1 <>
DVxa(x)/1 <1,2,3>
AVxOa(x)/1 <>
Vxa(x)/1 <a>
Ax0-a(x)/1 <a,b>
ala)/1
O-a(a)/1 <2>
~x(a)/z
Vxa(x)/2 Y<a>t <b>
YoCa) /24
a(b)/2
Ona(b)/1 <3>
aa(b)/3
Vxa(x)/3 l<a>l
lx(a) /3l

En este caso tenemos que 1la secuencia anterior se

corresponde con #r*[OVxa(x)9VxDa(x)] y que aporta un modelo
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que T*-satisface a la férmula inicial:

Q={pq, 2,13} D(uy)={al D(uz)=1{a,bl D(u3d)=1{a,b}

T aa) a(b)
251 1 -
H2 0 1
U3 1 0

El siguiente es el esquema propio de la relacién de

relevancia entre indices:

P2

P1

o
"\

9?3
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LA INTERPRETACION DEONTICA DE LAS MODALIDADES.

La 16gica de las normas o lé6gica dedéntical®® se ocupa, en
general, de tres tipos diferentes de enunciados: los
enunciados imperativos, los enunciados de valoracién y los
enunciados normativos.!°® Parece que los tres tengan algo en
comin, pero queda poco claro hasta qué punto ese algo es
discernible de su aspecto puramente lingiifstico y por tanto
relevante para la 1lé6gica. En este sentido, por ejemplo,

aunque cabe preguntarse por el tipo de relaciones que vigen

105 E} término deontik referido a la 16gica de las normas fue
usado por vez primera por E. MALLY en Grundgesetze des
Sollens. Elemente der Logik des Willens, de 1926.
Posteriormente, VoN WRIGHT utilizé 1Ia expresién en su
importante articulo "Deontic Logic", con el que se inauguré
el estudio actual de esta disciplina de la 16gica.

106 yon WRIGHT realiza una distincién andloga entre nociones
deontolégicas o normativas, nociones axioldgicas o de valor
Yy nociones praxiolégicas. Cfr. Un ensayo de ldgica dedntica
y la teorfa general de la accidén, péadginas 11-13. Cfr.
también KUTSCHERA, F.: Fundamentos de élica, capitulo
primero, donde se distingue entre conceptos y principios
dedénticos y conceptos Yy principios axioldégicos y se
establece su interdependencia.
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entre los enunciados pertenecientes a cada una de las clases
antes mencionadas, sobre todo por lo que respecta a la
posiblidad de establecer un modelo Unico de interpretacién
para la 16gica dedéntica en general, o bien si es posible
encontrar el modo de reducir dos cualesquiera de ellas a la
tercera, ninguna de estas consideraciones tiene valor sin
antes determinar lo principal; esto es: s8si es posible
establecer una l6gica de la praxis similar a la 16gica del
razonamiento tedrico. Esta itdltima cuestién puede resumirse
con la siguiente pregunta: (Si lo verdadero y lo falso son
los referentes 16gicos de los enunciados asertérico-
descriptivos, cudles son los de los enunciados imperativos,

valorativos o normativos?

En mi opinién, la teoria semdntica de 1os mundos
posibles, ademds de proporcionar mecanismos de andlisis y
decisién para la 16gica dedntica, permite al filésofo de las
normas y la moral (asf como al filésofo del lenguaje y de la
l6gica interesado por estos temas) evitar la servidumbre de
la ética y la filosoffa practica con respecto a conceptos

como el de verdad, obscuros cuando se aplican fuera de su
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dmbito normal de uso.!°”

Sin embargo, no me voy a detener en consideraciones de
tipo filos6fico mds que para analizar someramente desde una
perspectiva lingliistica los enunciados pertenecientes a los
tipos antes mencionados. El objeto de este andlisis sera
establecer los limites para la aplicacién del procedimiento
de decisidén de los 4rboles semdnticos desarrollado en los
capitulos anteriores en el 4mbito de 1la 16gica de 1los

lengua jes normativos.

§20. Lenguajes normativos y légica.

Entiendo que, desde un punto de vista 16gico, los

107 g) e¢riterio empirista de significado adoptado por los
filésofos verificacionistas de la corriente del empirismo
16gico durante el primer tercio de siglo llevé a algunos
autores a negar que los enunciados normativos tuviesen
sentido, ya que no eran ni verdaderos ni falsos. Esta
postura rancia no es hoy en dia defendida por nadie, con
excepcién de los recalcitrantes que atn manejan la vieja
teoria empirista del significado sin tener en cuenta las
modificaciones que el concepto de verdad ha sufrido, sobre
todo en relacién con el estatuto epistemoldégico de las
teorias cientificas y su aplicacién en la interpretacién de
la realidad que pretenden explicar. Cfr. en este sentido
WARNOCK, M.: Ethics since 18900.
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enunciados imperativos, como es el caso de
(29) «Pon esta carta en el correo»,

no difieren de 1los enunciados normativos del tipo <«es
obligatorio que...». Esto permite traducir (29) por otro
enunciado cuya estructura normativa es méds propicia para el

andlisis 1d6gico:

(29°) «Es obligatorio que pongas esta carta en el

correo».,

Hay una objecidén inmediata para este tipo de
traducciones. Viene a decir que mientras que no parece
aceptable preguntarse por el valor de verdad de (289), sfi se
responderia a cualquier pregunta sobre (29°') es verdadero o
falso, lo que hace sospechar que no existe correspondencia
l16gica entre ambos enunciados y que por tanto no es posible
traducir el uno por el otro. No obstante, si se examina

(28’) con atencién se comprueba que la aseveracién

(30) «Es verdad que es obligatorio que pongas esta

carta en el correo»
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no dice nada sobre 1o que acaece (sobre todo no dice que sea
cierto que la carta se haya puesto de hecho en el correo),
sino que solamente habla sobre la existencia de la
prescripcién, por lo que (29°') es un enunciado verdadero o
falso en un sentido muy distinto del que tiene decir de un
enunciado asertdérico-descriptivo que es o bien lo uno o bien
lo otro. Por ello, la reticencia apuntada sobre la
traducibilidad de los enunciados imperativos a enunciados
normativos queda, a mi entender, salvada en primera
instancia. De hecho, no encuentro ningidn contraejemplo para
este tipo de traduccién. Si acaso, aquellas d6rdenes que
suponen una secuencia de acciones habrfan de ser traducidas
incluyendo matices temporales.108 Pero esto no es un problema

inabordable.

Por su parte, los enunciados de valoracién se dividen

en dos grupos: el de los enunciados valorativos absolutos y

108 Supdéngase un juego cuyas reglas estuvieran redactadas como

prescripciones del tipo

(31D «Si el dado marca seis, ve a la casilla tal y tira
de nuevo»,

andloga a la norma

(31°) «Si el dado marca seis, es obligatorio que antes
vayas a la casilla tal y que después tires de
nuevo el dado».
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el de los enunciados valorativos relativos. Los primeros son

del tipo

(32) «Esto es bueno» o «Es bueno que tal y tal»

por oposicién a

(33) XEsto es malo®» o «Es malo que tal y tal».

Los segundos son del tipo

(34) «Esto es mejor que aquello».

"Bueno” y "malo"” son valores, como lo son "verdadero" y
"falso", “"bonito” y "feo", etcétera. En realidad, los
enunciados valorativos absolutos constituyen 1o que se llama
a menudo Jjuicios de valor, en tanto que 1los enunciados
valorativos relativos dan lugar a la 16gica de la
preferencia, que mantiene con respecto a los juicios de
valor una relacién similar a la que mantiene la 16gica de
las normas. Esta es: los juicios de valor estdn en un nivel
de lenguaje diferente al de los enunciados normativos o de

preferencia; un enunciado del tipo

178



CAPITULO SIETE

(33bis) «Matar es malo»

se encuentra en el mismo nivel con respecto a

(35) «Est4 prohibido matar»

que

(386) «Es verdad que los planetas giran alrededor del
Sol»

con respecto a

(37) XEs necesario que los planetas giren alrededor del

Sol>»,

lo que 8e explica por un andlisis exhaustivo de 1los

conceptos de analiticidad y verdad.

En lineas generales, el establecimiento de una ldégica
de las normas supone la aceptacién de un principio general
de racionalidad prioritariamente sobre el principio de
extensionalidad, con el consiguiente cambio de perspectiva

con respecto a conceptos ya de antiguo acuffados como es el
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caso del concepto de verdad o el de validez, 10

pero esta
discusidén conduciria a terrenos diferentes de los que aquf
interesan. Lo importante en este caso es que los modelos
semdnticos adoptados para los lenguajes normativos no deben

diferir esencialmente de 1los modelos apropiados para la

16gica cldsica de predicados de primer orden.

En definitiva, lo que se ha hecho es adoptar una postura
acorde con la solucién dada al dilema planteado por el
16gico nérdico JORGEN JORGENSEN, enunciado en el capitulo
dos de este trabajo. Ha bastado un cambio de perspectiva sin
que fuera necesario cambiar la herramienta de andlisis. Asf{,
por lo que se refiere a los lenguajes normativos, el dfscolo
concepto 16gico de verdad deja paso al mids manejable y
eficiente de bpertenencia a un sistema normativo,
aseme jAndose a lo propuesto para los enunciados asertérico-
descriptivos, que son verdaderos si y solamente si
pertenecen a un sistema tedrico —-esto es: si y solamente si

tienen un modelo que los satisface-.11°

109 cyarLES L. STEVENSON ofrece en el capitulo VII de Etica y
lengua je un buen andlisis de estos términos en relacién con
el lenguaje ético.

110 Anora bien, s8i surgen problemas de indole filoséfica,
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§21. La reinterpretacién dedéntica de 1los operadores de

modal idad.

"

El giro lingliistico "es obligatorio que puede
interpretarse en espafiol en dos sentidos diferentes. Uno es
el sentido que sefilala 1la expresién alemana Tun-Sollen
(traducible por deber hacer) y el otro el gque indica la
expresién Sein-Sollen (traducible por deber ser). Ambos
sentidos marcan la diferencia de matiz que media entre los
enunciados imperativos vy los enunciados eminentemente
normativos, como es el caso de los que describen las reglas

o la estrategia en un juego. Sin embargo, queda dicho que,

para los propésitos de la 16gica y el alcance de las

éstos no son mAs recalcitrantes que los que ya existian en
el dmbito de la filosofia prdactica. El /qué debemos hacer?
kantiano mantiene su privilegiada posicidn de pregunta clave
de la ética y la politica. Pero ahora es fadcil determinar si
de 1o que se cree deber hacer se sigue consistentemente otro
tipo de acciones o no. O dicho de otro modo, si cabe
plantearse razonablemente el paso del deber ser al ser o si,
por el contrario, no existe ningin puente que 1lleve del
reino de los fines a la realidad de los facta humana, con lo
que no cabria pasar de lo uno a 1o otro tampoco en este
sentido (lo que, dicho sea de paso, no es menos intuitivo
que la célebre falacia naturalista).
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consideraciones a desarrollar en este capitulo, los primeros
pueden ser traducidos a enunciados del tipo de estos
iltimos. De modo que voy a dejar a un lado no sé6lo la lé6gica
de la preferencia, sino también la 16gica de la accién,111 que
tanto tienen que ver con la 16gica de las normas puras, y
voy a dedicar las siguientes consideraciones a la extensién
del procedimiento de los Arboles semdnticos a un sistema de
16gica dedntica tan restringido como es el caso del sistema

estdndar de 16gica dedéntica, que llamaré sistema D.11?

111 creo que puede considerarse a VON WRIGHT el padre de los
modernos tratamientos de la légica dedéntica en la mayoria de
sus aspectos, incluidos, claro estd, los relacionados con la
decisién y la accién humanas. Asi, sus estudios The Logic of
Preference, Norm and Action y An Essay in Deontic Logic and
the General Theory of Action se encuentran en la base de
todas las consideraciones que aqui se apuntan. Asimismo,
como estudios introductorios a las 16gicas de la decisidén,
la preferencia y la accién, cfr. REscHeEr, N. (ed.): The
Logic of Decision and Action y también The Logic of Action
and Preference.

112 £) nombre de sistema estdndar de 1é6gica dedntica lo tomo
de BENGT HANSON, quien se refiere a él1 como «el maAs pequefio
conjunto [de férmulas] que cumple los siguientes requisitos:
(i) para cualquier férmula o de BL [un cdlculo béasico de
proposiciones], Ox es una férmula del sistema estdndar de
l16gica dedéntica SDL; (ii) la negacién de cualquier férmula
de SDL es una férmula de SDL; (iii) la disyuncién de
cualesquiera dos férmulas de SDL es una férmula de SDL».
Cfr. HANSON, B.: "An Analysis of Some Deontic Logics", en
HILPINEN, R. (ed.): Deontic Logic: Introductory and
Systematic Readings, pAgina 122. Aqui, para mayor agilidad,
se amplia la definicién de HANSON para los signos ¢, A y -
en idénticos términos. E]l sistema D que se analiza en este

182



CAPITULO SIETE

Al interpretar dedénticamente los operadores modales hay
que tener en cuenta que habra que trabajar con sistemas
16gicos atipicos con respecto a lo que se podria llamar la
generalizacidn modal del axioma de Aristételes. Esto es, el
principio Oo»a de 16gica modal alética (andlogo al principio
Axax(x)>a(a) de 16gica cuantificacional) no tiene un
equivalente deéntico, puesto que del hecho de que algo sea
obligatorio no se sigue de ningdin modo que ese algo sea de
hecho. En cambio, si debe funcionar el principio Do« (cuyo
andlogo es Axax(x)?Vxa(x) en 16gica cuantificacional). En
dltima instancia, tales peculiaridades se deben a que no se
puede admitir en un sistema estdndar de 16gica deéntica una

regla similar a la regla de necesariedad

Fo = Fla,

que s8i vale en los sistemas de 16gica modal alética

estudiados. ' Ni siquiera es admisible el teorema de T

capitulo es el sistema DM que aparece en FitcH, F.B.: "“Tree
Proofs in Modal Logic", padgina 152.

113 por lo tanto, el sistema estdndar de 16gica deéntica no es
un sistema normal de ldégica modal.
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Forda.

Estas restricciones hacen que D sea ain mids débil que
T. De hecho, incluyendo algunas pequefias modificaciones en
la definicién de T-modelo se obtiene un D-modelo. Asi, las
condiciones definidas en su momento para los operadores de

modalidad no varian al reinterpretarlos dedénticamente:

(c.h: Si Doeue? entonces para todo A€Q tal que MRA, o€l

(c.9): Si Qo€pe? entonces hay un A€Q tal que pRA y ael,

Pero si, como queda expuesto, no puede derivarse en el
sistema la férmula o a partir de Dx, es imprescindible que
el conjunto modelo A no sea el mismo que el conjunto modelo
u (AMU); lo que es tanto como decir que no es el caso que
R, con la excepcién de un mundo posible perfecto en el que
nunca se infrinjan las normas. Cabe calificar por ello los
D-modelos como sistemas modelos atipicos para los que la
definicién de la relacién de alternatividad no ha de

contemplar la propiedad reflexiva para todos los conjuntos

184



CAPITULO SIETE

modelos de Q;11¢

en cuyo caso, atendiendo a la definicidn de
la relacién de alternatividad dada en el capftulo uno,
deberd cumplir alguna cldusula apropiada que la restrinja en
el sentido adecuado. Esta es la que llamo clédusula
aliorrelativa y que defino del modo siguiente: Si Ui€R

entonces, si hay en Q al menos un pj tal que MUjRUi entonces

piRp; 119

En cualquier otro caso, un conjunto modelo no es
alternativo a s{ mismo. Por tanto, aunque los D-modelos no
son sistemas modelos normales en el sentido de KRIPKE,
tampoco son totalmente extrafios al conjunto de los sistemas

modelos normales estudiados en este trabajo, por 1lo que

114 crp, KRIPKE, S.: "“Semantical Analysis of Modal Logic I:
Normal Modal Propositional Calculi”, pagina 95: «Si
desechdsemos la condicién de que R sea reflexiva, esto
equivaldria a abandonar el axioma modal [A>A. De este modo,
podriamos obtener sistemas del tipo requerido por la légica
dedntica».

115 F] motivo de condicionar que pRy a que haya algin v tal
que VRU es que no se puede descartar el hecho de que las
normas no siempre se incumplen, excepto cuando no es posible
obedecerlas. Ahora bien, siempre que es posible cumplir una
norma se puede pensar en un mundo posible alternativo al
actual en el que ésta si se cumple. No se debe confundir
esta consideracién con el planteamiento del principio
sol len-kénnen, que se analizard mds adelante.
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cabria calificarlos como sistemas modelos cuasi-normales.!1®

Asif, el cuadro de las propiedades de la relacién de

alternatividad del 86 tendr4 que ser completado del modo

siguiente:
Sistema. Propiedad. Cldusulas que cumple
la relacién.
D Serialidad VAIu(ARU)
Aliorrelatividad Vu(3x(ARu)» (uRu))

Estas restricciones de los D-modelos se reflejan en las
reglas de formacidén del 4rbol a través de la modificacién de

la definicién de Indices relativos al afladir la siguiente

cldusula:

Definicidén 21.1: Como la definicién 8.5 pero afladiendo:

e) Vi, je¥ jBJ sii i~j 6 i=j & 3k€¥ k~i.

116 crp, Scuorcu, P.K. & JENNINGS R.E.: "Non-Kripkean Deontic
Logic", en HILPINEN, R.: New Studies 1in Deontic Logic,
quienes proponen diversas estructuras modelos no kripkeanas
para la l16gica dedéntica.
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Aplicando (Rp.0) puede probarse la D-validez de los
principales teoremas del sistema estadndar de 16gica
deéntica.'” Los tres primeros drboles prueban la D-validez de

los axiomas caracteristicos de D.

[AD1] Do>Qc118

2 (0o dax) /1 <>
Oax/1 <2>
~20a/1 <>
O~a/1 <2>

a2
/2

[AD2] O(aaB)e> (OaaDp)

s[0(xAB)e> (Daalp) /1 <>
OcCaaB)/1 <2>
2 (Oaa0B) /1 <>

117 He hecho una seleccién de las leyes y principios que Vol
WRIGHT estudia en "Deontic Logic". Concretamente, los
teoremas [TD41-[TD10] se corresponden con las que é1 llamé
leyes sobre el compromiso (laws of commitment), que dan
lugar a las famosas paradojas sobre el compromiso, como la
de Ross [TD111].

118 En este drbol, el indice 2 no aparece en la secuencia al
marcar una férmula del tipo 0B, por lo que no es relativo al
indice 1. Sin embargo, es necesario que haya al menos un
U1Ruz por la definicién dada de la relacién de
alternatividad en D, que contempla la cldusula de serialidad
o idealizacién. O dicho de otro modo, un enunciado normativo
de obligacién sélo tiene sentido si hay al menos un mundo
posible (ideal o no) en el que la norma se cumple.
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‘

N

a0a/1 <> -0B/1 <=
O=a/1 <2> 0-B/1 <2>
“a/2 ap/2
(aaB)/2 <A> (aAB) /2 <A>
o/2 «/2

B/2
X X

[AD3] O(av-a)

a0Cavaax) /1 <>
O~ (avaa) /1 <2>
sS(oavaa)/2 <>
aa/2
a/2

X

[TD1] Qav{-«

A(Qovlaax) /1 <>
~0a/1 <>
“0-0/1 <>
Daa/1 <2>
Oaaa/1 <2>

-/ 2
ana/2 <>
a/2

X

[TD2]1 (OavOB)->O(avp)

- [ (OavOB)>0OCavB) 1/1 <>
(OcevOBY /1 <v>
s0CavB) /1 <>

YN

Oa/1 <2> O0B8/1 <2>
O (avB) /1 <2> O (avB) /1 <2>
a(avB)/2 <> alavpB)/2z2 <>
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a/2 B/2

aa/2 ~a/2

X -g/2
X

[TD3] ¢ (arB)>» (QandB)

[0 (aAB)> (QandB)1/1 <>
OCaaB) /1 <2>
~(QaAdBY /1 <>
(anB)/2 <A>

SN

“Qa/1 <> ~0B/1 <>
o/2 o/2

B/2 B/2

O-a/1 <2> O0-B/1 <2>
—~a/2 af/2

X

[TD41 (OaaDO(a»p))-»0p11°

A [ (OoabO(e>p))->0B81/1 <>
(OaaD(a3B)) /1 <A>
-0B/1 <>
Ox/1 <2>
OCa»B)/1 <2>
0-B/1 <2>
ap/2
a2
(2B)/2 <>

119 fggte teorema fue 1lamado por VON WRIGHT ley de la
obligacién derivada. Da lugar a las conocidas paradojas de
la obligacién derivada, evidentemente emparentadas con las
paradojas de la implicacidén estricta:

1. =030 B8);

2. O0p>0(a3B).
Cfr. Aaqvist, L.: Introduction to Deontic Logic and the
Theory of Normative Systems, capitulo II.
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N

aa/2 ~p/2.

[TD5]1 (QaaO(aB8))208

[ (Qaab(oB))30B81/1 <>
(Oanl(aB)) /1 <A>
-0B/1 <>
Qa/1 <2>
O(aB) /1 <2>
0-8/1 <2>
o/2
(a2B)/2 <>>
aB/2

N

/2 B/2
X

[TDE1 (~0aaD(Bra))=>-08

“[ (0ol (Bra))>a0B81/1 <>
(~0anD(Bra) ) /1 <A>
a=0B/1 <>
2Qa/1 <>
Ograd/1 <2>
0B/1 <2>
O-aa/1 <2>
B/2
(Bra)/z2 <«>>

/2

N

“B/2 o2

[TD7]1 (OCa> (BVY) IA-0BA0Y)» 0«

A0 @ (BvY) IA=0BA-0Y)» 0] /1 <>
(O (B IA0BA0YY /1 <A>
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aa0a/1 <>
OC> (Bvy))/1 <2>
~0B/1 <>
“0y/1 <>
Qa/1 <2>
0-p/1 <2>
O~y/1 <2>
a/2
(> (Bvy))/2 <>>
ag/2
ﬂ1/2

N

/2 (Bvy) /=2

X RN
¥/2

B/z2

[Tp8] -~[OCavBIA~Qan-0B]

= [0CvBIA0aA~0B1/1 <>
[OCavBIA0aA0B1/1 <A>
OCavB) /1 <2>
~0a/1 <>
~0B/1 <>
O-a/1 <2>
0-8/1 <2>
(avB)/2 <v>
a0/2

~B/2

N

a/2 B/2
X X

[TD9] (OaxaAD((axAB)>7))->0(B>7)

S [ (OaAO((anB)>¥))>0(B2¥)1/1 <>
QoA ((aaB)>3))/1 <A>
SO0 Y)/1 <>
Dx/1 <2>
OC(aaB)3¥)/1 <2>
0 (BrY)/1 <2>
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A(BY)/2 <>
a/2
((aaB)>¥)/2 <>>
B/2
ay/2

N

a(aAB) /2 <> y/2
N X
aa/2 ap/2

X X

[TD10] O(~a)-»0x

A [0 a)200]/1 <>
O(rea)/1 <2>
A0a/1 <>
O-a/1 <2>
/2
(noda)/2 <>

N

/2 <> a/XZ
a/2
X

[TD11] Oa>0(avp)12°

a[0c=>0CavB)1/1 <>
Ox/1 <2>

120 {TD11] es la conocida paradoja de Ross. Debe su nombre a
ALF Ross, quien la enuncié diciendo que de este teorema se
gsigue, por ejemplo, que si es obligatorio poner una carta en
el correo entonces también lo es ponerla en el correo o
quemarla. Cfr. Ross, A.: "Imperatives and Logic" y también
Directives and Norms, 8§33. Asimismo, cfr. Aqvist, L.:
Introduction to Deontic Logic and the Theory of Normalive
Systems, capitulo II.
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-0CavB)/1 <>
O (avB) /1 <2>
A(avB)/1 <>
o/2
/2

X

§22. La reduccién de la lé6gica dedntica a la 16gica modal

alética. E]l sistema SK.

Una vez analizados los D-modelos, merece la pena hacer
algunas consideraciones sobre determinados aspectos
relevantes relacionados con la 16gica de las normas y la

filosofia préactica.

El filésofo INMANUEL KANT fue quien en primer lugar
introdujo en el ruedo filoséfico, en relacién con sus
disquisiciones acerca de la naturaleza de la libertad
humana, el problema de la obligatoriedad de hacer 1o que no

121

es posible hacer. Este principio, que declara que sdélo

121 para KaNt, la libertad humana es la consecuencia de que
sea posible para un hombre actuar como debe hacerlo, esto
es: ateniéndose a los mandatos de las leyes morales puras,
«que determinan a priori [...] lo que es preciso hacer o no
hacer [...]. En efecto, como ella [la razén pural proclama
que estos actos deben tener lugar, es preciso también, por
consiguiente, que puedan tener lugar». KaNT I.: Kritik der
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puede ser obligatorio aquello que es posible, recibe el
nombre de principio sollen~-kénnen y ha sido ampliamente
estudiado desde una perspectiva légica, por ejemplo, por VON
WRIGHT en Norm and Action.'?? El estudio de este principio y
su presencia en algunos sistemas 16gicos interesa en tanto
que su tratamiento puede convertirse en 1a puerta que
introduzca en el &mbito de la 16gica de las modalidades
mixtas, dedénticas y aléticas. Con este norte voy a realizar,
en primera instancia, algunas consideraciones acerca de los
intentos de reduccién de la ldégica dedéntica a la 146gica
modal alética, centrando mi atencién en las propuestas de
A.R. ANDERSON, para esbozar posteriormente un sistema 16gico

mixto. 123

La pretensién de reducir la légica dedéntica a la lé6gica
de la necesidad y la posibilidad tiene un claro origen

intuitivo en la proximidad que en las lenguas indoeuropeas

reinen Vernunft, A 807.
122 ooy, op. cit., capftulo VII.

123 En este paradgrafo voy a distinguir entre el uso alético y
el dedntico de los operadores modales al escribirlos de
distinta forma, evitando asif confusiones innecesarias. De
modo que los operadores aléticos correspondientes a 0 y a ¢
van a ser N y M, en tanto que los dedénticos serdn O y L,
respectivamente.
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existe entre los conceptos “se puede” y "esté permitido".124

No obstante, las propuestas que en este sentido han sido
hechas por los 16gicos, lejos de tener en cuenta el aspecto
meramente lingiiistico y, en dltima instancia, atdvico de la
relacién entre ambas expresiones, se han decantado méAs por
el establecimiento de sistemas en los que los operadores
modales son interpretados como operadores aléticos. A.R.
ANDERSON, cuyos sistemas expuestos en "“The Formal Analysis
of Normative Systems” y en "The Formal Analysis of Normative
Concepts” (este Ultimo articulo escrito en colaboracién con
0.K. MOORE) voy a tomar aqui como modelo para analizar este
tipo de reducciones, representa un caso caracteristico y muy

itil para mi ar‘gumentacién.125

En "The Formal Analysis of Normative Systems", sobre

una base axiomdtica de 16gica proposicional mds tres axiomas

124 Quiero expresar aquf con estos giros la distincidén que en

inglés, por ejemplo, es mds evidente entre los verbos can y
may, ambos traducidos al espafiol habitualmente por "poder”.

125 [ ENNART AQvisT en el capitulo IV de Introduction to

Deontic Logic and the Theory of Normative Systems ofrece
diez sistemas diferentes de 16gica modal alética con una
constante proposicional como representacién de los
respectivos sistemas de 16gica dedntica monddica.
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modales??®  ANDERSON propone afiadir el axioma dedntico

siguiente, al que llamaré axioma de Anderson:

[AA] M-S,

donde S es una constante proposicional ya interpretada,127

asfi
como las siguientes definiciones, con el objeto de obtener

un sistema normativo:

L =4er M(aanS),

O =4eor -L-a,

126 Estos axiomas son (i) adMx, (ii) M(avB)e> (MavMB) y (iii)
aM(aa-~x). En realidad se trata del sistema M de VON WRIGHT,
el cual, con la debida modificacién del axioma (i), da lugar
al sistema D, antes descrito.

127 En efecto, la proposicién S indica en el sgistema de

ANDERSON la existencia de una sancién. Asi, dice en "The
Formal Analysis of Normative Systems”: «Un estado de cosas p
es obligatorio si la falsedad de p implica necesariamente la
sancién S; p estd prohibido si p implica necesariamente la
sancién S; p estd permitido si es posible que p sea

verdadero sin que lo sea la sancién®». Cfr. op. cit., pagina
170. MAs tarde, en "The Formal Analysis of Normative
Concepts”, ANDERSON define la proposicién S en funcién de

una constante B no interpretada, pero que en palabras del
propio autor indica oblicuamente un estado de cosas malo. La
definicién en cuestidén es:

S =der MBAB,
lo que provoca la modificacidén del axioma de Anderson en los
siguientes términos:
[AA*] M- (M-BAB) .
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Estas definiciones son modificadas en "The Formal
Analysis of Normative Concepts"”, donde propone las

alternativas:

La =4er MhaAaM(aanS),

O =geor (MeAM-a)AM(n0AAS) .,

Si se analizan correctamente las dos nuevas
definiciones de los operadores deénticos se comprueba que en
ambag las modificaciones efectuadas suponen la asuncién del
principio sollen-kénnen, que no era asumido por las
anteriores. La primera de ambas definiciones establece que
decir que estd permitido o es lo mismo que decir que es
posible que no sea el caso que @ y que es posible que lo sea
sin que haya sancién; la segunda establece que decir que es
obligatorio « es 1o mismo que afirmar que son posibles tanto
a como & pero que es imposible que - sea el caso sin que

haya sancién.

La interpretacién de las normas hecha por ANDERSON es,
sin lugar a dudas, ingeniosa, pero depende del concepto de
sancidén, cuya adicién en forma de constante proposicional

interpretada complica en exceso la elegante simplicidad de
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la 16gica modal alética. La posterior sustitucién de 1la
constante proposicional S por la constante proposicional B
no simplifica para nada el sistema, sino todo lo contrario.
Ahora bien, la velada interpretacién que el propio ANDERSON
hace al dejar entrever que la constante proposicional B hace
referencia a un estado de cosas malo recuerda mucho toda la
discusién mantenida en esta tesis acerca del cardcter de los
mundos posibles. De hecho, las intuiciones de ANDERSON son
perfectamente asumibles por la semdntica de los mundos
posibles en un sistema en el que se tenga en cuenta el
principio sollen-kénnen. Creo por tanto conveniente discutir
un sistema dedntico mixto obtenido sobre la base del sistema
D mediante la adicién del referido principio. Para ello, es
importante determinar en primer lugar cudl es la més

conveniente formalizacién del principio sollen—-kénnen.

Atendiendo a la definicién dada al comienzo del
pardgrafo, el principio establece que sélo puede ser
obligatorio aquello que es posible. Con ella sigo de cerca
el planteamiento de VON WRIGHT en Norma y Accidén cuando
propone explicitamente la siguiente definicidn del

principio:
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«Que algo sea el contenido de una prescripcion
entrafifa que el sujeto de la prescripcién pueda hacer
dicho algo». 148

Posteriormente, después de haber apuntado la
inconveniencia de 1los conceptos “"entrafla 16gicamente” e
"implica 16gicamente” en este contexto, VON WRIGHT ofrece la

redefinicién siguiente:

«Que haya una prescripcién que encarece o permite
una determinada cosa presupone que el sujeto (sujetos)

de la prescripcién pueda hacer 1o que se encarece o

permite» . 129

De este andlisis se desprende gque la relacién que se
establece entre la obligatoriedad y la posibilidad no es una
relacidén de implicacién l6gica, sino mas bien de
presuposicién dedntica. El principio sollen-kénnen es un
presupuesto normativo, lo que ha de quedar plasmado en su

formalizacién.

JAAKKO HINTIKKA también aborda esta discusioén en

128 cfr. op. cit., pédgina 125.
129 1phidem, pdgina 126.
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términos similares. Frente a la formulacién del principio

mediante la férmula

Qo->Mox,

HINTIKKA propone un tipo de relacién diferente entre la
obligatoriedad de una norma y la posibilidad de cumplirla.
Prefiere tratar el principio sollen-kdnnen como una

implicacién dedntica y propone la siguiente férmula:

[sK] 0 (Do>Mx) , 130

Esta es la formulacién del principio que voy a adoptar aqufi
porque entiendo que es la mds conveniente y adecuada a los

andlisis efectuados por el mismo VON WRIGHT.

Afiadido, por tanto, el axioma [SK] al sistema D se
obtiene un sistema mixto, al que llamaré SK, cuyo SK-modelo
se comportard en lo principal como un T-modelo para 1los

operadores aléticos y un D-modelo para los operadores

130 crp, HinTikka, J.: "Deontic Logic and its Philosophical
Morals" en Models for Modalities, pp.: 196-199.
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dednticos. Las reglas de formacién del A&4rbol en SK no
difieren en demasia de las propias de los T-modelos y de los
D-modelos, excepto por la necesaria distincién en la

secuencia entre indices T-relativos e indices D-relativos,

va definidos.!3!

Las reglas de formacién del &rbol en el sistema SK son,
por tanto, (Rsx.M)=(Rsk.L)=(R.{), (Rsk.N)=(Rr.O) y
(Rsk.0)=(Rp.0). He aqui la prueba de validez de algunos

teoremas de SK:

[SK]1 O(Qo>Mx)

A0 (Oo->Mx) /1 <>
La(Oo->Mx) /1 <2>
2 (0o->Ma) /2 <>
Oa/2 <2>
“Mo/2 <>
N-a/2 <2>
o/ 2
o/2

X

[TSK1]1 O(NooLa)

AO(NooLa)/1 <>
La(NowLa)/1 <2>
A(NeLa)/2 <=>

131 ¢cfr. definiciones 8.5(a) y 21.1.
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[TSK2] NOx>Ox

[TSKk3] Loa>MLa

[TSK4]1 N(Ooa>La)

No/2 <2>
aLa/2 <>
a2
O-a/2 <2>
a0/ 2

X

- (NO=>0x)/1 <>
NOa/1 <1>
a0a/1 <>
Oa/1 <2>
La/1 <2>

/2
o2

X

“(LeoMLa) /1 <>
La/1 <2>
AMLa/1 <>
o2
NO-~a/1 <1>
Ona/1 <2>
“a/2

X

AN(OoLa) /1 <>
M- (Oo>Lax) /1 <2>
2 (Oo»La) /2 <>
Oa/2 <3>
aLa/2 <A»>
O~a/2 <3>
a/3
~a/3
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En este ultimo &4rbol, la cuarta y sexta férmulas se
marcan con el indice 3 por la misma razén dada anteriormente
para [AD1]. No se marcan con el indice 2 aparecido en la

secuencia puesto que 1;2, pero no 132.
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CORRECCION Y COMPLETITUD.

§23. El célculo CD”.

En el presente pardgrafo va a ser definido un cdlculo
deductivo que 1lamaré calculo CD*.132 Este cadlculo tiene la
ventaja sobre los denominados cAdlculos deductivos naturales
de que no sé6lo es 1Gtil para obtener resultados en 1los
diferentes sistemas normales de 16gica modal sino también
para obtener resultados acerca de dichos sistemas. Esto es,
se va a utilizar el cdlculo CD* en la obtencién de
determinados resultados metatedéricos sobre los sistemas

normales de l16gica modal . 133

132 g presente cadlculo cp* para légica modal estd basado en
el cédlculo homénimo para ]l6gica de predicados eneddicos
desarrollado por E. Diaz EsSTEVEZ, aun inédito.

133 gp cualquier caso, en el apéndice II se presenta también
un cdlculo deductivo natural para légica modal.
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Definicién 23.1: Una CD*—expresién es toda expresioén

que verifica lo siguiente:

1. £ es una CD*—expresién.

2. Si a es una sentencia e i es un indice

cualquiera entonces ®/i es una CD*—expresién.

3. Si a/i es una CD*—expresién entonces:
a)d —a/i (1lamada hipétesis) es una
CD*-expresién;
b) —a/i, |a/i y |«/i (llamadas expresiones
canceladas) son CD*-expresiones;
c) —a— (llamada expresién tachada) es una
CD*—expresidn.

4. Nada méds es una CD*—expresién.

L. * . .
Definicién 23.2: Una CD -secuencia I es una secuencia

x .
de CD -expresiones.

Definicién 23.3: Una CD*—expresién «/i o bien dos

CD*—expresiones consecutivas «/i y B/j que ocurren en una
dada CD*-secuencia I de CD*-expresiones provienen en I de
una dada CD*—expresidn ¥/h€X anterior (o de un par de
CD*—expresiones 3/n,C/h€X anteriores) sii se verifica que:

a) /i es 4 y ya ¥/h es ~(a=a)/i o —-(a=a)/i ya 8/nh y

C/h son 6/i y °6/i o —&/i y -86/i, respectivamente.
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b) a/i es 86/i y ¥/h es °18/i o —8/i;

c) «/i y B/ji son respectivamente 6/i y n/i y ¥/h es
(A /i 0o — (6AM) /i

d) «/i y B/j son respectivamente -6/i y -n/i y ¥y/h es
A (dvn)/i o — A (dvN)/i;

e) «/i y B/j son respectivamente &/i y =n/i y ¥/h es
-n(8->n)/1 o —(&dM/i;

£) /i es —O&/i y y/h es (dvn)/i o — (dvm) /iy

g) a/i es —a8/i y ¥/h es (0AN)/i o —(éAM)/i o
(M /i o — (SN /i

h) «/i es 8/i, donde i es el menor indice que no ocurre
en ninguna CD*-expresién de la CD*-secuencia £ anterior
a «/i, y ¥/h es 08/h 0 — 0/n;

i) o/i es -6/i, donde i es el menor indice que no
ocurre en ninguna CD*—expresién de la CD'-secuencia I
anterior a a/i, y ¥/h es "08/h 0 — -08/n;

j) o/i es 6/i, donde i es un indice que ocurre en
alguna CD*—expresién de la CD"-secuencia £ anterior a
a/i, y ¥/h es 06/h 0o —0O8/n;

k) a/i es -6/i, donde i es un indice que ocurre en
alguna CD*—expresidn de la CD*—secuencia YL anterior a
x/i, vy ¥/h es °08/h 0 — 08/n;

1) /i es 8(a)/i, donde a es el primer pardmetro que no

. X . *x .
ocurre en ninguna CD -expresién de la CD -secuencia X
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anterior a «/i, y ¥y/h es Vxd(x)/i o —Vxd(x)/i;

m) «/i es -6(a)/i, donde a es el primer pardmetro que
no ocurre en ninguna CD*—expresidn de la CD"-secuencia
Y anterior a «/i, y ¥/h es Ax8(x)/i o —AxE(x)/i;

n) «/i es d(a)/i, donde a es un pardmetro que ocurre en
alguna CD*—expresidn de la CD*-secuencia Z anterior a
/i (o el primer paradmetro si con anterioridad a «/i no
ocurre ningin parametro en ), y 7¥/h es Axd(x)/i o
—Axb(x)/i;

i) /i es -6(a)/i, donde donde a es un parametro que
ocurre en alguna CD*—expresién de la (Hf—secuencia X
anterior a o/t (o el primer parédmetro si con
anterioridad a «/i no ocurre ningdn parédmetro en L), y

¥/h es "Vx8(x)/i o —Vxd(x)/i.

Definicidén 23.4: Si ¥ es una CD*—secuencia cualquiera,

I' es una CD*-secuencia de CD*—expresiones consecutivas
<—8B/i, |%1/i,... |%/x, |4 > tal que IcZ y a/h es una
CD*—expresién, se dice que a/h proviene de la secuencia I en
L sii a/h ocurre en I inmediatamente después de la ivltima
expresién de ' y —B/i proviene en £ de (Bva)/i o PB/i es
-8/i y —PB/i proviene de (&a)/i o de - (8A¥)/i, siendo ® en

este caso la férmula Y.
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Definicién 23.5: Una CD*—expresién «/i€L estd usada sii

con posterioridad a ella ocurren en PN todas las

x . .
CD -expresiones que provienen de a/i en I,

Definicién 23.6: Una CD*-secuencia rex de

CD*-expresiones consecutivas canceladas tales que la primera
es una hipé6tesis y la dGltima es la férmula £ estd usada en X
gii la CD*—expresién ¥/i que proviene de I' ocurre en I
inmediatamente después de la Ultima de las CD*—expresiones

de T,

Definicién 23.7: Una CD*-secuencia de una sentencia «

(abreviadamente Za) es cualquiera de las mas pequefias
secuencias de CD*—expresiones que verifican:

1. La primera CD*—expresién de Ix es o/1.

2. a) Si en Zx ocurre un par de CD*—expresiones del

tipo B/i y nB8/i o bien una CD*—expresién de la forma
=(aza)/i no previamente canceladas ni tachadas
entonces 4 ocurre en Zx inmediatamente después.
b) Si 4 ocurre en Zx y anteriormente a ella no
ocurre ninguna hipétesis no previamente cancelada
entonces 4 es la uGltima CD*—expresién de Zo y sélo
en ese caso se dice que Xo es cerrada.

¢) Si 4 ocurre en Ix posteriormente a una hipdtesis
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no previamente cancelada, todas las CD*—expresiones
de la subsecuencia que comienza con la hipétesis no
cancelada anterior a 4 y termina con 4 estédn
canceladas, ambas inclusive.
d) Si (a=b)/i'®** ocurre no previamente cancelada ni
tachada en ¥x, siendo b y a pardmetros diferentes de
modo que b aparece en Xx con posterioridad al
parédmetro a, entonces:
i) todas las CD*—expresiones B(b)/i€Za no
previamente canceladas ni tachadas anteriores
a (a=b)/i estdn tachadas;
ii) por cada CD*—expresién de la forma
B(b)/i€Za que esté tachada ocurre después de
(a=b)/i la CD*—expresidn Bca)/i.
e) Si Zx no estd cerrada entonces toda CD*—expresién
de Zo¢ que no estd cancelada o tachada estad usada y
toda secuencia de CD*—expresiones consecutivas

canceladas en Xx estid usada.

Definicién 23.8: Una CD*-demostracién de « en el

sistema S ( ;a ) es la CD"-secuencia Zna que es cerrada.

134 0 pien (b=a)/i.
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Definicién 23.9: Una CD*-deduccidn de @« en el sistema

modal S a partir del conjunto de férmulas T ( r ;a ) es una
demostracién CD" en el sistema S de - (yA~a), donde ¥ es la
conjuncién de algin subconjunto finito (propio o impropio)

de férmulas del conjunto T.

Definicién 23.10: El cédlculo CD* es el conjunto de las

. X .
sentencias « tales que la CD -secuencia de -na es cerrada.

El cadlculo CD* de 16gica modal de predicados de primer

orden puede presentarse también brevemente a través de los

esquemas correspondientes a sus reglas de inferencia: 3%

135 5i gse prescinde de los indices y de las reglas propias de
los operadores de modalidad, el cédlculo CD* es equipotente
con un cédlculo deductivo natural tipo GENTZEN de 16gica de
primer orden, lo que se puede demostrar derivando todas las
reglas de CD* en CD y viceversa.
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a) Reglas de eliminacién del negador:

~(Bvd)/i ~(BAS) /1 138 2(B28)/i il 74 0
~B/i — =B/i B/i B/i
A6/ : ~8/i
A
-18/1
AVxB(x) /i Donde ax,...an son todos los paré-
“B(ax)/i metros aparecidos en la CD*-secuencia
. en CD*-expresiones no tachadas asocia-
: . das a un indice cualquiera j tal que
"Blan)/i j;i (o uno nuevo en su defecto).
SAxB(x) /i Donde an es un pardmetro no apare-
“B(an)/i cido anteriormente en la CD*-secuencia.
~08/ 1 Donde j es un indice no aparecido ante-
SB73 riormente en la CD*¥-secuencia. En este caso
se dice que Iyj en dicha CD*-secuencia.
~08/i _ Donde j,...k son todos los indices
B/ que aparecen en la CD*-secuencia aso-
. ciados a cualesquiera CD*-expresiones
ﬂB}k no canceladas tales que igj,... igk.

136 ggte esquema no puede ser considerado é1 mismo como una
regla de inferencia, sino como la abreviatura de dos reglas
de inferencia diferentes:

D(BAS) /i ~(BAS) /i

—p/i '1?/1
I_—__l,_.,__

~6/1
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b) Reglas de eliminacién de los signos conectivos ld6gicos:

(dvp) /1 137 (8AB) /i (5»B)/i 138
0/i 6/i ~d/i
: B/i :
4 A
B/i B/i

c) Reglas de eliminacién de los operadores l1égicos:

AxB(x)/i Donde ak,...an son todos los para-

Blax)/i metros aparecidos en la CD*-secuencia

. en CD*-expresiones no tachadas asocia-
ﬁ(én)/i das a un ifndice cualquiera j tal que

jgi (o uno nuevo en su defecto).

137 Como en el caso anterior, este esquema no puede ser
considerado é1 mismo como una regla de inferencia, sino como
la abreviatura de dos reglas de inferencia diferentes:

(Bvé) /i (Bvéd)/i
— B/ B/i
L
8/

138 Tampoco este esquema puede ser considerado é1 mismo como
una regla de inferencia, sino como la abreviatura de dos
reglas de inferencia diferentes:

_(B28)/i (B>6)/1i
—ap/i aB/i
A
&/i
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VB(x)/i Donde an es un pardmetro no apare-
B(an)/i cido anteriormente en la CD*¥-secuencia.

Donde j es un indice no aparecido ante-

—Qg§%~ riormente en la CD*—secuencia. En este caso
se dice que igj en dicha CD"-secuencia.
0p/i Donde j,...k son todos los indices
B/i que aparecen en la CD*-secuencia aso-
. ciados a cualesquiera CD*—expresiones
ﬁ}k no canceladas tales que jgj,... igk.

d) Regla de sustitucién de la identidad:

é?;g;;i ‘ Donde 81,... 8, son todas lgs

. férmulas que aparecen en la CD" -

. secuencia en las cuales se da la

Sa(b)/i constante individual b, apareci-
da después de a.

d1(a)/i

Snla)/i

e) Reglas de introduccién de 4£:

B/i
~(a=a)/i _DB/i
A

§24. Correccién y completitud.

El célculo CD* es un cédlculo normalizado, ya que toda
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demostracién en CD* -y toda deduccidén en consecuencia, como
se aprecia por las definiciones 23.8 y 23.9- estd ya en
forma normal de suyo; esto es, solamente hay una posible
secuencia CD* construida a partir de una férmula «
cualquiera. En realidad, las reglas de cD” estédn
emparentadas con las reglas de formacién del arbol
semdntico, estando 4 por el aspa que en el &4rbol simboliza
el cierre de una secuencia. De este modo, una CD*-secuencia
puede considerarse como una construccién a partir de un
Arbol semadntico, estableciendo una serie de CD*-expresiones
mediante la unién de las series de las diferentes subramas
que lo componen. Cuando se llega a la fdérmula £ se cancelan
todas las férmulas de la subrama y se coloca en la serie la
primera de la siguiente subrama. Si todas las ramas estédn
canceladas al final entonces se ha construido una

demostracién de la negacidén de la férmula original.

Sea, por ejemplo, la CD*-demostracién ;D(ﬂaea)eﬂa:
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~[0(ro3a)>0ax]/1
D(~osa) /1
=Da/1

Q-0a/1

aa/2

(no>a) /1
(qada)/2

© N D W -

/2

0

a2
A
a/z
4

e N
N o= O

El siguiente es otro ejemplo, esta vez en lé6gica de
predicados de primer orden. Sea la CD*—demostracién

;DAxa(x)9Axﬂa(x):

~[OAxa(x)>Ax0a(x)1/1
OAxa(x)/1

AAxOa(x) /1
Vx0-a(x)/1

O-a(a)/1

~a(a)/2

. Axa(x)/1

Axa(x)/2

x(a)/2

4

O W 00 N O g B W N =

P

En cambio, la CD*—secuencia correspondiente a :[FB] no
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es cerrada por las mismas causas que #t»[FB] no se cerraba

tampoco:

~[AxDa(x)>0Axa(x)1/1
AxDa(x)/1

A0Axa(x)/1
OVx~a(x)/1
Vx-a(x)/2

~x(a)/2

Da(b) /1

a(b)/2

N O W NN -

Todas las CD"-expresiones de E-[FB] han sido usadas sin
que aparezca 4. Por tanto, la CD*-secuencia anterior es una

prueba contra la demostrabibilidad de [FB] en el sistema T.

Una de las virtudes de este cdlculo CD* es la facilidad
que concede a la hora de obtener determinados resultados
metatedricos como en el caso de las pruebas de correccién y

de completitud.

. * ,
Teorema 24.1: dsoe es cerrado sii hay una CD -secuencia

2o que es cerrada.
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Demostracién: Es evidente por la misma definicidén del
cdlculo CD* (definicién 23.10) y de CD*-secuencia de una
sentencia (definicidén 23.7), asi como por la definicién de

cierre de un adrbol semédntico (definicién 8.6).

Del teorema anterior se sigue el siguiente corolario
por la definicién 23.8:

orolario: #dsa cerrado sii ;ﬂa.

Mediante este corolario y el teorema fundamental de los
drboles semdnticos se obtiene fdcilmente la demostracién del

siguiente teorema:

Teorema 24.2: ;« sii ga.

Demgstracidn: Por el corolario del teorema 24.1 se
tiene que ga sii #ds~o es cerrado. A la vez, por el corolario
1 del teorema 9.2 se sabe que #dsa es cerrado sii Za. Luego

Fe sii Fa. Q.E.D.
s s

De este modo, mediante una prueba basada en el teorema

fundamental de los &rboles semdnticos, mucho mds econdémica
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que las pruebas tipo HENKIN, se logra demostrar la
correccién y la completitud de 1los diferentes sistemas

normales de 16gica modal estudiados.
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APENDICE 1I:
OTROS PROCEDIMIENTOS SEMANTICOS DE DECISION.

El procedimiento de los 4drboles semdnticos desarrollado
en el cuerpo de esta tesis estd concebido para obtener toda
clase de resultados metatedéricos sobre los diferentes
sistemas de 16gica modal tratados. Es un procedimiento
efectivo de decisién por lo que a los sistemas normales de
l6gica modal de proposiciones se refiere, pero,
evidentemente, no es el Unico posible. Quiero revisar aqui
brevemente otros procedimientos usados por diversos autores
especialmente relevantes para la concepcidn del

procedimiento expuesto.

En Symbolic Logic, LEWIs y LANGFORD utilizaron un
procedimiento de decisién basado en matrices de valores
proposicionales para los diferentes sistemas. En los
apéndices II y III de 1la edicién de 1959 introducen
bastantes de estas matrices para demostrar que ninguno de
los cinco sistemas propuestos es deductivamente equivalente

a los demas. Para ello demuestran que el axioma
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caracteristico de S2 no es un teorema de Si, ni el de S3 de

S2, etcétera. 139

A grandes rasgos, el procedimiento se desenvuelve de la
siguiente manera. Para la demostracién de que [S2.11'10 eg
independiente de la base axiomdtica de S1 se necesita una
matriz de cuatro valores {1,2,3,4}. Los valores designados
para los teoremas de S1 son 1 y 2, de modo que basta con
comprobar que todos los axiomas de S1 tienen tales valores
en sus matrices, en tanto que [S2.1] tiene también otros
valores no designados; y todo ello con la ayuda de las

siguientes matrices béadsicas:

p| ~p | Op p'q 1 2 3 4
1 4 1 1 i 2 3 4
2 3 2 2 2 2 4 4
3 2 1 3 3 4 3 4
4 1 3 4 4 4 4 4

139 14 matriz para la prueba de independencia de [S3.11 (cfr.
capitulo uno) respecto de S2 es una matriz de ocho valores
que no se debe a los propios LEWIS y LANGFORD, sSino a PARRY,
quien la propuso dos affos después de la primera edicién de
Symbolic Logic.

140 crp, capitulo uno.
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De éstas se obtiene la matriz para el signo —»

p—>» ql 1 2 3 4
1 2 4 3 4
2 2 2 3 3
3 2 4 2 4
4 2 2 2 2

De esta forma, cuando p=2 y ¢=4, [S2.1]=4, que no es un

valor designado, 1o que se demuestra del siguiente modo:

Wp-gq) > 0p) = (0(2,4) —>» 02) =

=5 (04 —» 02) = (3—» 2) = 4

El procedimiento de matrices de LEwWISs y LANGFORD es,
evidentemente, bastante mAs complejo que el de A4rboles
semdnticos y muy poco atractivo desde un punto de vista
semAdntico. MAds interesante serfa si se pudiesen reducir las
matrices a tablas de verdad. Esto es lo que hizo VON WRIGHT
en su Ensayo de Idgica modal. E]l procedimiento de VoN WRIGHT
consiste en reducir la férmula de 16gica modal de
proposiciones gque hay que evaluar a su forma normal

disyuntiva perfecta, a partir de lo cual se construye su
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tabla de verdad. Para ello, en su sistema M1 a los
principios propios de la l6gica de proposiciones VON WRIGHT
aflade los siguientes principios modales (que yo transcribo,

formalizdndolos en la notacién habitual en este trabajo):

Principio de M-distribucién: FQ(avB) » F(QaviB)
Principio de M-extensionalidad: F(ae3B) » F(Qaes30B)
Principio (restrictivo) de posibilidad: F(Qavd-a)

Principio de M-tautologia: Fa » F0x

Valiéndose de estos principios, reduce toda férmula a
sus componentes minimos en forma normal disyuntiva perfecta
para realizar sobre estos una tabla de verdad. Por ejemplo,"’
sea la férmula (Qaald(e>B))>0B. Por la definicién de los
operadores ¢ y O, esta férmula es equivalente a la férmula
(Qaa=0-(a»B))>0B. La forma normal disyuntiva de las
subférmulas modalizadas son (anp)v (aanp), (annB) y
(aAB)V(~aaB). Los constituyentes minimos de la forma normal

disyuntiva perfecta de esta férmula son, por tanto, 0(aa=pB),

O (aAB) y O (aaB).

141 g ejemplo estd tomada del propio VON WRIGHT, Cfr. VON
WRIGHT, G.H.: Ensayo de l1dgica modal, pp.: 37-38.
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OCanap)| 0CanB)| Q(ranB) || Qx| 0 (aaaB)| 0B] (Vanb(o>B))>08
\") \") \" A" F \'% \Y
A\ \") F \") F \" \Y
A" F \% A" F \' A"
\") F F \Y F F \"
F v \Y Vv A% A\ \"
F v F \Y) A" A" A"
F F \Y F \Y \Y \Y
F F F F \Y F \Y

El procedimiento de VoN WRIGHT, con ser mas directo que
el de LEWIS y LANGFORD ya que evita las engorrosas matrices
numéricas, puede convertirse en un procedimiento muy
incémodo cuando se evaludan férmulas del sistema M1 con méds
subférmulas atdémicas constituyentes que en el ejemplo
descrito o cuando se trabaja con sistemas que permiten lo
que VON WRIGHT llama modalidades de orden superior, es

decir: modalidades iteradas.

SaurL KRIPKE sigue un procedimiento similar al de los
drboles semdnticos. De hecho, el procedimiento de tablas
semdnticas de KRIPKE, basado en el de BETH para 16gica de
predicados de primer orden, estéa en la base del
procedimiento expuesto en este trabajo, puesto que ambos se
inspiran en principios idénticos. Cada tabla semdntica esta

compuesta por dos secuencias de fdérmulas obtenidas mediante
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la aplicacién de reglas similares a las del procedimiento de
los Arboles semdnticos para l6gica modal de proposiciones
sobre una primera fdérmula o«. En la secuencia de la izquierda
se colocan las fdérmulas verdaderas que va generando la
aplicacién de las reglas, mientras que en la secuencia de la
derecha se colocan las férmulas falsas. Por cada férmula no
atémica que aparezca en una de las dos secuencias de la
tabla se aplica una de las reglas dependiendo del signo
principal de la fdérmula. Cuando aparece una férmula de 1la
forma Bvy o de la forma B2y en la secuencia izquierda, o
bien una férmula de la forma BAY en la secuencia derecha,
entonces cabe extender 1la tabla original de dos formas
diferentes, lo que origina dos tablas, cada una de ellas
contemplando una de las alternativas (se tiene, por asfi
decirlo, dos formas alternativas del mismo mundo). De igual
modo, si se tiene una férmula de la forma 0B en la secuencia
de la izquierda o una férmula de la formé OB en la secuencia
de la derecha se obtiene una nueva tabla auxiliar donde
aparece la férmula B (lo que se corresponde a un nuevo mundo
posible relacionado con el primero). Si una férmula y su
contraria aparecen en la misma secuencia de una tabla o una
misma férmula aparece a izquierda y derecha en la misma
tabla, ésta es cerrada y provee un contraejemplo contra la

férmula inicial. Sea por ejemplo la siguiente tabla S4 que
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comienza con O(arB) a la izquierda y O(OxADB) a la derecha:!?

OCaaB) D¢OaaOp) anB | DanOp (aAB) o
(anB) o Do ()
o B (8
8 —_— N
t1 tz,1 ta
OCxAB) OOaAOB) arf | OaaOp (aAB) B
(anp) o 0p (o)
a B (B)
8 —_ —_
t1 tz,2 ta

Cada grupo de tres tablas muestra una alternativa de
evaluacidén y en ambos aparece en una de las tablas una misma
férmula a derecha e izquierda (o en el primer caso y B en el
segundo, en las dos ocasiones en la tabla ts). La flecha
indica la relacién entre las tablas, que es reflexiva vy

transitiva en el caso de las tablas S4.

142 Corresponde, por tanto, a la tabla de 1la fdérmula
OCaxap)>0(0xAOB). Cfr. KRIPKE, S.: “"Semantical Analysis of
Modal Logic I: Normal Modal Propositional Calculi“, pp.:
74-76.
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También similar en algunos aspectos relevantes al
método de los Arboles semdnticos es el utilizado por HUGHES
y CRESSVELL en An Introduction to Modal Logic. HUGHES y
CRESSVWELL atnan el procedimiento de las tablas de verdad (en
una versién simplificada a un caso relevante de las mismas)
y de las tablas semdnticas en su procedimiento de cajas
semdnticas. La férmula que hay que evaluar se encierra en
una caja mui y SsSe la supone falsa. Se siguen las
consecuencias de esta hipétesis de modo que, cuando una
subférmula modalizada de la férmula inicial de la forma {«
es verdadera entonces se abre una nueva caja con la férmula
o marcada como verdadera e iguaimente en caso de que la
subférmula en cuestién sea de la forma Ox, pero marcada como
falsa en este caso. De la caja inicial sale entonces una
flecha hacia la nueva caja y se las considera relacionadas.
Cualquier contradiccidén a la que se llegue supone,
evidentemente, que la hipdtesis inicial era falsa. Sea por
ejemplo el diagrama T de la férmula

O(p>0(g>r) )20 (g>(Op>0r)): 143

143 c¢pr. HUGHES, G.E. & CRESSWELL, M.J.: Introduccidn a la
logica modal, pdgina 80.
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4 4 b 4 V*
mu1 | OCp 2 0Cg 2> r)) > 0(g » Op > Or))
111 i 1 00 0010 11 0 00
4
muz | p>r | p=0(qg>r) g~ (Op > 0 pl r
110 1 10 1] o0

Los cuatro procedimientos descritos son cuatro formas
diferentes de abordar el significado de las modalidades.
Ninguno es apto para la l6gica modal de predicados de primer
orden, excepto el procedimiento de las tablas semdnticas de
BETH usado por KRIPKE, que, como queda dicho, responde a los
mismos criterios que el procedimiento de 1los 4drboles
semdnticos, con la ventaja de que este uUltimo, basado en la
presentacién de SMULLYAN en First-Order Logic, al resumir
todo el proceso en un Unico diagrama, es mas simple vy
elegante. Lo mismo cabe decir con respecto al procedimiento
de las cajas semdnticas de HUGHES y CRESWELL, con la ventaja
adicional sobre ambos de que el procedimiento de los 4rboles
semanticos permite pruebas metatedéricas importantes mucho
mAs simples que las habituales basadas en el concepto de

mundo posible.
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UN CALCULO DEDUCTIVO NATURAL MODAL.

El siguiente cédlculo para 16gicas modales estd basado

en F.B. FITcH a partir de MELVIN FitTinGg. '%? Como base se

tienen las reglas de un cdlculo deductivo tipo GENTZEN:

[+ 4
. i1t 4
4 ———— (D.N.)
(ABS.) =
g —3§£~ (SIMPL.1)
(PROD.) —F—
anp (SIMPL.2) —S%Ew

144 cfr. Firch, F.B.: Symbolic Logic, an Introduction vy
FitTING, M.: Proof Methods for Modal and Intuitionistic
Logics, pp.: 153-190. Para el caso concreto de los cédlculos
de 16gica dedntica cfr. también Fitck, F.B.: “Natural

Deduction Rules for Obligation".
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o avP

W (AD. 1) -
=
_B — B
(AD.2) —Up ;
————— (CASOS)

« >y

: g e (M.P.)

Y. (T.D.) Y Y

ey

A estas reglas del cdlculo deductivo de proposiciones
hay que afladir las del cédlculo modal. Siguiendo a FITTING

voy a distinguir entre dos tipos diferentes de reglas:

1. Reglas de interpretacién particularista de 1los mundos

posibles (I-style rules). En este tipo de reglas, un

subproceso estricto (marcado en la deduccién por una doble
raya para diferenciarlo de los subprocesos deductivos
habituales) sélo se abre cuando aparece una fdérmula del tipo

Qax y se cancela con la regla (E.{):
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o

0
[¢ 4

IEL,“ (E.0)
yi

2. Reglas de interpretacién genérica de los mundos posibles

(A-style rules). Un subproceso estricto puede abrirse en

cualquier momento, canceldndose con la regla (I.0):

(¢4

":{’;é;:":.:‘::: (I .D)
Op

Es necesario no confundir las reglas (E.0) y (I1.0).
FITTING propone una notacién diferente para el subproceso si
se van a utilizar conjuntamente, pero considero que no es
necesario si se las entiende como reglas diferentes con sus

procesos restringidos a determinado tipo de conclusiones. 4%

145 Cfr. FITTING, M.: Proof Methods for Modal and
Intuitionistic Logics, pdgina 185.
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3. Regla de introduccidén de férmulas en un subproceso

estricto. Cuando hay abierto un subproceso estricto, el

conjunto de las férmulas ¢(I') que puede affladirse a la

deduccidén se obtiene aplicando la siguiente regla:“6

r
o

o(I)

El conjunto ¢(I') se define del siguiente modo para cada
uno de los diferentes sistemas normales:

K:
D: } Bep(T') sii DOBerl,
T:

B: Bep(I') sii OBel' y 0Bep(T) sii PBer.
S4: DOBep(T') sii OBerl.

S5: Opep(Tl') sii OBel y OBep(l') sii Operl.

146 por supuesto, en el subproceso, ademds del conjunto de
férmulas ¢(I'), aparecen también todas aquellas férmulas que
se obtengan al aplicar algunas de las reglas del cédlculo
deductivo modal a una o mAs férmulas incluidas en el
subproceso estricto abierto.
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4. Otras reglas de introduccidn y eliminacién de operadores

modales:

147

_..Qg__,_._ (E.D)

. (1.0 (P.D) o

5. Reglas para cuantificadores.

Para un cdlculo deductivo natural de légica modal de
predicados son necesarias algunas consideraciones semédnticas
previas relacionadas con los planteamientos expuestos en los
capitulos cinco y seis acerca de las funciones de

individuacién y los sistemas con dominios fijos y variables.

Definicién 1I.1: Una férmula estd en forma modal

prenexa sii:

147 Esta regla tiene la siguiente restriccién para los
sistemas dedénticos (v.gr.: para el sistema D): solamente si
Ox ocurre en un subproceso estricto abierto.
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1. No hay en ella ninguna ocurrencia de operadores de

modalidad y estd4d en forma prenexa.148

2. Si hay ocurrencias de operadores de modalidad y:
a) los cuantificadores fuera del alcance de los
operadores de modalidad estéan todos a la izquierda
de la férmula;

b) las subférmulas que ocurren en el admbito de un

operador modal estdn en forma modal prenexa.

Con esta definicién, en una férmula modal prenexa los
cuantificadores permanecen bajo el alcance de los operadores
de modal idad originales. Se pueden extraer los
cuantificadores que ocurren bajo el alcance de operadores de

modalidad del modo que se describe a continuacién:

Definicién 11.2: Sea o« una férmula en forma modal

prenexa en la que ocurren cuantificadores bajo el alcance de
alguin operador de modalidad. Se puede obtener una férmula o’

en forma modal prenexa marcada a partir de o colocando los

148 yna férmula « estd en forma prenexa solamente en el caso
de que sea de la forma $(B), donde ¢ es una secuencia finita
de operadores cuantificacionales y B es una férmula en la
que no ocurre ningin operador cuantificacional.
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cuantificadores a la izquierda de los operadores de
modalidad y marcando las variables afectadas con tantos
apéstrofos cuantos operadores de modalidad la tengan bajo su

alcance. Ejemplo:

o: AxOAy((PyaQxy)>0OVzRxyz)

o' AxAyVzO((Py’AQxy’')>0Rxy'z*"’)

En realidad lo que se estd haciendo con este método de
marca de variables es determinar que las variables de una
férmula de la clase de o' pertenecen a diferentes tipos, por
lo que no se las puede tratar homogéneamente desde el punto
de vista de la individuacién. Asi, por ejemplo, en el caso
de la férmula a' tenemos que los apdstrofos informan de que
para evaluar «® hay que tener en cuenta que f(x)ed(uy),
f(y)eD(uz) y que f(z)€D(u3z). En este caso se puede definir
una funcidén de unificacién & tal que su rango es un tipo de
variables, designado por (), (*), (**), etcétera, del

siguiente modo:

Definicidén I1I.3: Sean x€() e y€(’) dos variables

cualesquiera de la férmula modal prenexa marcada B y sea
fF(x)ed(u1) y §(y)eD(uz2); entonces se dice que O&(') sii

D(py)sduz).
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Las reglas para los cuantificadores en un cédlculo de
16gica modal de predicados van a ser las habituales de la
l16gica cladsica, aunque se va a restringir su aplicacién, y
por tanto el cédlculo deductivo, a aquellas férmulas que se

encuentren en forma modal prenexa marcada:

149
- Vxa(x)
(a)
Vea(g) (I-PD l 5
: (E.P.)
, -
150 T
_«Ca) . _Axa(x)
Axa(x) (I.G.) ala) (E.G.)
151

(Unif.)  D«ca’)

B(b)
raéb)

149 2 no ocurre ni en la férmula & ni en ninguna hipétesis

subsidiaria no cancelada.

150 2 no ocurre libre en ninguna hipétesis previa ni

subsidiaria que no esté cancelada.

181 golamente en caso de que Os(*),
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Ejemplo: Sea B la forma modal prenexa marcada de [FB*1:
B: VxAy(Da(x*)»>0x(y)).
Puede probarse que EB, donde S es cualquier sistema al que

convenga una semadntica de dominios anidados tal que si p1Ru2

entonces D(u1)Sd(uz):

1. aVxAy(Oa(x*)=20x(y))
2. AxVy~(Oa(x*)200(y)) De 1 por def. Ay V
3. Vy~(Oa(a’)>0a(y)) De 2 por (E.A)
—— 4. " (0a(a’)»0x(b))
5. Oa(a’) De 4 por def. >
6. ~0u(b) De 4 por def. =
7. O-a(b) De 6 por def. Oy ¢
8. =a(b)
9. a(b) De 5 por unif.

L_10. &AA _ De 8 y 8 por Prod.
11. 4 De 7, 8-10 por (E.0)
12. 4 De 3, 4-11 por (E.V)
13. VxAy(Da(x’)>0x(y)) De 1-12 por Abs.

Sin embargo no puede probarse lo mismo de [FB] a menos

que el

entonces D(u1)=D(uz).

sistema S

sea

es la siguiente:

simétrico,

es decir:

que si pRuz

La forma modal prenexa marcada de [FB]
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¥: VxAy(Do(x)>0a(y’)).

Se comprueba que no ;7 en un sistema S con dominios

anidados:
——— 1, aVxAy(Oa(x)>0a(y’))
2. AxVy~(Da(x)>0ax(y’)) De 1 por def. A y V
3. Vy~(Oa(a)->0a(y’)) De 2 por (E.A)
—— 4, = (0x(a)»0u(b*))

5. Da(a) De 4 por def. =
6. -Oa(b*) De 4 por def. -
7. O=a(b*) De 6 por def. Oy ¢
8. ~a(b’)

[=:9. ala) De 5 por (E.D

No puede cerrarse el subproceso estricto abierto a
partir de la linea 7 puesto que no hay unificacién de las
variables x e y’' a menos que sSe presuponga un sistema
simétrico al que convenga una semdntica de dominio fijo,

segin la definicién dada de la funcidn de unificacién.

237



APENDICE III:
BIBLIOGRAFIA.

ABADI, M. & MANNA, Z.:

"Model Theorem Proving". Lecture Notes in Computer
Science, 230 (1986), pp.: 172-189.

ACERO, J.J.:

"Significado, mundo y mente"”. Didlogos
Filoséficos, 14 (1989), pp.: 226-261.

ADDISON, J.W., HENKIN, L. & TARSKI, A.:
The Theory of Models: Proceedings of the 1983
International Symposium at Berkeley. North Holland
Publ. Co., Amsterdam, 1965.

ALLWOOD, ANDERSON & DAHL:
Légica para lingliistas., Paraninfo, Madrid, 1981.

ANDERSON, A.R.:

"Improved Decision Procedures for Lewis's Calculus
S4 and Von Wright’s Calculus M". Journal of

238



APENDICE III

ANDERSON,

ANGELELLT,

Symbolic Logic, 19 (1954), pp.: 201-214.
Correccién ibidem, 20 (18955), p.: 150.

“"The Formal Analysis of Normative Systems”". En
RESCHER, N. (ed.): The Logic of Decision and
Action.

"The Logic of Norms". Logique et Analyse, 1
(1858), pp.: 84-91.

“"A Reduction of Deontic Logic to Alethic Modal
Logic”. Mind, 67 (1958), pp.: 100-103.

A.R. & MOORE, O0.K.:
"The Formal Analysis of Normative Concepts”.

American Sociological Review, 22 (1957), pp.:
9-17.

"En torno a la silogistica modal aristotélica".
Teorema, IX/2 (1979).

AQVIST, L.:

“"Postulate Sets and Decision Procedures for Some
Systems of Deontic Logic". Theoria, 29 (1963),
pp.: 154-175.

"Results Concerning Some Modal Systems that

239



APENDICE III

Contain S2". Journal of Symbolic Logic, 29 (1984),
pp.: 79-8T7.

"«Next and Ought». Alternative Foundations for Von
Wright’'s Tense-Logic with an aplication to Deontic
Logic". Logique et Analyse, 9 (1966), pp.:
231-251.

Introduction to Deontic Logic and the Theory of

Normative Systems. Bibliopolis, Ndpoles, 1987.

ARISTOTELES:

Tratados de logica (érganon). Gredos, Madrid,
1982-88, (2 tomos).

BECKER, O.:

Zur Logik der Modalitdten”. Jahrbuch fir
Philosophie und Phédnomenologische Forschung, 11
(1930), pp.: 497-548.

Untersuchungen iiber den Modalkalkiil. Kulturverlag

Anton Hein, Meisenheim am Glan, 1952.

BENTHEM, J. van:

Modal Logic and Clasical Logic. Bibliopolis,
Ndpoles, 1985.

240



APENDICE II1I

BERNARDO, G. di:

Logica, norme, azione. Instituto Superiore di

Scienze Sociali, Trento, 19869.
BLANCHE, R.:

"Quantity, Modality and other Kindred Systems of
Categories"”. Mind, 61 (1952), pp.: 369-375.

BOCHENSKI, J.:

Ancient Formal Logic. Notre Dame University Press,
Indiana, 1961.

Historia de la I1dgica formal, Gredos, Madrid,
1966.

BOOLOS, G.S.:
The Unprovability of Consistency: An Essay 1In
Modal logic. Cambridge University Press,
Cambridge, 1978.

BOWEN, K.A.:
Model Theory for Modal Logic. Kripke Models for

Modal Predicate Calculus. D. Reidel Publ. Co.,
Dordrecht, 1979.

241



APENDICE III

BRUNSCHVICQ, L.:

BURRIEZA,

BURRIEZA,

CANTY, J.

La modalité du jugement. Alcan, Paris, 1897.
A.:

“Arboles modales para KB, KE y S0.5". Anales de
Filosofia, ITII (1985), pp.: 17-26.

“Correcciodn a drboles modales para KE. Un
procedimiento de decisién”. Anales de Filosofia,
IV (1986), pp.: 23-34.

"Un procedimiento de decisién para el sistema de
«and next»". Filosofia Malacitana, 1 (1988), pp.:
11-20.

A. & LEON, J.C.:

"Modal Trees: Correction to a Decision Procedure
for 85 (and T). Notre Dame Journal of Formal
Logic, 28 (1987), pp.: 385-391.

Th. :

"On Symbolizing Singulary S5 Functions”. Notre

Dame Journal of Formal Logic, IX (1968), pp.:
340ss.

CARNAP, R.:

Der Logische Aufbau der Wellt. Berlin, 1928.

242



APENDICE III

“Testability and meaning”. Philosophy of Science,
3, (1938), pp.: 419-471; 4, (1937), pp.: 1-40.

"Modalities and Quantification". Journal of
Symbolic Logic, 11 (1848), pp.: 33-64.

Introduction to Semantics. Cambridge, Mass., 1946.
Meaning and Necessity. University of Chicago
Press, Chicago, 1947. Segunda edicidén ampliada,

1956.

The Logical Structure of the World. California,
1967.

Fundamentacidn 16gica de la fisica. Editorial

Sudamericana, Buenos Aires, 1969.

Rudolf Carnap, Logical Empiricist. Materials and
Perspectivs. D. Reidel, Dordrecht, 1875.

CASTANEDA, H.N.:
“La 16gica general de las normas y la ética".

Universidad de San Carlos, Guatemala, 30 (1954),
pp.: 129-198. '

"A Theory of Morality”. Philosophy and
Phenomenological Research, 17 (1956-57), pp.:
339-352.

243



APENDICE III

"Un sistema general de légica normativa”. Dianoia,
3 (1957), pp.: 303-333.

"On the Logic of Norms". Methodos, 9 (1957), pp.:
209-216.

"Obligation and Modal Logic". Logique et Analyse,
3 (1960), pp.: 40-48.

"Negaciones, imperativos, colores, existencia y la

paradoja de Bertrand Russell”. Theoria, 1 (1985),

pp.: 13-58.
"Practical Reason. Reasons for Doing and
Intentional Action”. Theoria, 4 (1986-87), pp.:
69-96.

CONTE, A.G.:

"Un saggio filosofico sopra la logica deontica".
Rivista Internazionale di Filosofia del Diritto,
42 (1965), pp.: 564-577.

COPELAND, B.J.:

"Tense Trees: A tree System for Kt". Notre Dame
Journal of Formal Logic, 24 (1983), pp.: 318-322.

CRESSWELL, M.J.:

"Some Further Semantics for Deontic Logic".
Logique et Analyse, 10 (1967), pp.: 179-191.

244



APENDICE III

CUENA, J.:

"Some proofs on Relative Completeness in Modal

lLogic". Notre Dame Journal of Formal Logic, 9
(1968), pp.: 62ss.

"Cdmpleteness without the Barcan Formula”. Notre
Dame Journal of Formal Logic, 9 (1968), pp.: 76ss.

"A Canonical Model for S2". Logique et Analyse, 97
(1982), pp.: 3-7.

Légica informdtica. Alianza informdtica, Madrid,

CHANG, C.C. & KEISLER, H.J.:

Model! Theory, North Holland, Publ. Co
1973.

., Amsterdam,

CHELLAS, B.F.:

CHISHOLM,

“Imperatives"”. Theoria, 37 (1971), pp.: 114-129,

Modal Logic. An Introduction. Cambridge University
Press, 1988.

R.M.:

"The Logic of knowledge". Journal of Philosophy,
60 (1963), pp.: T773-795.

"Identity through Possible Worlds: Some

245



APENDICE III

Questions”. Nous, 1 (1967), pp.: 1-8.

DAVIDSON, B.:

"Modal Trees for Modal Predicate Logics". Logique
et Analyse, 25 (1982), pp.: 47-56.

DAVIDSON, B., JACKSON, F.C. & PARGETER, R.:

"Modal Trees for T and S5". Notre Dame Journal of
Formal Logic, 18 (1977), pp.: 602-606.

DAVIDSON, D.:

"The Logical form of action sentences”". En RESCHER
(ed.): The Logic of Action and Preference, pp.:
81-95.

"Truth and Meaning". Synthese, 17 (1967),
pp.:304-323.

Inquiries into Truth and Interpretation. Oxford
U.P., Oxford, 1984,

DAVIS & al. (ed.):

Philosophical Logic. D. Reidel Publ. Co.,
Dordrecht, 1969,

246



APENDICE III

DAWSON, E.:

DUBISLAV,

EVANS, G.

"A Model for Deontic Logic". Analysis, 19 (1959),
pp.: 73-78.

“Zur Unbegriindbarkeit der forderungsatze".
Theoria, 3 (1937), pp.: 330-342.

& MCDOWELL, J.(ed.):

Truth and Meaning: Essays in Semantics. Oxford
U.P., Oxford, 1976.

FELDMAN, F.:

FEYS, R.:

FINE, K.:

Doing the Best we can. D. Reidel Publ. Co.,
Dordrecht, Holland, 1986.

"Expression modale du ‘devoir étre’". Journal of
Symbolic Logic, 20 (1955), Abstract, pp.: 91-92.

Modal Logics. Ed. Gauthier-Villars, Paris, 1965.

“"The Logics Containing 8S4.3". Zeitschrift fiir
Mathematische Logik und Grundlagen der Mathematik,
17 (1971), pp.: 371-376.

247



APENDICE III

"In So Many Possible Worlds". Notre Dame Journal
of Formal Logic, 13 (1972), pp.: 516-520.

"For So Many Induviduals”. Notre Dame Journal of
Formal Logic, 13 (1972), pp.: 569-572.

"Modal Frames in Modal Logic”". Notre Dame Journal
of Formal Logic, 16 (1975), pp.: 229-237.

"Model Theory for Modal Logic, part I: The de re /
de dicto Distinction". Journal of Philosophical
Logic, 7 (1978), pp.: 125-156.

FISHER, M.:

"A three-valued Calculus for Deontic Logic".
Theoria, 27 (1961), pp.: 107-118.

FITCH, F.B.:

Symbolic Logic. An Introduction. The Ronald Press
Co., Nueva York, 1952,

"Tree Proofs in Modal Logic". Journal of Symbolic
Logic, 31 (1966), pdgina 152.

"Natural Deduction Rules for Obligation". American
Philosophical Quarterly, 3 (1966), pp.: 27-38.

248



APENDICE III

FITTING, M.:

FOLLESDAL,

FREGE, G.:

GABBAY, D.

GABBAY, D.

"Tableau Methods of Proof for Modal Logics". Notre
Dame Journal of Formal Logic, XIII (1972), pp.:
237-247.

Proof Methods for Modal and Intuitionistic Logics.
D. Reidel Publ. Co., Dordrecht, 1983.

D.:

“Knowledge, Identity and Existence”. Theoria, 33
(1967), pp.: 1-27.

"Quine on Modality". Synthese, 19 (1968), pp.:
147-157.

Escritos logico-semdnticos. Tecnos, Madrid, 1974.
Investigaciones ldégicas. Tecnos, Madrid, 1984.

M.:

Investigations in Modal and Tense Logics with
Applications to Problems in Philosophy and
Linguistics. D. Reidel Publ. Co., Dordrecht, 1976.

M. & GUENTHNER, F.:

Handbook of Philosophical Logic. D. Reidel Publ.

249



APENDICE ITI

Co., Dordrecht, 1983-89, (4 volumenes).
GALTON, A.:

The Logic of Aspect. An Axiomatic Approach. The
Clarendon Press, Oxford, 1984.

GALTON, A.(ed.):

Temporal Logics and Their Applications. Academic

Press, Londres, 1987,

GARCIA MAYNEZ, E.:
Los principios de la ontologfa formal del derecho
Y su expresion simbdélica. Imprenta Universitaria,

México, 1953.

Ensayos filosdfico-juridicos. Universidad Vera-
cruzana, Xalapa, 1959, pp.: 185-219.

GOBLE, L.F.:

"A System of Modality”". Notre Dame Journal of
Formal Logic, XII (1871), pp.: 225ss.

GODEL, K.:

Obras completas. Alianza Editorial, Madrid, 1981.

250



APENDICE III

GOLDBLATT, R.I.:

"Metamathematics of Modal Logic, part I". Reportis
on Mathematical Logic, 6 (1976), pp.: 41-77.

"Metamathematics of Modal Logic, part II". Reports
on Mathematical Logic, 7 (1976), pp.: 21-52.

GOTLIEB, G.:
The Logic of Choice. Allen & Unwin, Londres, 1968.
HALLDEN, S.:

On the Logic of "Better”. Library of Theoria,
Upsala, 1957.

HANSON, W.H.:

"Semantics for Deontic Logic”. Logique et Analyse,
8 (1965), pp.: 177-190.

HARE, R.M.:

“Imperative Sentences”. Mind, 58 (1949), pp.:
21-39.

The Language of Morals. The Clarendon Press,
Oxford, 1952.

251



APENDICE III

HETIJENOORT, J. van (ed.):

From Frege to Gd&édel. Harvard University Press,
Cambridge, Mass., 1967.

HENKIN, L.:

"The Completeness of the First Order Functional
Calculus". Journal of Symbolic Logic, 14 (1949),
pp.: 159-166.

“"Completeness of the Theory of Types”. Journal of
Symbolic Logic, 15 (1950), pp.: 81-91,

HIERRO SANCHEZ-PESCADOR, J.:

HILPINEN,

Problemas del andlisis del lenguaje moral. Tecnos,
Madrid, 1971.

R. (ed.).:

Deontic Logic: Introductory and Systematic
Readings. D. Reidel Publ. Co., Dordrecht, 1971.

Scientific Rationality: Studies in the Foundations
of Science and Ethics. D. Reidel Publ. Co.,
Dordrecht, 1980.

New Studies in Deontic Logic: Norms, Actions and
the Foundations of Ethics. D. Reidel Publ. Co.,
Dordrecht, 1881.

252



APENDICE III

HINTIKKA, J.:

"Quantifiers in Deontic Logic". Societas
Scientarum Fennica, Comentationes Humanarum
Literarum, 23 (1957).

"Modality as Referential Multiplicity"”. Eripainos
Ajatus, 20 (1957), pp.: 49-64.

"Existential Presuppositions and Existential
Commitments"”. Journal of Philosophy, 56 (1959),
pp.: 125-137.

Knowledge and Belief. An Introduction to the Logic
of the Two Notions. Cornell University Press,
Ithaca, 1962. (Hay traduccién al espaflol: Saber y
creer. Una introduccidn a la 1égica de las dos
nociones. Tecnos, Madrid, 1979).

"Individuals, Possible Worlds and Epistemic
Logic". Nous, 1 (1967), pp.: 33-862.

Models for Modalities. D. Reidel Publ. Co.,
Dordrecht, 19869.

Logic, Language—-Games and Information. The
Clarendon Press, Oxford, 1973. (Hay traduccién al
espafiol: Ldgica, juegos de lenguaje e informacion.
Tecnos, Madrid, 1976).

Knowledge and the Known: Historical Perspectives

253



APENDICE III

Iin Epistemology. D. Reidel Publ. Co., Dordrecht,
1974.

The Intentions of Intentionality and Other New
Models for Modalities. D. Reidel Publ . Co.,

Dordrecht, 1975.

"Situations, Possible Worlds and Attitudes".
Synthese, 54 (1983), pp.: 153ss.

"Reasoning about Knowledge in Philosophy: The
Paradigm of Epistemic Logic”. Borrador sin
publicar, 1987. ‘

HINTIKKA, J. (ed.):

The Philosophy of Mathematics. Oxford University
Press, Oxford, 19869.

HOCUTT, M.O.:

"Is Epistemic Logic Possible?”. Notre Dame Journal
of Formal Logic, 13 (1972), pp.: 433-453.

HOFSTADTER, A. & MCKINSEY, J.C.C.:

"On the logic of Imperatives”. Philosophy of
Science, 6 (1939), pp.: 446-457.

HUGHES, G.E. & CRESSWELL, M.:

An Introduction to Modal Logic. Methuen and Co.,

254



APENDICE III

Londres, 1968. (Hay traduccién al espafiol:
Introduccidén a la 1ld6gica modal. Tecnos, Madrid,
1973).

A Companion to Modal Logic. Methuen and Co.,
Londres, 1984.

HUMBERSTONE, I.L.:

"Interval Semantics for Tense Logic”. Journal of
Philosophical Logic, 8 (1979), pp.: 171-196.

"The Modal Logic of ’'all’ and ’only’". Notre Dame
Journal of Formal Logic, 28 (1987), pp.: 177-188.

HUNTER, G.:
Metaldégica. Paraninfo, Madrid, 1981.

JAGER, Th.:
"An Actualistic Semantics for Quantified Modal
lLogic". Notre Dame Journal of Formal Logic, 23
(1982), pp.: 335-349.
"De re and de dicto". Notre Dame Journal of Formal
Logic, 29 (1988), pp.: 81-90.

JANSANA, R.:

Una introduccidn a la 16gica modal. Tecnos,
Madrid, 1990.

255



APENDICE III

JEFFREY, R.C.:

The Logic of Decision. McGraw Hill, Nueva York,

1965.
Formal Logic: Its Scope and Limits. McGraw Hill,
Nueva York, 1981. (Hay traduccién al espafiol:

Logica formal. Su alcance y sus lfmites. EUNSA,
Pamplona, 19886).

JORGENSEN, J.:

"Imperatives and Logic". Erkenntnis, 7 (1937-38),
pp.: 288-296.

KALINOWSKI, G.:

"Théorie de propositions normatives”. Studia
Logica, I (1953), pp.: 147-182.

Introduction & 1la logique Jjuridique. L.G.D.J.,
Paris, 1965.

Le probléme de la verité en morale et en droit.

Vitte, Lyon, 19867.

Querelle de la science normative. L.G.D.J., Paris,

1969.

“"Note critique sur la 1logique déontique d’Alf

256



APENDICE III

Ross"”. Archiv fiir Recht und Sozialphilosophie, 55
(1989), pp.: 41-868.

"L’intuitionnisme en logique déontique"”.
Rechtstheorie, I (1970), pp.: 157-182.

“"Norms and Logic". The American Journal of

Jurisprudence, 1972.

Etudes de logique déontique. L.G.D.J., Paris,
1972,

La logique des normes. Presses Universitaires de
France, Paris, 1972. (Hay traduccién espaficla:
Logica del discurso normativo. Tecnos, Madrid,
1975).

"Sur les fondements des normes et des énoncés
normatives: & propos des idées de Von Wright et de
Castafileda”". Theoria, 1 (1985), pp.: 59-86.

KANGER, S.:

"The Morning Star Paradox". Theoria, 23 (1957),
pp.: 1-11.

"A Note on Quantification and Modalities".
Theoria, 23 (1957), pp.: 133-134.

"

"On the Characterization of Modalities Theoria,

23 (1957), pp.: 152-155.

257



APENDICE I1I

"New Foundations for Ethical Theory". En HILPINEN,
R.: Deontic Logic, pp.: 36-58.

C.:

Introduccidn a la metamatemdtica. Tecnos, Madrid,
1974,

Basic Deontic Structures of Legal Systems.

University of Sydney, Sydney, 1969.

"Modality de dicto and de re". Methodology and
Philosophy of Science, Stanford, 1962, pp.:
622-633.

& KNEALE, M.:

The Development of Logic. The Clarendon Press,

Oxford, 1962. (Hay traduccidén al espafiol: EI
desarrollo de la l16gica. Tecnos, Madrid, 1872).

KLEENE, S.
KLINGER, R.:
KNEALE, W.
KNEALE, W.
KRIPKE, S.:

"A Completeness Theorem in Modal Logic". Journal
of Symbolic Logic, 24 (1959), pp.: 1-14.

"The Undecidability of Monadic Modal Quanti-
fication Theory". Zeitschrift fiir mathematische

258



APENDICE ITI

Logik und Grundlagen der Mathematik, 8 (1962),
pp.: 113-1186.

"Semantical Analysis of Modal Logic I: Normal
Modal Propositional Calculi”. Zeitschrift fir
mathematische Logik und Grundlagen der Mathematik,
9 (1963), pp.: 67-96.

"Semantical Analysis of Modal Logic II: Non-Normal
Modal Propositional Calculi”. En ADDISON, HENKIN &
TARSKI (eds.): The Theory of Models, pp.: 208-220.

"Semantical Considerations on Modal Logic". Acta
Philosophica Fennica, 16 (1963), pp.: 83-94.

"Identity and Necessity"”. Journal of Philosophy,
69 (1972).

"Is There a Problem about Substitutional
Quantification? Journal of Philosophy, 74 (1977),
pp.: 325-419,.

Naming and Necessity. Basil Blackwell, Oxford,
1980.

LEDENT, A.:

"Le statut logique de proposisitions impératives".
Theoria, 8 (1942), pp.: 262-271.

259



APENDICE III

LEMMON, E.

J.:

"Is There only One Correct System of Modal Logic?
Proceedings of the Aristotelian Society, XXXIII
(1959), pp.: 23-40.

"Deontic Logic and the Logic of Imperatives”.
Logique et Analyse, 8 (1965), pp.: 39-71.

"Algebraic Semantics for Modal Logics I". Journal
of Symbolic Logic, 31 (1966), pp.: 46-65,

"Algebraic Semantics for Modal Logics II". Journal
of Symbolic Logic, 31 (1966), pp.: 191-218.

LEWIS, C.I.:

A survey of Symbolic Logic. Berkeley University of
California, 1918.

LEWIS, C.I. & LANGFORD, C. H.:

LEWIS, D.:

Symbolic Logic. Dover Publ., New York, 1932,

"Counterpart Theory and Quantified Modal Logic".
The Journal of Philosophy, 65 (1958), pp.:
113-1286.

General Sémantics. Davidson and Hartman Editors,
1972.

260



APENDICE II1I

Counterfactuals. Blackwell, Oxford, 19886.

LINSKY, L. (ed.):
Reference and Modality. Oxford University Press,
Oxford, 1971.

LOVELAND, D.VW.:
Automatic Theorem Proving: A Logical Basis.
North-Holland Publ. Co., Amsterdam, 1978.

LYONS, J.:
Introduction to Theoretical Linguistics. Cambridge
University Press, Cambridge, 1968. (Hay traduccién
al espafiol : Introduccidn en la lingiifstica
teorica, Teide, Barcelona, 1988).
Semdntica. Teide, Barcelona, 1980.

MANZANO, M.:
Teorfa de Modelos. Alianza Editorial, Madrid,
1989.

MAKINSON, D.:

"A Normal Modal Calculus between T and S4 without
the Finite Model Property". Journal of Symbolic
Logic, 34 (1989), pp.: 35-38.

261



APENDICE III

MARCUS, R.

MASSEY, G.

MATES, B.:

MATSUMOTO,

McCALL, S.

"Some Embeddings Theorems of Modal Logic". Notre
Dame Journal of Formal Logic, XII (1971), pp.:
252ss.

B.:

"Modalities and Intensional Languages"”. Synthese,
13 (1981), pp.: 303-322.

J.:
“"Normal Form Generation of S5 Functions via Truth

Functions"”. Notre Dame Journal of Formal Logic, IX
(1968), pp.: 8lss.

Logica de los estoicos. Tecnos, Madrid, 1985.
K.:

"Decision Procedure for Modal Sentential Calculus
S3". Osaka Mathematical Journal, 12 (1960), pp.:
167-175.

Aristotle’s Modal Syllogisms. North Holland Publ.
Co., Amsterdam, 1863.

262



APENDICE III

McKINSEY,

J.C.C.:

"A Reduction in the Number of Postulates for C.I.
Lewis’ System of Strict Implication". Bulletin of
the American Mathematical Society, 40 (1934), pp.:
425-42T7.

“"Proof that there are infinitely many modalities
in Lewis’® system S2". Journal of Symbolic Logic, 5
(1940), pp.: 110-112.

McLAUGHLIN, R.N.:

"Further Problems of Derived Obligation". Mind, 64
(1855), pp.: 400-402.

MEYER, J.I.Ch.:

MONTAGUE,

"A Different Approach to Deontic Logic: Deontic
Logic Viewed as a Variant of Dynamic Logic". Notre
Dame Journal of Formal Logic, 29 (1988), pp.:
109-136.

"Syntactical Treatments of Modality with
Corollaria on Reflexion Principle and Finite
Axiomatizability”. Acta Philosophica Fennica, 16
(1963), pp.: 153-167.

"Pragmatics and Intensional Logic". Synthese, 22
(1970-71), pp.: 68-94.

263



APENDICE III

MUNITZ, M.
NAESS, A.:
NILSON, N.

Formal Philosophy: Selected Papers of Richard
Montague. Yale University Press, New Haven, Conn.,
1974. (Hay traduccién espafiola parcial: Ensayos de
filosoffa formal, Alianza Universidad, Madrid,
1977.

K. & UNGER, P.K. (eds.):

Semantics and Philosophy. New York University
Press, Nueva York, 1974.

“"La validité des normes fondementales”. Logique et
Analyse, 1 (1958), pp.: 4-13.

“Do We Know that Basic Norms Cannot Be True or
False?". Theoria, 25 (1959), pp.: 31-53.

Problem—-Solving Methods Iin Artificial Intelli-
gence. McGraw Hill, Nueva York, 1971.

OHLBACH, H.J.:

"A Revolution Calculus for Modal Logic". Lecture

Notes in Computer science, Springer-Verlag, 1987.

264



APENDICE II1I

OHNISHI, M.:

"Gentzen Decision Procedure for Lewis’® Systems S2
and S3". Osaka Mathematical Journal, 13 (1961),
pp.: 125-137.

"Von Wright-Anderson®s Decision Procedure for
Lewis® Systems S2 and S3". Osaka Mathematical
Journal, 13 (1961), pp.: 139-142.

OHNISHI, M. & MATSUMOTO, K.:

"Gentzen Method in Modal Calculi I". Osaka
Mathematical Journal, 9 (1957), pp.: 113-130.

"Gentzen Method in Modal Calculi I1". Osaka
Mathematical Journal, 11 (1958), pp.: 115-120.

OPALEK, K.:

"On the Logical Sematic Structures of Directives"”.
Logique et Analyse, 13 (1970).

PARRY, W.T.:

"The Postulates for *Strict Implication’”. Mind,
43 (1934), pp.: 78-80.

"Modalities in the Survey System of Strict
Implication”. Journal of Symbolic Logic, 4 (1939),
pp.: 131-154,

265



APENDICE ITI

PERELMAN, Ch.:

Etudes de logique Jjuridique. E. Bruylant,
Bruselas, 1966-71, (4 tomos).

PERRY, Th. D.:
Moral Reasoning and Truth: An Essay in Philosophy
and Jurisprudence. Oxford University Press,
Oxford, 1978.

PHILIPPS, L.:
“"Sinn und Struktur der Mormlogik". Achiv fiir
Rechts— und Sozialphilosophie, 52 (1966), pp.:
195-219.

PLANTINGA, A.:

The Nature of Necessity. The Clarendon Press,
Oxford, 1974.

"Actualism and Possible Worlds". Papers on Logic

and Language. University of Warwick, 1977.

PRIOR, A.N.:

“"The Paradox of Derived Obligation". Mind, 63
(1954), pp.: 64-865.

Formal Logic. The Clarendon Press, Oxford, 1955.
Segunda edicidén de 1962.

266



APENDICE III

Time and Modality. The Clarendon Press, Oxford,
1957.

Past, Present and Future. The Clarendon Press,
Oxford, 1986T7.

QUESADA, D.:

La Idgica y su filosoffa. Introduccidn a la

l16gica. Editorial Barcanova, Barcelona, 1985.

QUINE, W.V.O.:

Mathematical Logic. Harvard University Press,
Cambridge, Mass. , 1951. (Hay traduccioén al
espafiol: Ldgica Matemdtica, Revista de Occidente,
Madrid, 1972).

From a Logical Point of View. Harvard University
Press, Cambridge, Mass., 1953. (Hay traduccién
espafiola: Desde un punto de vista ldgico, Ariel,
Barcelona, 1862).

"Quantifiers and Proppositional Attitudes".
Journal of Philosophy, 53 (1956), pp.: 177-187.

Word and Object. M.I.T. Press, Cambridge, Mass.,
1960. (Hay traduccién espafiola: Palabra y objeto,

Labor, Barcelona, 1968).

Philosophy of Logic. Prentice Hall, Nueva Jersey,

267



APENDICE III

1970. (Hay traduccién espafiola: Filosoffa de la
légica, Alianza Editorial, Madrid, 1981).

Roots of Reference. Open Court, La Salle, Ill.,
1974. (Hay traduccién espafiola: Las rafces de la

referencia, Revista de Occidente, Madrid, 1977).

Theories and Things. The Belknap Press of Harvard

University Press, Cambridge, Mass., 1981.

RAND, R.:
"Logik der Forderungsdtze". Revue internationale
de la théorie du droit/Internazionale Zeitschrift
fir die Theorie der Recht, 1 (1939), pp.: 308-322.

RAZ, J.:
Practical Reasoning. Oxford University Press,
Oxford, 1979. (Hay traduccioén espafiola:
Razonamiento prdctico, Fondo de Cultura Econémica,
México, 19886).

RESCHER, N.:

"An Axiom System for Deontic Logic”. Philosophical
Studies, 9 (1958), pp.: 24-30.

"On Modal Renderings of Intuitionistic
Propositional Logic”. Notre Dame Journal of Formal
Logic, 7 (1966), pp.: 277-280.

268



APENDICE III

The Logic of Commands. Londres, 1966.

Topics in Philosophical Logic. D. Reidel Publ.
Co., Dordrecht, 1968.

La primacfa de la prdctica. Tecnos, Madrid, 1980.

RESCHER, N. (ed.):

The Logic of Action and Preference. Pittsburgh
University Press, Pittsburgh, 19867.

The Logic of Decision and Action. Pittsburgh
University Press, Pittsburgh, 1967.

RESCHER, N. & URQUHART, A.:

RICHARDS,

ROBINSON,

Temporal Logic. Springer-Verlag, Berlin, 1971,

B. & al.:

Temporal Representation and Inference. Academic

Press, Londres, 1989.
A.:

Introduction to Modal Theory and to the
Metamathematics of Algebra. North Holland Publ.
Co., Amsterdam, 1963.

269



APENDICE III

RODRIGUEZ MARIN, J.:

"Légica dedntica. Deduccién natural y decisién
mediante tablas semdnticas"”. Teorema, I11/4
(1973), pp.: 511ss.

"La reduccién de la 16gica dedtica a la 1d6gica
modal (I)". Teorema, VI/1 (1976), pp.: 99ss.

Légica dedntica. Concepto y sistemas.
Publicaciones de la Universidad de Valencia,
Valencia, 1978.

ROSS, A.:
"Imperatives and Logic". Theoria, 7 (1941), pp.:
53-71.
Directives and Norms. Routledge and Keagan Paul,
Londres, 1968. (Hay traduccién espafiola: Ldgica de
las normas, Tecnos, Madrid, 1871).

ROUTLEY, R.:
"Conventionalist and Contingency-Oriented Modal
Logics". Notre Dame Journal of Formal Logic, XII
(1971), pp.: 131ss.

RUSSELL, B.:

Introduccidn a la filosoffa matemdtica. Paidés,

Barcelona, 1988.

270 ’



APENDICE III

Principles of Mathematics. Allen & Unwin,
Cambridge, 1903. (Hay traduccién espaffola: Los
principios de la matemdtica, Espasa Calpe, Madrid,
1967).

Inquiries into Meaning Truth. Norton, Nueva York,
1940.

Human Knowledge. Simon and Schuster, Nueva York,
1948. (Hay traduccién al espafiol: El conocimiento

humano, Taurus, Madrid, 1977).

Logic and Knowledge. Allen & Unwin, Londres, 19586.

RUSSELL, B. & WHITEHEAD, A.N.:

SAITO, S.:

Principia Mathematica. Cambridge University Press,
Cambridge, 1910-13, (3 voluimenes). Segdunda edicién
1925-27.

"On the Leinizian Modal System”. Notre Dame
Journal of Formal Logic, IX (19868), pp.: 92ss.

SANCHEZ GARCIA, D.:

"Definicién de la norma verdadera". Theoria, 2
(1985), pp.: 535-544.

271



APENDICE III

SANCHEZ-MAZAS, M.:

"Calcul automatique des normes et propositions

juridiques”. Teorema, 6 (1972), pp.: 25-56.
El cdlculo de las normas. Ariel, Barcelona, 1973.

"Modelos aritméticos para la informdtica juridica
(introduccidén)”. Teorema, VIII/1 (1978).

"Le programme °‘Ars Judicandi’”. Theoria, 3 (1986),

pp.: 779-81T7.

“Un lenguaje aritmético como instrumento de
andlisis y de decisién en 16gica y en derecho”.
Theoria, 5-6 (1988), pp.: 503-566.

SANMARTIN, J.:

Una 1Introduccion constructiva a la teorfa de

modelos. Tecnos, Madrid, 1983.
SCHILPP, P.A. (ed.):

The Philosophy of Rudolf Carnap. Open Court, La
Salle, I11., 1963.

SCHUMM, G.F.:

"T, S4 and Henkinesque Trees". Journal of Symbolic
Logic, 37 (1972), pp.: 446.

272



APENDICE III

"The Number of Non-Normal Extensions of S4". Notre
Dame Journal of Formal Logic, 29 (1988), pp.:
1086-108.

SEGERBERG, K.:

“Decidability of S4.1". Theoria, 34 (1968), pp.:
7-20.

“Decidability of Four Modal Logics". Theoria, 34
(1968), pp.: 21-25.

An FEssay In Classical Modal Logic. Universidad de

Upsala, Upsala, 1971, (3 volimenes).

SIMPSON, T.M. (ed.):

Semdntica filosdfica: problemas y discusiones.
Siglo XXI, Buenos Aires, 1973.

SLAGHT, R.L.:

"Modal Tree Constructions”. Notre Dame Journal of
Formal Logic, XVIII (1877), pp.: 517-526.

SLEIGH, R.C.:

"On a Proposed System of Epistemic Logic". Nous, 2
(1968), pp.: 391-398.

273



APENDICE III

SMORYNSKI, C.:

Self-Reference and Modal Logic. Springer—-Verlag,
Nueva York, 1985.

"Quantified Modal Logic and Self-Reference”. Notre
Dame Journal of Formal Logic, 28 (1987), pp.:
356-370.

SMULLYAN, A.F.:

"Modality and Description”. Journal of Symbolic
Logic, 13 (1948), pp.: 31-3T.

SMULLYAN, R.:
First-Order Logic. Springer-Verlag, Berlin-
Heidelberg-Nueva York, 1968. (Hay traduccién al
espafiol: Ldogica de primer orden, Tecnos, Madrid).
STEVENSON, Ch.L.:
Etica y lenguaje. Paidés, Buenos Aires, 1971,
TAPSCOTT, B.L.:
"A Simplified Natural Deduction Approach to

Certain Modal Systems"”. Notre Dame Journal of
Formal Logic, 28 (1987), pp.: 371-384,

274



APENDICE ITI

TARSKI,
THAYSE, A.
THOMAS,

A

Logic, Semantics, Metamathematics. The Clarendon
Press, Oxford, 1956.

“Der Wahrheitsbegriff in den Formalisierten
Sprachen”. Studia Philosophica, 1 (1936), pp.:
261-405.

"The Semantic Conception of Truth and the
Foundations of Semantics"”. Philosophy and
Phenomenological Research, 4 (1943-44), PpP.:
341-376. (Hay traduccién espafiola: La concepcidn
semdntica de la verdad y 1los fundamentos de la
semdntica, Ediciones Nueva Visién, Buenos Aires,
1972).

& al.:

Approche logique de 1’intelligence artificielle:
1. De 1la logique <clasique &4 1la programmation
logique. Bordas, Paris, 1988.

Approche logique de 1’intelligence artificielle:
2. De la logique modale a4 la logique de bases de
données. Bordas, Paris, 1989.

I.:

“Solutions of Five Modal Problems of Sobocinski".
Notre Dame Journal of Formal Logic, 3 (1882), pp.:
199-200.

275



APENDICE III

THOMASON,

“S1% and Brouwerian Axioms". Notre Dame Journal of
Formal Logic, 4 (1963), pp.: 151-152.

“S1° and Generalized S5 Axioms". Notre Dame
Journal of Formal Logic, 4 (1963), pp.: 153-154.

"A Final Note on S1° and the Brouwerian Axioms".
Notre Dame Journal of Formal Logic, 4 (1963), pp.:
231-232.

"Ten Modal Models". Journal of Symbolic Logic, 29
(1964), pp.: 125-128.

"Modal Systems in the Neighbourhood of T". Notre
Dame Journal of Formal Logic, 5 (1964), pp.:
59-61.

S.K.:

"Semantic Analysis of Tense Logics". Journal of
Symbolic Logic, 37 (1972), pp.: 150-158.

"Noncompacteness 1in Propositional Modal Logic".
Journal of Symbolic Logic, 37 (1972), pp.:

716-720.

"An Incompleteness Theoren in Modal Logic".
Theoria, 60 (1974), pp.: 30-34.

276



APENDICE III

TOMBERLIN, J.E.:

"Identity, Intensionality and Intentionality".
Synthese, 61 (1984), pp.: 1llss.

ULLMANN, S.:
Semdntica. Aguilar, Madrid, 19786.
URMSON, J.0.:

“Parenthetical Verbs". Mind, 6t (1952), pp.:
480-496.

URQUHART, A.:

"Decidability and the Finite Model Property".
Journal of Philosophical Logic, 10 (1981), pp.:
367-370.

VON WRIGHT, G.H.:
“Deontic Logic". Mind, 60 (1951), pp.: 1-15.

An Essay In Modal Logic. North Holland Publ. Co.,
Amsterdam, 1951. (Hay traduccidén al espafiol:
Ensayo de 1d6gica modal, Santiago Rueda editor,
Buenos Aires, 1970).

"A New System of Modal lLogic”. Proceedings of the
XIth International Congress of Philosophy,
tomo V, pp.: 59-63, Bruselas, 1953.

277



APENDICE ITI

“"A Note on Deontic Logic and Derived Obligation”.
Mind, 65 (1856), pp.: 507-509.

Logical Studies. Routledge and Keagan Paul,
Londres, 1957.

The Logic of Preference. Edinburgh University
Press, Edinburgo, 1963. (Hay traduccién al
espaflol: La Idgica de la preferencia, FEUDEBA,
Buenos Aires, 1967).

Norm and Action. Routledge and Keagan Paul,
Londres, 1963. (Hay traduccién espafiola: Norma y
Accion. Una investigacion I1d6gica, Tecnos, Madrid,
1979).

The Varieties of Goodness. Routledge and Keagan
Paul, Londres, 1963.

"A New System of Deontic Logic". Danish Yearbook
of Philosophy, 1 (1964), pp.: 173-182.

"A Correction to a New System of deontic Logic".
Danish Yearbook of Philosophy, 2 (1885), pp.:
103-107.

"And Next". Acta Philosophica Fennica, 18 (1965),
pp.: 293-304.

"Deontic Logics”. American Philosophical Quaterly,
4 (1967), pp.: 1-8.

278



APENDICE III

"Deontic Logic and the theory of Conditions".
Critica, 2 (1968), pp.: 3-25.

An Essay in Deontic Logic and the General Theory
of Action. Societas Philosophica Fennica,
Helsinki, 1968. (Hay traduccién al espafiol: Un
ensayo de ldégica dedntica y la teorfa general de
la accidén, UNAM, México, 1976).

"Modalidades diacrdénicas y sincrdnicas”. Teorema
IX/3-4 (1979).

Philosophical Papers of G.H. Von Wright:
Philosophical logic. Blackwell, Oxford, 1983.

WEINGARTNER, P.:

"Modal Logics with Two Kinds of Necessity and
Possibility”. Notre Dame Journal of Formal Logic,
IX (1968), pp.: 97ss.

WIESENTHAL, L.:

"Visual Space from the Perspective of Possible
World Semantics I". Synthese, 56 (1983), pp.:
199ss. ‘

"Visual Space from the Perspective of Possible
World Semantics II". Synthese, 64 (1985), pp.:
241ss.

279



APENDICE III

WITTGENSTEIN, L.:

Tractatus Logico~Philosophicus. Alianza Editorial,
Madrid, 1980.

Investigaciones filosdficas. UNAM-Critica, Bar-
celona, 1988,

ZEMAN, J.J.:

“"The Proppositional Calculus MC and 1Its Modal
Analogue"”. Notre Dame Journal of Formal Logic, IX
(1968), pp.: 294ss.

Modal Logic: the Lewis’ Modal Systems. Oxford
University Press, Oxford, 1972.

ZIEMBA, Z.:

"Deontic Syllogistic". Studia Logica, 28 (1971),
pp.: 139-159,

280



	Indice
	Introducción
	Capítulo Uno: breve reseña histórica acerca de la lógica modal
	1. Las modalidades en la antigüedad y en la Edad Media
	2. Las modalidades en la lógica matemática. Los sistemas de Lewis y la semántica de los mundos posibles.

	Capítulo Dos: La semántica de los mundos posibles
	3. Los problemas de la intencionalidad
	4. Mundos posibles y semántica
	5. La relación de alternatividad.

	Capítulo Tres: Conjuntos modelos.
	6. La noción de conjunto modelo
	7. Algunos resultados con conjuntos modelos y mundos posibles

	Capítulo Cuatro: Un prodecimiento semántico de decisión.
	8. Árboles semánticos para la lógica modal alética de proposiciones.
	9. El teorema fundamental de los árboles semánticos
	10. El procedimiento de los árboles semánticos aplicado a los sistemas normales de lógica modal proposicional
	11. El uso de los árboles semánticos como tablas semánticas
	12. Árboles semánticos infinitos por causa de la iteración de operadores de modalidad

	Capítulo Cinco: Cuantificación y modalidad
	13. La opacidad referencial en lógica modal alética de predicados con identidad
	14. Identificación cruzada y funciones de individuación
	15. Presuposiciones de existencia e indicadores rígidos

	Capítulo Seis: Árboles semánticos para lógica modal cuantificacional.
	16. Árboles semánticos para lógica modal con cuantificadores.
	17. El teorema fundamental de los árboles semánticos para lógica modal de predicados
	18. Algunos resultados.
	19. Árboles semánticos infinitos por causa de la iteración de operadores cuantificacionales

	Capítulo Siete: La interpretación deóntica de las modalidades
	20. Lenguajes normativos y lógica
	21. La reinterpretación deóntica de los operadores de modalidad
	22. La reducción de la lógica deóntica a la lógica modal alética. El sistema SK.

	Capítulo Ocho: Corrección y completitud
	23. El cálculo CD*
	24. Corrección y completitud

	Apéndice I: Otros procedimientos semánticos de decisión.
	Apéndice II: Un cálculo deductivo natural modal
	Apéndice III: Bibliografía



