APENDICE 1I:
UN CALCULO DEDUCTIVO NATURAL MODAL.

El siguiente cédlculo para 16gicas modales estd basado

en F.B. FITcH a partir de MELVIN FitTinGg. '%? Como base se

tienen las reglas de un cdlculo deductivo tipo GENTZEN:

[+ 4
. i1t 4
4 ———— (D.N.)
(ABS.) =
g —3§£~ (SIMPL.1)
(PROD.) —F—
anp (SIMPL.2) —S%Ew

144 cfr. Firch, F.B.: Symbolic Logic, an Introduction vy
FitTING, M.: Proof Methods for Modal and Intuitionistic
Logics, pp.: 153-190. Para el caso concreto de los cédlculos
de 16gica dedntica cfr. también Fitck, F.B.: “Natural

Deduction Rules for Obligation".
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A estas reglas del cdlculo deductivo de proposiciones
hay que afladir las del cédlculo modal. Siguiendo a FITTING

voy a distinguir entre dos tipos diferentes de reglas:

1. Reglas de interpretacién particularista de 1los mundos

posibles (I-style rules). En este tipo de reglas, un

subproceso estricto (marcado en la deduccién por una doble
raya para diferenciarlo de los subprocesos deductivos
habituales) sélo se abre cuando aparece una fdérmula del tipo

Qax y se cancela con la regla (E.{):

229



APENDICE II
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2. Reglas de interpretacién genérica de los mundos posibles

(A-style rules). Un subproceso estricto puede abrirse en

cualquier momento, canceldndose con la regla (I.0):

(¢4

":{’;é;:":.:‘::: (I .D)
Op

Es necesario no confundir las reglas (E.0) y (I1.0).
FITTING propone una notacién diferente para el subproceso si
se van a utilizar conjuntamente, pero considero que no es
necesario si se las entiende como reglas diferentes con sus

procesos restringidos a determinado tipo de conclusiones. 4%

145 Cfr. FITTING, M.: Proof Methods for Modal and
Intuitionistic Logics, pdgina 185.
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3. Regla de introduccidén de férmulas en un subproceso

estricto. Cuando hay abierto un subproceso estricto, el

conjunto de las férmulas ¢(I') que puede affladirse a la

deduccidén se obtiene aplicando la siguiente regla:“6

r
o

o(I)

El conjunto ¢(I') se define del siguiente modo para cada
uno de los diferentes sistemas normales:

K:
D: } Bep(T') sii DOBerl,
T:

B: Bep(I') sii OBel' y 0Bep(T) sii PBer.
S4: DOBep(T') sii OBerl.

S5: Opep(Tl') sii OBel y OBep(l') sii Operl.

146 por supuesto, en el subproceso, ademds del conjunto de
férmulas ¢(I'), aparecen también todas aquellas férmulas que
se obtengan al aplicar algunas de las reglas del cédlculo
deductivo modal a una o mAs férmulas incluidas en el
subproceso estricto abierto.
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4. Otras reglas de introduccidn y eliminacién de operadores

modales:

147

_..Qg__,_._ (E.D)

. (1.0 (P.D) o

5. Reglas para cuantificadores.

Para un cdlculo deductivo natural de légica modal de
predicados son necesarias algunas consideraciones semédnticas
previas relacionadas con los planteamientos expuestos en los
capitulos cinco y seis acerca de las funciones de

individuacién y los sistemas con dominios fijos y variables.

Definicién 1I.1: Una férmula estd en forma modal

prenexa sii:

147 Esta regla tiene la siguiente restriccién para los
sistemas dedénticos (v.gr.: para el sistema D): solamente si
Ox ocurre en un subproceso estricto abierto.
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1. No hay en ella ninguna ocurrencia de operadores de

modalidad y estd4d en forma prenexa.148

2. Si hay ocurrencias de operadores de modalidad y:
a) los cuantificadores fuera del alcance de los
operadores de modalidad estéan todos a la izquierda
de la férmula;

b) las subférmulas que ocurren en el admbito de un

operador modal estdn en forma modal prenexa.

Con esta definicién, en una férmula modal prenexa los
cuantificadores permanecen bajo el alcance de los operadores
de modal idad originales. Se pueden extraer los
cuantificadores que ocurren bajo el alcance de operadores de

modalidad del modo que se describe a continuacién:

Definicién 11.2: Sea o« una férmula en forma modal

prenexa en la que ocurren cuantificadores bajo el alcance de
alguin operador de modalidad. Se puede obtener una férmula o’

en forma modal prenexa marcada a partir de o colocando los

148 yna férmula « estd en forma prenexa solamente en el caso
de que sea de la forma $(B), donde ¢ es una secuencia finita
de operadores cuantificacionales y B es una férmula en la
que no ocurre ningin operador cuantificacional.
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cuantificadores a la izquierda de los operadores de
modalidad y marcando las variables afectadas con tantos
apéstrofos cuantos operadores de modalidad la tengan bajo su

alcance. Ejemplo:

o: AxOAy((PyaQxy)>0OVzRxyz)

o' AxAyVzO((Py’AQxy’')>0Rxy'z*"’)

En realidad lo que se estd haciendo con este método de
marca de variables es determinar que las variables de una
férmula de la clase de o' pertenecen a diferentes tipos, por
lo que no se las puede tratar homogéneamente desde el punto
de vista de la individuacién. Asi, por ejemplo, en el caso
de la férmula a' tenemos que los apdstrofos informan de que
para evaluar «® hay que tener en cuenta que f(x)ed(uy),
f(y)eD(uz) y que f(z)€D(u3z). En este caso se puede definir
una funcidén de unificacién & tal que su rango es un tipo de
variables, designado por (), (*), (**), etcétera, del

siguiente modo:

Definicidén I1I.3: Sean x€() e y€(’) dos variables

cualesquiera de la férmula modal prenexa marcada B y sea
fF(x)ed(u1) y §(y)eD(uz2); entonces se dice que O&(') sii

D(py)sduz).
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Las reglas para los cuantificadores en un cédlculo de
16gica modal de predicados van a ser las habituales de la
l16gica cladsica, aunque se va a restringir su aplicacién, y
por tanto el cédlculo deductivo, a aquellas férmulas que se

encuentren en forma modal prenexa marcada:

149
- Vxa(x)
(a)
Vea(g) (I-PD l 5
: (E.P.)
, -
150 T
_«Ca) . _Axa(x)
Axa(x) (I.G.) ala) (E.G.)
151

(Unif.)  D«ca’)

B(b)
raéb)

149 2 no ocurre ni en la férmula & ni en ninguna hipétesis

subsidiaria no cancelada.

150 2 no ocurre libre en ninguna hipétesis previa ni

subsidiaria que no esté cancelada.

181 golamente en caso de que Os(*),
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Ejemplo: Sea B la forma modal prenexa marcada de [FB*1:
B: VxAy(Da(x*)»>0x(y)).
Puede probarse que EB, donde S es cualquier sistema al que

convenga una semadntica de dominios anidados tal que si p1Ru2

entonces D(u1)Sd(uz):

1. aVxAy(Oa(x*)=20x(y))
2. AxVy~(Oa(x*)200(y)) De 1 por def. Ay V
3. Vy~(Oa(a’)>0a(y)) De 2 por (E.A)
—— 4. " (0a(a’)»0x(b))
5. Oa(a’) De 4 por def. >
6. ~0u(b) De 4 por def. =
7. O-a(b) De 6 por def. Oy ¢
8. =a(b)
9. a(b) De 5 por unif.

L_10. &AA _ De 8 y 8 por Prod.
11. 4 De 7, 8-10 por (E.0)
12. 4 De 3, 4-11 por (E.V)
13. VxAy(Da(x’)>0x(y)) De 1-12 por Abs.

Sin embargo no puede probarse lo mismo de [FB] a menos

que el

entonces D(u1)=D(uz).

sistema S

sea

es la siguiente:

simétrico,

es decir:

que si pRuz

La forma modal prenexa marcada de [FB]
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¥: VxAy(Do(x)>0a(y’)).

Se comprueba que no ;7 en un sistema S con dominios

anidados:
——— 1, aVxAy(Oa(x)>0a(y’))
2. AxVy~(Da(x)>0ax(y’)) De 1 por def. A y V
3. Vy~(Oa(a)->0a(y’)) De 2 por (E.A)
—— 4, = (0x(a)»0u(b*))

5. Da(a) De 4 por def. =
6. -Oa(b*) De 4 por def. -
7. O=a(b*) De 6 por def. Oy ¢
8. ~a(b’)

[=:9. ala) De 5 por (E.D

No puede cerrarse el subproceso estricto abierto a
partir de la linea 7 puesto que no hay unificacién de las
variables x e y’' a menos que sSe presuponga un sistema
simétrico al que convenga una semdntica de dominio fijo,

segin la definicién dada de la funcidn de unificacién.
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