APENDICE 1I:
OTROS PROCEDIMIENTOS SEMANTICOS DE DECISION.

El procedimiento de los 4drboles semdnticos desarrollado
en el cuerpo de esta tesis estd concebido para obtener toda
clase de resultados metatedéricos sobre los diferentes
sistemas de 16gica modal tratados. Es un procedimiento
efectivo de decisién por lo que a los sistemas normales de
l6gica modal de proposiciones se refiere, pero,
evidentemente, no es el Unico posible. Quiero revisar aqui
brevemente otros procedimientos usados por diversos autores
especialmente relevantes para la concepcidn del

procedimiento expuesto.

En Symbolic Logic, LEWIs y LANGFORD utilizaron un
procedimiento de decisién basado en matrices de valores
proposicionales para los diferentes sistemas. En los
apéndices II y III de 1la edicién de 1959 introducen
bastantes de estas matrices para demostrar que ninguno de
los cinco sistemas propuestos es deductivamente equivalente

a los demas. Para ello demuestran que el axioma
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caracteristico de S2 no es un teorema de Si, ni el de S3 de

S2, etcétera. 139

A grandes rasgos, el procedimiento se desenvuelve de la
siguiente manera. Para la demostracién de que [S2.11'10 eg
independiente de la base axiomdtica de S1 se necesita una
matriz de cuatro valores {1,2,3,4}. Los valores designados
para los teoremas de S1 son 1 y 2, de modo que basta con
comprobar que todos los axiomas de S1 tienen tales valores
en sus matrices, en tanto que [S2.1] tiene también otros
valores no designados; y todo ello con la ayuda de las

siguientes matrices béadsicas:

p| ~p | Op p'q 1 2 3 4
1 4 1 1 i 2 3 4
2 3 2 2 2 2 4 4
3 2 1 3 3 4 3 4
4 1 3 4 4 4 4 4

139 14 matriz para la prueba de independencia de [S3.11 (cfr.
capitulo uno) respecto de S2 es una matriz de ocho valores
que no se debe a los propios LEWIS y LANGFORD, sSino a PARRY,
quien la propuso dos affos después de la primera edicién de
Symbolic Logic.

140 crp, capitulo uno.
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De éstas se obtiene la matriz para el signo —»

p—>» ql 1 2 3 4
1 2 4 3 4
2 2 2 3 3
3 2 4 2 4
4 2 2 2 2

De esta forma, cuando p=2 y ¢=4, [S2.1]=4, que no es un

valor designado, 1o que se demuestra del siguiente modo:

Wp-gq) > 0p) = (0(2,4) —>» 02) =

=5 (04 —» 02) = (3—» 2) = 4

El procedimiento de matrices de LEwWISs y LANGFORD es,
evidentemente, bastante mAs complejo que el de A4rboles
semdnticos y muy poco atractivo desde un punto de vista
semAdntico. MAds interesante serfa si se pudiesen reducir las
matrices a tablas de verdad. Esto es lo que hizo VON WRIGHT
en su Ensayo de Idgica modal. E]l procedimiento de VoN WRIGHT
consiste en reducir la férmula de 16gica modal de
proposiciones gque hay que evaluar a su forma normal

disyuntiva perfecta, a partir de lo cual se construye su
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tabla de verdad. Para ello, en su sistema M1 a los
principios propios de la l6gica de proposiciones VON WRIGHT
aflade los siguientes principios modales (que yo transcribo,

formalizdndolos en la notacién habitual en este trabajo):

Principio de M-distribucién: FQ(avB) » F(QaviB)
Principio de M-extensionalidad: F(ae3B) » F(Qaes30B)
Principio (restrictivo) de posibilidad: F(Qavd-a)

Principio de M-tautologia: Fa » F0x

Valiéndose de estos principios, reduce toda férmula a
sus componentes minimos en forma normal disyuntiva perfecta
para realizar sobre estos una tabla de verdad. Por ejemplo,"’
sea la férmula (Qaald(e>B))>0B. Por la definicién de los
operadores ¢ y O, esta férmula es equivalente a la férmula
(Qaa=0-(a»B))>0B. La forma normal disyuntiva de las
subférmulas modalizadas son (anp)v (aanp), (annB) y
(aAB)V(~aaB). Los constituyentes minimos de la forma normal

disyuntiva perfecta de esta férmula son, por tanto, 0(aa=pB),

O (aAB) y O (aaB).

141 g ejemplo estd tomada del propio VON WRIGHT, Cfr. VON
WRIGHT, G.H.: Ensayo de l1dgica modal, pp.: 37-38.
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OCanap)| 0CanB)| Q(ranB) || Qx| 0 (aaaB)| 0B] (Vanb(o>B))>08
\") \") \" A" F \'% \Y
A\ \") F \") F \" \Y
A" F \% A" F \' A"
\") F F \Y F F \"
F v \Y Vv A% A\ \"
F v F \Y) A" A" A"
F F \Y F \Y \Y \Y
F F F F \Y F \Y

El procedimiento de VoN WRIGHT, con ser mas directo que
el de LEWIS y LANGFORD ya que evita las engorrosas matrices
numéricas, puede convertirse en un procedimiento muy
incémodo cuando se evaludan férmulas del sistema M1 con méds
subférmulas atdémicas constituyentes que en el ejemplo
descrito o cuando se trabaja con sistemas que permiten lo
que VON WRIGHT llama modalidades de orden superior, es

decir: modalidades iteradas.

SaurL KRIPKE sigue un procedimiento similar al de los
drboles semdnticos. De hecho, el procedimiento de tablas
semdnticas de KRIPKE, basado en el de BETH para 16gica de
predicados de primer orden, estéa en la base del
procedimiento expuesto en este trabajo, puesto que ambos se
inspiran en principios idénticos. Cada tabla semdntica esta

compuesta por dos secuencias de fdérmulas obtenidas mediante
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la aplicacién de reglas similares a las del procedimiento de
los Arboles semdnticos para l6gica modal de proposiciones
sobre una primera fdérmula o«. En la secuencia de la izquierda
se colocan las fdérmulas verdaderas que va generando la
aplicacién de las reglas, mientras que en la secuencia de la
derecha se colocan las férmulas falsas. Por cada férmula no
atémica que aparezca en una de las dos secuencias de la
tabla se aplica una de las reglas dependiendo del signo
principal de la fdérmula. Cuando aparece una férmula de 1la
forma Bvy o de la forma B2y en la secuencia izquierda, o
bien una férmula de la forma BAY en la secuencia derecha,
entonces cabe extender 1la tabla original de dos formas
diferentes, lo que origina dos tablas, cada una de ellas
contemplando una de las alternativas (se tiene, por asfi
decirlo, dos formas alternativas del mismo mundo). De igual
modo, si se tiene una férmula de la forma 0B en la secuencia
de la izquierda o una férmula de la formé OB en la secuencia
de la derecha se obtiene una nueva tabla auxiliar donde
aparece la férmula B (lo que se corresponde a un nuevo mundo
posible relacionado con el primero). Si una férmula y su
contraria aparecen en la misma secuencia de una tabla o una
misma férmula aparece a izquierda y derecha en la misma
tabla, ésta es cerrada y provee un contraejemplo contra la

férmula inicial. Sea por ejemplo la siguiente tabla S4 que
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comienza con O(arB) a la izquierda y O(OxADB) a la derecha:!?

OCaaB) D¢OaaOp) anB | DanOp (aAB) o
(anB) o Do ()
o B (8
8 —_— N
t1 tz,1 ta
OCxAB) OOaAOB) arf | OaaOp (aAB) B
(anp) o 0p (o)
a B (B)
8 —_ —_
t1 tz,2 ta

Cada grupo de tres tablas muestra una alternativa de
evaluacidén y en ambos aparece en una de las tablas una misma
férmula a derecha e izquierda (o en el primer caso y B en el
segundo, en las dos ocasiones en la tabla ts). La flecha
indica la relacién entre las tablas, que es reflexiva vy

transitiva en el caso de las tablas S4.

142 Corresponde, por tanto, a la tabla de 1la fdérmula
OCaxap)>0(0xAOB). Cfr. KRIPKE, S.: “"Semantical Analysis of
Modal Logic I: Normal Modal Propositional Calculi“, pp.:
74-76.
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También similar en algunos aspectos relevantes al
método de los Arboles semdnticos es el utilizado por HUGHES
y CRESSVELL en An Introduction to Modal Logic. HUGHES y
CRESSVWELL atnan el procedimiento de las tablas de verdad (en
una versién simplificada a un caso relevante de las mismas)
y de las tablas semdnticas en su procedimiento de cajas
semdnticas. La férmula que hay que evaluar se encierra en
una caja mui y SsSe la supone falsa. Se siguen las
consecuencias de esta hipétesis de modo que, cuando una
subférmula modalizada de la férmula inicial de la forma {«
es verdadera entonces se abre una nueva caja con la férmula
o marcada como verdadera e iguaimente en caso de que la
subférmula en cuestién sea de la forma Ox, pero marcada como
falsa en este caso. De la caja inicial sale entonces una
flecha hacia la nueva caja y se las considera relacionadas.
Cualquier contradiccidén a la que se llegue supone,
evidentemente, que la hipdtesis inicial era falsa. Sea por
ejemplo el diagrama T de la férmula

O(p>0(g>r) )20 (g>(Op>0r)): 143

143 c¢pr. HUGHES, G.E. & CRESSWELL, M.J.: Introduccidn a la
logica modal, pdgina 80.
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4 4 b 4 V*
mu1 | OCp 2 0Cg 2> r)) > 0(g » Op > Or))
111 i 1 00 0010 11 0 00
4
muz | p>r | p=0(qg>r) g~ (Op > 0 pl r
110 1 10 1] o0

Los cuatro procedimientos descritos son cuatro formas
diferentes de abordar el significado de las modalidades.
Ninguno es apto para la l6gica modal de predicados de primer
orden, excepto el procedimiento de las tablas semdnticas de
BETH usado por KRIPKE, que, como queda dicho, responde a los
mismos criterios que el procedimiento de 1los 4drboles
semdnticos, con la ventaja de que este uUltimo, basado en la
presentacién de SMULLYAN en First-Order Logic, al resumir
todo el proceso en un Unico diagrama, es mas simple vy
elegante. Lo mismo cabe decir con respecto al procedimiento
de las cajas semdnticas de HUGHES y CRESWELL, con la ventaja
adicional sobre ambos de que el procedimiento de los 4rboles
semanticos permite pruebas metatedéricas importantes mucho
mAs simples que las habituales basadas en el concepto de

mundo posible.
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