CAPITULO OCHO:
CORRECCION Y COMPLETITUD.

§23. El célculo CD”.

En el presente pardgrafo va a ser definido un cdlculo
deductivo que 1lamaré calculo CD*.132 Este cadlculo tiene la
ventaja sobre los denominados cAdlculos deductivos naturales
de que no sé6lo es 1Gtil para obtener resultados en 1los
diferentes sistemas normales de 16gica modal sino también
para obtener resultados acerca de dichos sistemas. Esto es,
se va a utilizar el cdlculo CD* en la obtencién de
determinados resultados metatedéricos sobre los sistemas

normales de l16gica modal . 133

132 g presente cadlculo cp* para légica modal estd basado en
el cédlculo homénimo para ]l6gica de predicados eneddicos
desarrollado por E. Diaz EsSTEVEZ, aun inédito.

133 gp cualquier caso, en el apéndice II se presenta también
un cdlculo deductivo natural para légica modal.

204



CAPITULO OCHO

Definicién 23.1: Una CD*—expresién es toda expresioén

que verifica lo siguiente:

1. £ es una CD*—expresién.

2. Si a es una sentencia e i es un indice

cualquiera entonces ®/i es una CD*—expresién.

3. Si a/i es una CD*—expresién entonces:
a)d —a/i (1lamada hipétesis) es una
CD*-expresién;
b) —a/i, |a/i y |«/i (llamadas expresiones
canceladas) son CD*-expresiones;
c) —a— (llamada expresién tachada) es una
CD*—expresidn.

4. Nada méds es una CD*—expresién.

L. * . .
Definicién 23.2: Una CD -secuencia I es una secuencia

x .
de CD -expresiones.

Definicién 23.3: Una CD*—expresién «/i o bien dos

CD*—expresiones consecutivas «/i y B/j que ocurren en una
dada CD*-secuencia I de CD*-expresiones provienen en I de
una dada CD*—expresidn ¥/h€X anterior (o de un par de
CD*—expresiones 3/n,C/h€X anteriores) sii se verifica que:

a) /i es 4 y ya ¥/h es ~(a=a)/i o —-(a=a)/i ya 8/nh y

C/h son 6/i y °6/i o —&/i y -86/i, respectivamente.
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b) a/i es 86/i y ¥/h es °18/i o —8/i;

c) «/i y B/ji son respectivamente 6/i y n/i y ¥/h es
(A /i 0o — (6AM) /i

d) «/i y B/j son respectivamente -6/i y -n/i y ¥y/h es
A (dvn)/i o — A (dvN)/i;

e) «/i y B/j son respectivamente &/i y =n/i y ¥/h es
-n(8->n)/1 o —(&dM/i;

£) /i es —O&/i y y/h es (dvn)/i o — (dvm) /iy

g) a/i es —a8/i y ¥/h es (0AN)/i o —(éAM)/i o
(M /i o — (SN /i

h) «/i es 8/i, donde i es el menor indice que no ocurre
en ninguna CD*-expresién de la CD*-secuencia £ anterior
a «/i, y ¥/h es 08/h 0 — 0/n;

i) o/i es -6/i, donde i es el menor indice que no
ocurre en ninguna CD*—expresién de la CD'-secuencia I
anterior a a/i, y ¥/h es "08/h 0 — -08/n;

j) o/i es 6/i, donde i es un indice que ocurre en
alguna CD*—expresién de la CD"-secuencia £ anterior a
a/i, y ¥/h es 06/h 0o —0O8/n;

k) a/i es -6/i, donde i es un indice que ocurre en
alguna CD*—expresidn de la CD*—secuencia YL anterior a
x/i, vy ¥/h es °08/h 0 — 08/n;

1) /i es 8(a)/i, donde a es el primer pardmetro que no

. X . *x .
ocurre en ninguna CD -expresién de la CD -secuencia X
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anterior a «/i, y ¥y/h es Vxd(x)/i o —Vxd(x)/i;

m) «/i es -6(a)/i, donde a es el primer pardmetro que
no ocurre en ninguna CD*—expresidn de la CD"-secuencia
Y anterior a «/i, y ¥/h es Ax8(x)/i o —AxE(x)/i;

n) «/i es d(a)/i, donde a es un pardmetro que ocurre en
alguna CD*—expresidn de la CD*-secuencia Z anterior a
/i (o el primer paradmetro si con anterioridad a «/i no
ocurre ningin parametro en ), y 7¥/h es Axd(x)/i o
—Axb(x)/i;

i) /i es -6(a)/i, donde donde a es un parametro que
ocurre en alguna CD*—expresién de la (Hf—secuencia X
anterior a o/t (o el primer parédmetro si con
anterioridad a «/i no ocurre ningdn parédmetro en L), y

¥/h es "Vx8(x)/i o —Vxd(x)/i.

Definicidén 23.4: Si ¥ es una CD*—secuencia cualquiera,

I' es una CD*-secuencia de CD*—expresiones consecutivas
<—8B/i, |%1/i,... |%/x, |4 > tal que IcZ y a/h es una
CD*—expresién, se dice que a/h proviene de la secuencia I en
L sii a/h ocurre en I inmediatamente después de la ivltima
expresién de ' y —B/i proviene en £ de (Bva)/i o PB/i es
-8/i y —PB/i proviene de (&a)/i o de - (8A¥)/i, siendo ® en

este caso la férmula Y.
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Definicién 23.5: Una CD*—expresién «/i€L estd usada sii

con posterioridad a ella ocurren en PN todas las

x . .
CD -expresiones que provienen de a/i en I,

Definicién 23.6: Una CD*-secuencia rex de

CD*-expresiones consecutivas canceladas tales que la primera
es una hipé6tesis y la dGltima es la férmula £ estd usada en X
gii la CD*—expresién ¥/i que proviene de I' ocurre en I
inmediatamente después de la Ultima de las CD*—expresiones

de T,

Definicién 23.7: Una CD*-secuencia de una sentencia «

(abreviadamente Za) es cualquiera de las mas pequefias
secuencias de CD*—expresiones que verifican:

1. La primera CD*—expresién de Ix es o/1.

2. a) Si en Zx ocurre un par de CD*—expresiones del

tipo B/i y nB8/i o bien una CD*—expresién de la forma
=(aza)/i no previamente canceladas ni tachadas
entonces 4 ocurre en Zx inmediatamente después.
b) Si 4 ocurre en Zx y anteriormente a ella no
ocurre ninguna hipétesis no previamente cancelada
entonces 4 es la uGltima CD*—expresién de Zo y sélo
en ese caso se dice que Xo es cerrada.

¢) Si 4 ocurre en Ix posteriormente a una hipdtesis
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no previamente cancelada, todas las CD*—expresiones
de la subsecuencia que comienza con la hipétesis no
cancelada anterior a 4 y termina con 4 estédn
canceladas, ambas inclusive.
d) Si (a=b)/i'®** ocurre no previamente cancelada ni
tachada en ¥x, siendo b y a pardmetros diferentes de
modo que b aparece en Xx con posterioridad al
parédmetro a, entonces:
i) todas las CD*—expresiones B(b)/i€Za no
previamente canceladas ni tachadas anteriores
a (a=b)/i estdn tachadas;
ii) por cada CD*—expresién de la forma
B(b)/i€Za que esté tachada ocurre después de
(a=b)/i la CD*—expresidn Bca)/i.
e) Si Zx no estd cerrada entonces toda CD*—expresién
de Zo¢ que no estd cancelada o tachada estad usada y
toda secuencia de CD*—expresiones consecutivas

canceladas en Xx estid usada.

Definicién 23.8: Una CD*-demostracién de « en el

sistema S ( ;a ) es la CD"-secuencia Zna que es cerrada.

134 0 pien (b=a)/i.
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Definicién 23.9: Una CD*-deduccidn de @« en el sistema

modal S a partir del conjunto de férmulas T ( r ;a ) es una
demostracién CD" en el sistema S de - (yA~a), donde ¥ es la
conjuncién de algin subconjunto finito (propio o impropio)

de férmulas del conjunto T.

Definicién 23.10: El cédlculo CD* es el conjunto de las

. X .
sentencias « tales que la CD -secuencia de -na es cerrada.

El cadlculo CD* de 16gica modal de predicados de primer

orden puede presentarse también brevemente a través de los

esquemas correspondientes a sus reglas de inferencia: 3%

135 5i gse prescinde de los indices y de las reglas propias de
los operadores de modalidad, el cédlculo CD* es equipotente
con un cédlculo deductivo natural tipo GENTZEN de 16gica de
primer orden, lo que se puede demostrar derivando todas las
reglas de CD* en CD y viceversa.
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a) Reglas de eliminacién del negador:

~(Bvd)/i ~(BAS) /1 138 2(B28)/i il 74 0
~B/i — =B/i B/i B/i
A6/ : ~8/i
A
-18/1
AVxB(x) /i Donde ax,...an son todos los paré-
“B(ax)/i metros aparecidos en la CD*-secuencia
. en CD*-expresiones no tachadas asocia-
: . das a un indice cualquiera j tal que
"Blan)/i j;i (o uno nuevo en su defecto).
SAxB(x) /i Donde an es un pardmetro no apare-
“B(an)/i cido anteriormente en la CD*-secuencia.
~08/ 1 Donde j es un indice no aparecido ante-
SB73 riormente en la CD*¥-secuencia. En este caso
se dice que Iyj en dicha CD*-secuencia.
~08/i _ Donde j,...k son todos los indices
B/ que aparecen en la CD*-secuencia aso-
. ciados a cualesquiera CD*-expresiones
ﬂB}k no canceladas tales que igj,... igk.

136 ggte esquema no puede ser considerado é1 mismo como una
regla de inferencia, sino como la abreviatura de dos reglas
de inferencia diferentes:

D(BAS) /i ~(BAS) /i

—p/i '1?/1
I_—__l,_.,__

~6/1
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b) Reglas de eliminacién de los signos conectivos ld6gicos:

(dvp) /1 137 (8AB) /i (5»B)/i 138
0/i 6/i ~d/i
: B/i :
4 A
B/i B/i

c) Reglas de eliminacién de los operadores l1égicos:

AxB(x)/i Donde ak,...an son todos los para-

Blax)/i metros aparecidos en la CD*-secuencia

. en CD*-expresiones no tachadas asocia-
ﬁ(én)/i das a un ifndice cualquiera j tal que

jgi (o uno nuevo en su defecto).

137 Como en el caso anterior, este esquema no puede ser
considerado é1 mismo como una regla de inferencia, sino como
la abreviatura de dos reglas de inferencia diferentes:

(Bvé) /i (Bvéd)/i
— B/ B/i
L
8/

138 Tampoco este esquema puede ser considerado é1 mismo como
una regla de inferencia, sino como la abreviatura de dos
reglas de inferencia diferentes:

_(B28)/i (B>6)/1i
—ap/i aB/i
A
&/i
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VB(x)/i Donde an es un pardmetro no apare-
B(an)/i cido anteriormente en la CD*¥-secuencia.

Donde j es un indice no aparecido ante-

—Qg§%~ riormente en la CD*—secuencia. En este caso
se dice que igj en dicha CD"-secuencia.
0p/i Donde j,...k son todos los indices
B/i que aparecen en la CD*-secuencia aso-
. ciados a cualesquiera CD*—expresiones
ﬁ}k no canceladas tales que jgj,... igk.

d) Regla de sustitucién de la identidad:

é?;g;;i ‘ Donde 81,... 8, son todas lgs

. férmulas que aparecen en la CD" -

. secuencia en las cuales se da la

Sa(b)/i constante individual b, apareci-
da después de a.

d1(a)/i

Snla)/i

e) Reglas de introduccién de 4£:

B/i
~(a=a)/i _DB/i
A

§24. Correccién y completitud.

El célculo CD* es un cédlculo normalizado, ya que toda
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demostracién en CD* -y toda deduccidén en consecuencia, como
se aprecia por las definiciones 23.8 y 23.9- estd ya en
forma normal de suyo; esto es, solamente hay una posible
secuencia CD* construida a partir de una férmula «
cualquiera. En realidad, las reglas de cD” estédn
emparentadas con las reglas de formacién del arbol
semdntico, estando 4 por el aspa que en el &4rbol simboliza
el cierre de una secuencia. De este modo, una CD*-secuencia
puede considerarse como una construccién a partir de un
Arbol semadntico, estableciendo una serie de CD*-expresiones
mediante la unién de las series de las diferentes subramas
que lo componen. Cuando se llega a la fdérmula £ se cancelan
todas las férmulas de la subrama y se coloca en la serie la
primera de la siguiente subrama. Si todas las ramas estédn
canceladas al final entonces se ha construido una

demostracién de la negacidén de la férmula original.

Sea, por ejemplo, la CD*-demostracién ;D(ﬂaea)eﬂa:
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~[0(ro3a)>0ax]/1
D(~osa) /1
=Da/1

Q-0a/1

aa/2

(no>a) /1
(qada)/2

© N D W -

/2

0

a2
A
a/z
4

e N
N o= O

El siguiente es otro ejemplo, esta vez en lé6gica de
predicados de primer orden. Sea la CD*—demostracién

;DAxa(x)9Axﬂa(x):

~[OAxa(x)>Ax0a(x)1/1
OAxa(x)/1

AAxOa(x) /1
Vx0-a(x)/1

O-a(a)/1

~a(a)/2

. Axa(x)/1

Axa(x)/2

x(a)/2

4

O W 00 N O g B W N =

P

En cambio, la CD*—secuencia correspondiente a :[FB] no
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es cerrada por las mismas causas que #t»[FB] no se cerraba

tampoco:

~[AxDa(x)>0Axa(x)1/1
AxDa(x)/1

A0Axa(x)/1
OVx~a(x)/1
Vx-a(x)/2

~x(a)/2

Da(b) /1

a(b)/2

N O W NN -

Todas las CD"-expresiones de E-[FB] han sido usadas sin
que aparezca 4. Por tanto, la CD*-secuencia anterior es una

prueba contra la demostrabibilidad de [FB] en el sistema T.

Una de las virtudes de este cdlculo CD* es la facilidad
que concede a la hora de obtener determinados resultados
metatedricos como en el caso de las pruebas de correccién y

de completitud.

. * ,
Teorema 24.1: dsoe es cerrado sii hay una CD -secuencia

2o que es cerrada.
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Demostracién: Es evidente por la misma definicidén del
cdlculo CD* (definicién 23.10) y de CD*-secuencia de una
sentencia (definicidén 23.7), asi como por la definicién de

cierre de un adrbol semédntico (definicién 8.6).

Del teorema anterior se sigue el siguiente corolario
por la definicién 23.8:

orolario: #dsa cerrado sii ;ﬂa.

Mediante este corolario y el teorema fundamental de los
drboles semdnticos se obtiene fdcilmente la demostracién del

siguiente teorema:

Teorema 24.2: ;« sii ga.

Demgstracidn: Por el corolario del teorema 24.1 se
tiene que ga sii #ds~o es cerrado. A la vez, por el corolario
1 del teorema 9.2 se sabe que #dsa es cerrado sii Za. Luego

Fe sii Fa. Q.E.D.
s s

De este modo, mediante una prueba basada en el teorema

fundamental de los &rboles semdnticos, mucho mds econdémica
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que las pruebas tipo HENKIN, se logra demostrar la
correccién y la completitud de 1los diferentes sistemas

normales de 16gica modal estudiados.
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