CAPITULO CUATRO:
UN PROCEDIMIENTO SEMANTICO DE DECISION.

§8. Arboles semanticos para la 1é6gica modal alética de

proposiciones.

En este capitulo me propongo establecer un
procedimiento semAntico de decisién para los  sistemas
normales de 16gica modal de proposiciones. El procedimiento
se basa directamente en la semdntica de los mundos posibles,

por una parte, y el método de tablas o Arboles semdnticos de

E.W. BETH y RAYMOND SMULLYAN, por otra.®?

1 ¢fr. E.W. BETH: “Semantic Entailment and Formal
Derivability" en J. HINTIKKA (ed.): The Philosophy of
Mathematics, pp.: 9-41, y RAYMOND SMULLYAN: First-Order

Logic, respectivamente. M. FITTING ha aplicado también el
método de tablas semdnticas a la 16gica modal en su libro
Proor Methods for Modal and Intuitionistic Logics, con
notables resultados de los que también me considero deudor.
Tampoco puedo, ni debo, olvidar aquf el magisterio del
profesor EMILIO D1aAz ESTEVEZ ni su traba jo inédito
"Reducciones finitas de 4rboles semAnticos infinitos", al
cual también debo 1o esencial del procedimiento aquf
expuesto.
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Definicidén 8.1: Un a4rbol semdntico es una secuencia de

secuencias de expresiones del tipo B/n, donde 8 es una
férmula del lenguaje v n es un indice numérico (siendo n>0),
tal que se constituye a partir de una primera expresién «/1
segin las reglas de construccién que se establecerédn
debidamente. En rigor llamaré a esta secuencia de secuencias
de expresiones que tiene a a«/1 como primera de todas ellas

drbol S de a, o esquemdticamente dsa.sz

Definicién 8.2: Una férmula cualquiera 8 estd asociada

a un indice i en la secuencia ¥ de dsx sii en ¥ aparece la

expresioén 8/i.

Las reglas de formacién del 4rbol semdntico que van a

ser establecidas a continuacién son una aplicacién formal

62 Opto por tratar los indices que acompafian a las fdérmulas
en el drbol como parte del metalenguaje y no del lenguaje
objeto. Ambas opciones estdn presentes en la literatura
sobre Arboles modales. La primera, por ejemplo, se encuentra
en COPELAND, B.J.: "Tense Trees: A Tree System for Ki:". La
segunda, en cambio, puede encontrarse en FITTING, M.:
"Tableau Methods of Proof for Modal Logics” y en DAVIDSON,
JACKSON & PARGETTER: "Modal Trees for T and S5". Considero
que el tratamiento de los indices como parte del
metalengua je es mds elegante, ademds de reforzar el cardcter
semdntico de los adrboles modales.
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del concepto de conjunto modelo para el andlisis semantico
de una férmula modal. En sintesis, pueden describirse como
la traslacidén al procedimiento de las tablas semdnticas del
conjunto de condiciones ®8, En este sentido, es posible
concebir el Arbol semdntico como una secuencia de enunciados
metalingiliisticos acerca de un conjunto Q de conjuntos
modelos que puede mostrarse efectivamente por el solo
agrupamiento, seguin corresponda, de todas las férmulas que
aparecen en el adrbol en el conjunto modelo que determine el

indice al que cada fdrmula esta asociada,63

siendo asi que a
partir de #dsx es posible obtener en tal caso un S-modelo que

satisfaga a «.

Definicién 8.3: Una expresién de dso estd debidamente
marcada o, simplemente, marcada sii aparece junto a ella uno
de los siguientes signos: <>, <V>, <A>, <3>, 0 Uno O MmAS

indices numéricos -o bien uno o mds parédmeiros—- entre <>.

Una de estas marcas junto a una expresién significa que

va ha sido aplicada a la misma alguna de las reglas de

63 Ccon 1a salvedad de aquellos drboles que resulten cerrados,
pues en ellos no podrédn interpretarse los iIndices como
conjuntos modelos stricto sensu, como se verd mids adelante.
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formacion del drbol semdntico, encabezadas por las
siguientes:
(R.v): Si la primera expresién no marcada de Ycdga es de

la forma (Bvy)/i entonces se obtienen dos
secuencias diferentes ¥1 y ¥2 tales que S1=¥+8/i y
P2=%+y/1 y se marca la expresién con el signo <v>,

(R.A): Si la primera expresién no marcada de Ycdsa es de
la forma (BAY)/i entonces se afiaden a la secuencia
¥ tanto la expresién B/i como la expresién ¥/t y
se marca con el signo <A»>,

(R.»): Si la primera expresién no marcada de Ycdsa es de
la forma (B3Y)/i entonces se obtienen dos
secuencias diferentes 1 y ¥2 tales que F1=F+-8/i
y Y2=¥+3/i+ y se marca la expresién con el signo

<>,

Como se adelantara, es fédcil observar la correspon-
dencia directa que hay entre estas tres reglas y las
condiciones (C.v), (C.A) y (C.®»), respectivamente. Con el
objeto de afiadir nuevas reglas de formacién del A4rbol
semdntico se pueden establecer nuevas condiciones; por

ejemplo, a partir de las anteriores y la condicidén (C.=):
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(C.m=): Si ~na€y entonces o€u.

(C.av): Si ~(avB)ep entonces =-a€u y =peu,
(C.mA): Si = (aAaB)eEu entonces -~aep 6 -Peu.
(C.~2): Si ~(B)eu entonces aeu y =feu,
(C.m0): Si ~0aep entonces O-aey.

(c.-0): Si -Oxep entonces O-aeu.

Estas nuevas condiciones son fédcilmente derivables
apelando a las anotadas en el capiftulo anterior. Derivo,
como ejemplo, (C.=A). Supdéngase que -(aAB)€u; entonces por
(C.m) no se da el caso que (aAB)eu. Luego por (C.A) no es el
caso que o€y y Peu; esto es: o bien no es el caso que aEN o
bien no lo es que PBeu (o ambos), y apelando nuevamente a
(C.mn) 8se obtiene que =aep 6 =Peu. (C.20) y (C.-D0) se

fundamentan intuitivamente.

De estas seis condiciones se siguen las reglas

correspondientes:

(R.2): Si la primera expresién no marcada de JYcdsax es de
la forma --B/i entonces se aflade a la secuencia ¥
la expresién B/i y se marca con el signo
<>,

(R.AVv): Si la primera expresién no marcada de Ycdsx es de
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(R.

(R.

(R.

(R.

AaA)

)

-~0):

-0):

Se

la forma ~(Bvy)/i entonces se affaden a la
secuencia ¥ tanto 1a expresién -B/i como la
expresién ny/i y se marca con el signo <>,

Si la primera expresién no marcada de Ycdsa es de
la forma =(PAY)/i entonces se obtienen dos
secuencias diferentes 1 y ¥2 tales que S1=F+-B/i
y ¥2=%+7/1i y se marca con el signo <->.

Si la primera expresién no marcada de Ycdsax es de
la forma ~(B»y)/i entonces se affaden a la
secuencia ¥ las expresiones B/i y =Yy/i y se marca
con el signo <»>.

Si la primera expresién no convenientemente
marcada de Ycdsx es de la forma -0B/i entonces se
affade a la secuencia ¥ la expresién O-B/i y se
marca con el signo <>,

Si la primera expresién no convenientemente
marcada de Ycdsax es de la forma -[0B/i entonces se
aflade a la secuencia ¥ la expresién 0-B/i y se

marca con el signo <>,

puede prever que a estas nueve reglas de

construccién del 4rbol semdntico haya que afiadir las

correspondientes a las condiciones propias de la

cuantificacién y de los operadores modales aléticos. Las
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primeras se verdn en el capitulo siguiente puesto que, como
queda dicho ya, la cuantificacién en 1los contextos no
puramente referenciales, que es el caso de los contextos
modales, supone problemas especificos que han de tratarse a
su vez especificamente. Por otra parte, las condiciones
(c.0) y (c.0) dardn lugar a tantas reglas de formacién
cuantas definiciones de la relacién de alternatividad haya
que manejar en relacién con el S-modelo segin el que se
evalie la férmula que da lugar al 4rbol. La regla
correspondiente a (C.0) es comin a todos los S-modelos de

los sistemas normales de 16gica modal:

(R.O): Si la primera expresién de Schsa no
convenientemente marcada es de 1la forma 08/
entonces se afiade a la secuencia ¥ 1a expresidn
B/3j, donde j es el menor indice mayor que I no
aparecido hasta el momento en la secuencia, y se

marca con <j>.
Las reglas correspondientes a (C.0), en cambio,
difieren en funcién del S-modelo elegido para revisar la

férmula.

Definicidén 8.4: Se dice que un indice j es relevante
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para otro indice i en la secuencia ¥ de #dsax (abreviadamente,
i~j) sii el indice j aparece en ¥ al marcar una férmula del

tipo 0B asociada al indice 1i.

La nocién de relevancia entre indices también podria
denominarse de K-relevancia (lo que podria escribirse i§j,
para dos indices cualesquiera i y J), por lo que cabe
definir las nociones oportunas de relevancia para cada

sistema normal T, B, S4 y S5:64

Definicién 8.5: a) Vi, jes i?j sii i~j 6 i=j.

b) Vi,je? ixj sii i~j 6 j~i.

c) Vi, jey i§4j gii i~j 6 3Ike¥ ji~k~j.

64 la nocién de relevancia entre indices en el &rbol
semdntico estd evidentemente emparentada con la relacién de
alternatividad definida entre los miembros de una clase
modelo. Las definiciones de T-relevancia, B-relevancia,
etcétera son la forma de trasladar a los 4drboles 1o que se
dijo en el capitulo anterior sobre la relacién de
alternatividad y sus propiedades en los diversos sistemas
modelos. En este sentido, cabe destacar la definicidn de
S5-relevancia que no recoge ninguna restriccién especial
relacionada con la definicién de relevancia entre indices,
puesto que la relacién de alternatividad en S5 es una
relacién de equivalencia: todos los indices que aparecen en
la secuencia ¥ son relevantes los unos para los otros. La
definicién de D-relevancia aparece en el capitulo siete,
dedicado a la interpretacién dedéntica de los operadores de
modalidad.
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d) Vi, jet Iygd-

(Rs.0):%% Si la primera expresién no debidamente marcada en
Ycdse es de la forma OB/i entonces se afiaden a la
secuencia ¥ todas las expresiones B/j1,... B/in,
estando Jj1,... Jn por todos los 1{ndices que
aparecen en la secuencia tales que iEjk, para

i<k<n, y se marca con <ji,... Jjn>.

Es conveniente establecer un orden de aplicacién de las
reglas de formacién del a4rbol cuando en una misma secuencia
hay mads de una fdérmula no convenientemente marcada. Con este
fin, las reglas anteriores pueden ser divididas en tres

grupos diferentes:

1° Aquellas reglas que provocan la aparicién de nuevos
indices en el arbol: (R.{).
2° Aquellas reglas que provocan la bifurcacién del

drbol: (R.v), (R.») y (R.=A).

65 la ese subscrita esta por cualquiera de los sistemas
tratados K, T, etcétera. A partir de esta regla, por tanto,
podrd hablarse de las reglas (Rx.0), (RT.0) y ast
sucesivamente.
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3° El resto de las reglas de formacién del A4rbol

semdntico.

Dados una secuencia abierta ¥ncdsx y un conjunto de
expresiones no convenientemente marcadas I'c?,, las reglas de
formacién del 4rbol deben aplicarse a I' en orden de
prioridad inverso al establecido en su divisién por grupos

anterior.

Definicién 8.6: Se dice que una secuencia ¥, es cerrada
sii aparecen en ella dos expresiones de la forma B/i y -B/i,
donde la férmula B es atémica, esto es: no ocurre en ella
ninguno de los signos A, v, 2, ni operadores légicos y, por
tanto, no se le puede aplicar ya ninguna de las reglas de
construccién. El cierre de wuna secuencia se simboliza
mediante un aspa al final de la misma. Cuando todas las

secuencias de un &4rbol son cerradas se dice que el A&rbol

mismo es cerrado.

Evidentemente, cuando una secuencia ¥ es cerrada, el
indice i al que aparecen asociadas las férmulas B y =8 no
puede ser interpretado como un conjunto modelo, puesto que
por la definicién 6.2 si Peu; entonces =-f¢u;. Luego en una

secuencia tal los indices no representan conjuntos modelos,
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debiendo ser interpretada 1la secuencia como un intento
fallido por construir un S-modelo que satisfaga la férmuia

inicial.

§9. El teorema fundamental de los drboles semdnticos.

Definicién 9.1: Se dice que una expresién B/i
perteneciente a una secuencia ¥ depende de cualquier otra
expresiéon o/j aparecida en la secuencia 8i B/i es a/j o
aparece en ¥ por la aplicacién de una de las reglas de
formacién del Adrbol sobre una expresién y/he¥ que dependa de

ofj.

Teorema 9.1: Si o es S-satisfactible entonces hay al

menos una secuencia Incdsa tal que si, para un Indice
cualquiera i y una formula cualquiera B, PB/i€¥n depende de

o«/1 entonces B es también S-satisfactible.

Demostracidén: El teorema se demuestra por induccién
sobre el numero de aplicaciones de las reglas de formacidén
del A4rbol. Sea m dicho niimero y m=0. Entonces ¥n={a/1} y por
hipétesis x es S-satisfactible. Quede demostrado el teorema

para cualquier m>0 y demuéstrese ahora que también vale para

85



CAPITULO CUATRO

m+1l. La m+i-ésima aplicaciéon de las reglas de formacidén del

4rbol puede ser de una de las siguientes:
¢ (R.A) sobre una expresién del tipo (ya8)/i. Luego se
obtienen en la secuencia ¥n las expresiones ¥/i y &/i.
Como (yA8) es S-satisfactible por la hipétesis de 1la
induccién hay un Ui que es consistente, pues ha de
cumplir la condicién (C.a), tal que (YAd)eu;, vyeu; vy
deui; y por las definiciones 6.2 (de conjunto modelo) y
6.5 (de S-satisfactibilidad), 7y y & han de ser ambas
S-satisfactibles.
¢ (R.v) sobre una expresién de la forma (yvd)/i. Luego
se obtienen dos secuencias diferentes a partir de ¥n
tales que la primera es Ih+y/i y la segunda es Fn+6/i.
Por hipétesis.de la induccién (yvd) es S-satisfactible,
lo que significa que hay un conjunto modelo H; tal que
o bien yeu; o bien 6€u;j; de modo que por la definicién
6.2 (de conjunto modelo) y 1la definicién 6.5 (de
S-satisfactibilidad) al menos una de ambas férmulas ¥ o
8 es S-satisfactible.
¢ (R.») sobre una expresién de la forma (y98)/i. Luego
se obtienen dos secuencias diferentes a partir de ¥n
tales que la primera es Sh+Y/i y la segunda es In+6/i.
Por hipétesis de la induccién (¥98) es S-satisfactible,

de donde se sigue que hay un conjunto modelo Ui tal que
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o bien =Y€u; o bien d€uj; de modo que nuevamente por la
definicién 6.2 (de conjunto modelo) y la definicién 6.5
(de S-satisfactibilidad) al menos una de ambas férmulas
Y 0 & es S-satisfactible.®®

o (R.O sobre‘una expresién del tipo 08/i. Luego se
obtiene &/j, siendo j un indice nuevo tal que jgj. Hay,
por tanto, un p; y un u; tales que Odeu; y deuy y
MiRu;, y por tanto, por las definiciones 6.2 y 6.5, &
es S-satisfactible.

¢ (Rs.O) sobre una expresién de la forma 08/i. Luego se

obtiene la secuencia <a/1,... 08/i, &/j1,... 6/in>,
donde J1,... Jn€fn ¥y i§j1,... 1§jn. Hay, por lo tanto,
unos Hi, HMj1,... HMHjn tales que Doeu;, Oepjy,... O€ujn,
con MiRuja1,... MUiRUjn ¥y nuevamente por las definiciones

6.2 y 6.5, & es S-satisfactible.®”’

Definicién 9.2: Se llama secuencia asociada J; a la

secuencia ¥ncdsx a la n-tupla ordenada <¥o, ¥Fi1,... Fn> tal

que ¥o es el conjunto de todas las férmulas elementales de

66 1a prueba para (R.mA), (R.nv), (R.=®»), etcétera se

desarrolla en términos idénticos.

57 La prueba para (R.~0) y (R.-0) se desarrolla de la misma
forma.
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¥n (es decir, las férmulas atémicas y atémicas negadas que
aparecen en ) vy ¥Fa, con O<msn, el mAs pequefio conjunto de
férmulas de ¥, tal que:
1. a) 86/i€F, sii 6/1€Fy_1.
b) ~(8AN)/i€Fy 8ii 18/1€Fy_1 6 N/i€Fy_1.
¢c) ~(évn)/i€F, sii una de las dos fdérmulas -86/i
6 ~n/i pertenece a Fu-1 ¥ la otra pertenece a
¥; con jsm-1.
d) = (&n)/i€¥F, sii una de las dos férmulas &/i
6 -n/i pertenece a ¥un-1 y la otra pertenece a
F; con jsm-1.
e) ~08/ieF, sii 0~6/i€Fu-1.
£) ~08/i€Fy sii 0-6/1€Fq_q.
g) Ax8(x)EFy 8ii Vx6(x)€Fp-1.
h) “Vx6(x)€Fm sii Ax8(x)€Fn_1.
2. dvn/i€F, sii 8/i1€Fp.1 6 N/i€Fy_1.
3. 6An/i€¥, sii una de las férmulas &8/i 6 n/i
pertenece a ¥y-1 y la otra pertenece a 55- con
Jsm-1.
4. n/ic€F, 8ii 6/i€Fq-1 6 N/ i€Fu-1.
5. 06/i€¥y sii, siendo <j,k,...n> la secuencia de
todos los ifndices que aparecen en 3, tales que
igd, ivk,... iyn, 8/ 3€Fn-1, 8/k€Fp-1,...

S
8/ n€Fy.1.
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6. 06/i€¥, sii hay un indice je€¥, tal que izj vy
6/ 1€Fn-1.

7. Ax6(x)/i€¥, sii, siendo <ax,...an> la secuencia
de todos los pardmetros que aparecen en $n en
cualesquiera fdérmulas asociadas a cualquier
fndice J tal que j;i, SCax)/i€¥Fm-1,...
5(an)€F¥u-1.

8. Vx86(x)/i€¥, sii aparece un pardmetro ax en la

secuencia ¥ tal que 6(ax)/i€Fn-1.

Lema 9.1: Para toda fdrmula o y toda secuencia In no
cerrada de dgx, hay un S-modelo que S-satisface simul-

tdneamente a todas las férmulas de $n.

Demostracién: Este 1lema se demuestra por induccidén
sobre el subindice de los conjuntos de la secuencia asociada
a In. Se crea un S-modelo tal que para todas las fdérmulas
pertenecientes a la secuencia asociada ¥po a la secuencia %n,
si «/i€¥Fp entonces a€y;, siendo Q={p1,... Unl, donde m
representa al numero de indices que aparecen en ¥n y 15i<m,
observando la relacién de alternatividad las cl4dusulas
propias del S-modelo en cuestién. Efectivamente, por la

definicién 6.2 de conjunto modelo, un S-modelo como el

anterior hace S-satisfactibles a todas las férmulas
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elementales de ¥o puesto que no se viola en ningdn caso la
condicién (C.n), lo que es obvio ya que la secuencia no es
cerrada. Supéngase ahora que el lema es vdlido para todas
las férmulas pertenecientes a ¥,. Se demuestra entonces que
también lo es para todas las férmulas pertenecientes a Fns1
indagando todos 1los casos posibles. Sea B una férmula
cualquiera tal que B/i€Fn.1:

1. a) Sea B:778. Por hipétesis -8/i€¥Fn,1 y por la
definicién 9.8(1a) &8/i1€¥,. Como por hipétesis de la
induccién & es S-satisfactible es que hay un
S-modelo <Q,R,D,>> y un conjunto modelo K;€Q tal que
deu; (definicién 6.5). Si B no fuera S-satisfactible
entonces, por la definicién 6.4, para todo Ui€Q, no
ui>~-8, de donde u;>8é y por tanto -8€u;, contra
(C.m) y la hipétesis de la induccidn.

b) Sea PB:7(8An). Por hipétesis, -(6An)/i€Fnps41. Por
la definicién 9.8(1b) =-8/i€¥, 6 -n/i€¥,. De este
modo, como por la hipétesis de la induccién toda
fédrmula indexada perteneciente a Fn es
S-satisfactible, por la definicién 6.5 hay un
S-modelo <Q,R,D,>> y un M€ tal que =6€u; 6 -ney;.
Supéngase que B no es S-satisfactible. Entonces por
la definicién 6.4 es que para todo conjunto modelo

Ui€Q, no ui>(8An), de donde uUi>6AN; entonces up>d y
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pi>n y por tanto deu; y nepi, contraviniendo (C.=).

c) Sea B:~(évn). La prueba se desarrolla como en el
caso anterior.

d) Sea B:-(5n). Como en los casos anteriores.

e) Sea B:06. Por hipétesis -06/i€Fr,1. Por la
definicién 9.8(1e) 0-8/i€¥, y, por la hipétesis de
la induccidén, ¢~ es S-satisfactible, 1o que
significa, atendiendo a la definicién 6.5, que hay
un S-modelo <Q,%,D,> y un meQ tal que O-6ey;;
luego por (C.0) en la definicién 6.2 hay un p;eQ tal
que MiRe; y -6€uj. En el supuesto de que B no fuese
S-satisfactible, por 1la definicién 6.4 para todo
Ui€Q no ui>086; de aqui se sigue que pi>08 y de aqufi
que Vu;eQ p;Ryy; ppS; y por tanto O€uy. Pero como
por hipétesis de la induccidén -d€u; se viola la
condicién (C.n) en la definicién 6.2 de conjunto
modelo.

f) Sea B:7056. Como en el caso anterior, pero
apelando a (C.0).

Sea B:dvn. Por hipétesis, Ovn/i€Fn,1. Por la
'definicién 9.8(2) se tiene que &8/i€¥, 6 n/i€¥, y por
hipétesis de la induccién o bien Ps) es
S-satisfactible o bien 1lo es 1n. Luego, por la

definicién 6.5 hay un S-modelo <«Q,R,D,>> y un ;e
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tal que Seu; 6 nNeEY;. Pero si B no fuera
S-satisfactible entonces, por 1a definicién 6.4,
para todo ui€Q, no p;>dvn; entonces > (dvn); luego
pi>éAa-n; de aqui que tanto Mi>8 como up>nN; y por
tanto =8€u; y -n€y;, contrariando (C.=~).

Sea B:6An. La demostracidén sigue el curso del caso
anterior. Hay que tener en cuenta para el paso de la
induccién que por la definicién 9.8(3) sélo una de
las dos subférmulas de B pertenecerd a ¥F,,
perteneciendo la otra a ¥x; pero k<n, por lo que el
paso de la induccidén es correcto.

Sea B:55n. Como en los casos anteriores.

Sea B:08. Por hipétesis, 06/i€¥n 1. De nuevo por la
definicién 9.8(5) se tiene que <&/j, &/k,...

k,... Ii~m. Por

&/m>€¥,, donde j,k,...m,€¥n y igj, i~ 3

s
hip6étesis de 1la induccidn, todas las férmulas
pertenecientes a ¥, son S—-satisfactibles. Luego hay
en virtud de la definicién 6.5 un S-modelo <Q,R,D,>>
Yy unos Mj,Mk,...Un€Q tales que MiRuy, MRk, ...
HiRum y  Oeuy, ey, ... S€py . Si B no fuera
S-satisfactible entonces, apelando a la definicién
6.4, para todo u;€Q, no u;>06; luego ui>D0S8, lo que
significa que u;>0n8 y por tanto que 3u;ER puiRu;

u>8, de donde se obtiene que -8euj;, contra (C.n) y
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lo establecido en la hipétesis de la induccidn.

6. Sea B:05. De aqui que 08/i€¥,,1. Por la definicién
9.8(8) de secuencia asociada &6/;€¥,, donde j es un
indice tal que Jj€¥n y 1"§j. Por hipdétesis de la’
induccién & es S-satisfactible. Luego por la
definicién 6.5 hay un S-modelo <Q,R,D,>> y un p;eQ
tal que piRu; y oe€u;. En el supuesto de que B no
fuese S-satisfactible entonces, por la definicién
6.4, para todo Hi€Q, no u8; es decir, > 908;
luego uix~8; de aqui que Vu;eQ uiRu; pp-d; y por
tanto =8€uj, violdndose una vez mads la condicién

(C.n).

Lema 9.2: Dada una fdrmula S-satisfactible cualquiera
o, hay al menos una secuencia $ncdsx tal que se puede
mostrar un S-modelo que hace a todas las fdrmulas de I

simul taneamente S-satisfactibles.

Demostracién: Este segundo lema se demuestra por
induccién sobre la longitud de una secuencia cualquiera
Fncdgor, Sea long(Fn)=1. Por tanto In=<a/1>, Como por
hipétesis a es S-satisfactible queda demostrado el lema.
Supéngase ahora que ha sido demostrado para long(¥n)z=m y

demuéstrese para long(¥n)=m+1. Sea B/i la m+i-ésima férmula
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de la secuencia ¥n. Por hipétesis de la induccién hay un
S-modelo que S-satisface a todas las férmulas de la
secuencia Yn-B/i. Si una vez afladida a la secuencia la
GUltima férmula no hay ningdn S-modelo que satisfaga a todas
las férmulas de 1la secuencia entonces para cualquier
S-modelo se puede encontrar una férmula en la secuencia $n
que no es S-satisfactible. Esta férmula ha de ser B, lo que
va contra lo establecido por el teorema 9.1, ya que B/i
depende de «/1 por sucesivas aplicaciones de las reglas de
formacidén del Arbol y debe haber alguna secuencia en la que
B sea S-satisfactible. Por tanto, debe haber un S-modelo que
satisfaga a todas las férmulas de la secuencia Fp=<a/1,...

B/i>.

El siguiente teorema es una prueba mediata de

correccién y completitud. Lo llamo teorema fundamental de

los drboles semadnticos.®®

68 Tanto el nombre como el teorema mismo los debo a Diaz
EsTEVEZ, E.: "Reducciones finitas de 4rboles semaAnticos
infinitos". Mds adelante, en el capitulo ocho, se utilizara
este teorema para demostrar la completitud de los sistemas
normales de lé6gica modal proposicional. Es en este sentido
que lo considero una prueba mediala.

94



CAPITULO CUATRO

Teorema 9.2: dsa es cerrado sii o no es

S-satisfactible.

Demostiracidén: Este teorema se demuestra en dos partes:

12 Si o fuese S-satisfactible entonces por el lema
9.2 habria una secuencia ncdsax cuyas férmulas serfian
simul tdneamente S-satisfactibles. Pero s8si J¥n fuese
cerrada serfia, por definicién de <cierre, porque
aparecieran en la secuencia una fdérmula atémica y su
negacién, por lo que las férmulas de ¥n no serian
simultdneamente S-satisfactibles. De donde si ¥n es
cerrada entonces o no es S-satisfactible.

28 Si dsx no es cerrado es porque hay una
secuencia Y, abierta. Por el lema 9.1 si ¥» es abierta
entonces es posible mostrar un S—-modelo que S-satisface
a todas las férmulas de ¥,. Luego a es S-satisfactible.
Y por contraposicién s8i a no es S-satisfactible

entonces #dsax es cerrado.

5

rolario 1: o« es S-vdlida (za) sii dsna es cerrado.

Corolario 2: o es consecuencia ld6gica de un conjunto no

vacfo de fdérmulas T en el sistema S (Fga) sii hay una

férmula y qQue es la formula que se consigue al conjuntar
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mediante el signo A todas las fdrmulas de un subconjunto

finito I''cl' tal que ds~(y>x) es cerrado.

§10. El procedimiento de los drboles semdnticos aplicado a

los sistemas normales de l16gica modal prdposicional.

En virtud del corolario 1 del teorema 9.2 queda claro
que puede utilizarse el procedimiento de los 4rboles
semdnticos como una prueba semdntica de S-validez
simplemente construyendo el 4rbol de 1la negacidn de la
férmula que se quiere demostrar S-vdlida y comprobando que
cada una de las secuencias que lo constituyen es cerrada.
Siguiendo esta linea se puede fdcilmente mostrar que los
diferentes S-modelos aqui tratados son 1los equivalentes
semdnticos de los sistemas axiomdticos normales de 1dégica
modal; es decir: que toda férmula demostrable en un sistema
dado S es S-vdlida. Las siguientes son las pruebas de
T-validez de los dos axiomas que caraterizan al sistema T de

Feys:%°

69 cfr. FEYs, R.: Modal Logics, p.: 123. Los D-modelos serén
tratados en un capitulo aparte por su interés para la teoria
de las normas.
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[T] Ooa

A (o) /1 <>
Dax/1 <1>
o/ 1
a/1

X

[T] o axioma de la necesidad es, consecuentemente al
drbol desarrollado arriba y a lo expuesto, T-vdlido, ya que
la Unica secuencia del &arbol es cerrada, lo que significa

que la férmula -(Oodax) no tiene ningin T-modelo que la

satisfaga.’®

[K] OCa>B)-> (0c=>08)

~(OCB)>(De=>0B8)) /1 <>
OCa=B)/1 <1,2>
~(O>0B) /1 <>
(o2B)/1 <>>
Ox/1 <1,2>
-08/1 <>

70 E1 axioma de la necesidad no sélo es T-vdlido, sino
también B-vdlido, S4-vdlido y S5-vdlido, como se puede
comprobar c¢on facilidad. La verdad es que toda fdérmula
T-vdlida es B-vdlida o S4-vdlida y toda férmula B-vdlida o
S4-vdlida es S5-vAlida, a su vez, sin que se dé tal relacién
en el sentido contrario. De los sistemas normales de lé6gica
modal, S5 es, evidentemente, el mAs fuerte, pudiéndose
probar la inclusién del resto de los sistemas normales de
16gica modal de proposiciones en este utltimo mediante el
procedimiento de los drboles semdnticos.
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SN

=x/1 B/1
o/1 o/
0-B/1 <2>
~p/2
(B)/2 <>
o/2

N

Este segundo axioma del sistema T expuesto por FEYS es,
evidentemente, el axioma caracteristico del sistema K, el
cual, por su simplicidad, sélo es interesante en la medida
en que el resto de los sistemas denominados normales son una

extensién suya. El drbol para [K]l, aplicando (Rx.0) en lugar

de (Rr.0), seria el siguiente:

- (0¢B)>(Da>0B8)) /1 <>
O(a>»B) /1 <2>
=2 (0=0B)/1 <>
O/ <2>
~0B/1 <>
0-B/1 <2>
~p/2
(aB)/2 <>>
a/2

N
/2 B/2

X

El siguiente es el A4rbol T de la negacién del axioma

caracteristico de S4:
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[S4]1 Oc>00c

2 (0o->000) 71 <>
Oo/1 <1,2>
-000/1 <>
00~a/1 <2>
Ona/2 <3>

a0/3
a/1
o/2

El 4rbol se acaba sin que se produzca cierre alguno si
se emplea la regla (Rr.0), lo que significa que [S4] no es
T-vdlido desde el momento en que se puede establecer a
partir de la secuencia abierta un modelo que T-satisface su
negacién. Sin embargo, se puede ampliar el Arbol utilizando
la regla (Rs4.0) en lugar de (Rr.0), esto es: marcando la
segunda expresién del Arbol también con <3>, puesto que si

1~2 y 2~3 entonces, por la definicién 8.5(c¢), 1~.3, con lo

S4
que ds4~[S4] queda del siguiente modo:

2 (Bo>00x) /1 <>
Ox/1 <1,2,3>
~00x/1 <~>
00-a/1 <2>

0-~a/2 <3>
—20/3
o/1
o/f2
a/3
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Otro tanto pasa con #1~[Bl], la negacién del axioma

caracteristico del sistema B:

[B] a0

2(o=>000) /71 <>
a/1
a00a/1 <>
00~a/1 <2>
Ona/2 <2>
a0/2

dr~[B] se acaba sin cerrarse, por 1o que puede
mostrarse un modelo que T-satisface a la negacién del axioma
caracterfstico del sistema B. En realidad no sé6lo se trata
en el caso anterior de #1r~[B], sino que también es ds4n[B],
por lo que [B] no es tampoco S4-vdlida. Lo mismo ocurre si

se desarrolla #g-[S4], por lo que los sistemas S4 y B son

independientes entre si:

2 (0>000) /1 <>
Oox/1 <1>
A000/1 <>
00~a/1 <2>
Ona/2 <3>
~/3
a/1

El siguiente 4rbol, aplicando (Rg.0), 81 es una

prueba de que g[B]:
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~(e>00ax) /1 <>
a/1
S00a/1 <>
00-a/1 <2>
Ona/2 <1>
-0/ 1

X

Efectivamente, por 1la definicién 8.5(b), como

1~2

entonces 231 y la expresién 0O-a/2 se marca con <1>, dando

lugar al cierre.

La S5-validez del axioma caracteristico de S5
demuestra con el cierre de dss[S5], la negacién de

axioma caracteristico:

[S5] Qo0

2 (QoD0x) /1 <>
Qa/1 <2>
“D0a/1 <>
a/2
00-a/1 <3>
O-a/3 <1,2>
=0/ 1
/2

8se

su

Un 4rbol T (o S4 o B), en cambio, no se hubiera

cerrado:

a0 D0a) /1 <>
Qa/1 <2>
“0a/1 <>
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a/2
00~ax/1 <3>
Oua/3 <3>

/3

El sistema S5 es independiente de los demds sistemas
normales de 16gica modal de proposiciones, pero no asfi al
revés, ddandose el caso que [Kl, [T], [S4] y [B] son teoremas
de S5, lo que resulta evidente si se comprueba que todo

Arbol T, S4 vy B es a su vez un arbol S5.

8§11, El uso de los 4rboles semdnticos como tablas

semdnticas.

El procedimiento de 1los A4rboles semadnticos no sdélo
permite demostrar la S-validez de aquellas fdérmulas que son
teoremas de cualquiera de los sistemas 16gicos tratados,
sino que también es efectivo para otros menesteres tales
como obtener un modelo para las férmulas que son
S-satisfactibles o decidir si una fdérmula es consecuencia
l6gica de otra u otras en un determinado sistema. En este
tiltimo caso el procedimiento es simple s8i se apela al
corolario 2 del teorema 9.2. Sea, por ejemplo, la siguiente
demostracidn de consecuencia légica mediante el

procedimiento de los Arboles semdnticos:
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Ox, 08 E 0 (o)

[ (QxAdB)»0 (axAB)1/1 <>
(OxA0B) /1 <A>
20 (xAB) /1 <>

Oa/1 <1,2>
0B/1 <2>
O~ (aaB) /1 <1,2>
B/2
o/1
o2
S(aap)/1 <>
2(oAB) /2 <>

SN

o/ 1 =8/1

X 7N
ax/2 af/2

X X

El uso de 1los 4rboles semdnticos como tablas para
obtener modelos de‘férmulas S-satisfactibles se fundamenta
en la demostracién del lema 9.2. Se ha dicho que cuando un
drbol tiene todas sus ramas cerradas la férmula inicial no
es S-satisfactible Y, por tanto, su negaciodn es
universalmente vdlida. Pero si alguna de las secuencias que
componen el 4Arbol no se cierra entonces, merced a 1lo
establecido por el lema 9.1, puede encontrarse un modelo
efectivo que S—-satisface a la férmula inicial del siguiente
modo: a partir de una de las secuencias abiertas se adjudica

cada férmula que aparezca en la misma a un conjunto modelo
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U1, M2, etcétera, segin el indice al que 8se encuentre
asociada en el 4rbol y se marca con un 1 en la tabla (si el
signo principal de la férmula es - entonces se coloca en la
tabla la férmula sin la negacién, la cual, por la condicién
(C.mn) en la definicién 6.2, no pertenece al mismo conjunto
modelo y se marca con un 0O en la tabla); la definicién de
indices relevantes provee la relacién de alternatividad

entre conjuntos modelos.

Con estos elementos es fdcil establecer un modelo de
cualquier férmula satisfactible en cualquiera de los
sistemas normales de légica modal de proposiciones. Sea, por

ejemplo, dr0(a>B)A-(OaxvOp).

OCe2p)A-(OaxvOB) /1 <A>
OCa>B)/1 <1,2,3>
2 (OavOB) /1 <>
(a>B)/1 <>
A00/1 <>

-0B/1 <~>

~a/1 B/1

O-a/1 <2> 0-a/1 <2>

0-B/1 <3> 0-B/1 <3>

ao/2 /2

(a3B)/2 <> (aB)/2 <>

-B/3 2p/3

(a3B) /3 <>> (3B)/3 <>
aa/2 B/2 aa/2 B/2
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N N N 7N

a0/3 BSE a0/3 B/§: ~a/3 B/3 /3 p/3

De las ocho secuencias que componen este &4rbol, cuatro
son abiertas; lo que supone que 8se pueden dar cuatro
T-modelos diferentes de la férmula inicial. Basta con

confeccionar cuatro tablas de las que doy una a titulo de

ejemplo:
T a B (=38) Ox 0O O-a 048 (DavOp) 0O(ap) =
Ui o - 1 0 0 1 1 0 1 1
Uz o - 1 - - - - - - -
Us 0 O 1 - - - - - - -

Esta tabla corresponde a la primera secuencia abierta
por la izquierda en el &rbol. Se trata de un T-modelo de la
fé6rmula Z:0(0B)A-(0OxvOB) en el que Q=<ur, pz, H3> y la
relacién R posee la propiedad reflexiva, de modo que se
puede establecer el siguiente y simple grdafico que explicita
la relacién de relevancia entre indices en el Arbol, estando
¢n por el conjunto de las férmulas de la secuencia asociadas

al Iindice n:
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P2
‘Pl/
\

93

§12. Arboles semdnticos infinitos por causa de la iteraciédn

de operadores de modalidad.

Los 4rboles semdnticos son, como se ha visto,
secuencias de férmulas indexadas que se obtienen a partir de
una fdérmula inicial cualquiera. En esencia, se trata de un
procedimiento analfitico que disuelve en sus componentes
badsicos una fdérmula del lenguaje, pudiéndose prever el
desarrollo de la secuencia por la mera forma de la férmula
inicial, ya que es factible diseflar Arboles semanticos
caracteristicos de tipos diferentes de férmulas si se las
agrupa siguiendo criterios puramente estructurales. Esta
observacién, por otra parte obvia, tiene interés para el
estudio de aquellas secuencias que, en virtud de Ila
aplicacién de las reglas de formacién (R.O) y (R.9) se
desarrollan infinitamente sin que se dé un cierre efectivo
de todas sus ramas o queden todas las expresiones que las
componen debidamente marcadas; 1lo cual significa que se

puede encontrar algin tipo de férmula cuyo A4rbol ni se
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cierra ni se termina, por lo que se hace imposible decidir,
apelando al procedimiento descrito, si la férmula inicial es
S-satisfactible o no lo es, as{ como mostrar un S-modelo

efectivo en el caso de que lo fuera.

El método de 1os A4Arboles semdnticos pretende ser
decisorio. De hecho, tal y como queda expuesto, es un
procedimiento efectivo de decisién para algunos sistemas
normales de 16gica modal de proposiciones como, por ejemplo,
para el sistema modal T, pero falla por lo que respecta a
los sistemas S4 y S5, ya que para ambos cabe la posibilidad
de encontrar 4rboles modales que se desarrollan hasta el
infinito en el sentido apuntado mds arriba. Obsérvese, por

ejemplo, ds4n(00c>00x) ;7!

2 (00a>0D0x) /1 <>
Mas/1 <1,2,3,4...>
2000/1 <>
Qa/1 <2>
00~a/1 <1,2,3,4...>
o/2
Qa/2 <3>

71 Esta férmula es usada también como ejemplo por HUGHES &
CRESSWELL para ilustrar su regla de las cadenas repetidoras,
con el que el aquif expuesto, sugerido por el profesor
ALFREDO BURRIEZA, tiene un indudable débito. Cfr. HUGHES,
G.E. & CREssWELL, M.J.: Introduccidn a la 16gica modal, pp.:
98-101.
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Ona/1 <4>
0-a/2
a/3
Qa/3
0-a/3
/4
Qa/a
O0-a/4a

La existencia de secuencias infinitas en S4 y S5 se
debe a la proliferacién de indices generada por la iteracién
de operadores modales y a la particular naturaleza de la
relacién de alternatividad, que es transitiva en ambos
sistemas. En general puede mostrarse que si en una secuencia
cualquiera ¥ de un 4rbol S4 o S5 aparece una férmula tal que
uno o més operadores de posibilidad caen bajo el alcance de
uno o mas operadores de necesidad o bien ¥ es cerrada o bien

no se termina, desarrolldndose indefinidamente.

Efectivamente, las segunda y cuarta férmulas indexadas
de la secuencia anterior son del tipo descrito. De hecho, si
se observa la secuencia con detenimiento, son ellas las
responsables de que el Adrbol se prolongue hasta el infinito.

Generalizando la estructura de esta secuencia se observa el
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desarrollo normal de un adrbol S4 infinito:’?

o n‘Ok./i <j
O"'qbnoea/j <:>

En?kg/l <l,m,n,fi,...>
a 0 a/1 <1,m,n,#%,...>

ng/l <m>
o1 o/m <n>
O 0 a/m <m,n,f,...>

Okglé <fi>
m-1 ko a/n
D" 0 a/n <n,%,...>

K’
/n
Dm- ioQQ _qa/h
o/ <K,...>

Ok&/h

72 He suprimido las repeticiones de expresiones en el
siguiente esquema para evitar que se prolongue tediosamente.
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La estructura de un 4rbol S5 infinito es similar aunque
algo mds compleja puesto que todas las expresiones cuyo
signo principal sea el operador 0 han de marcarse con la

totalidad de los fndices aparecidos en la secuencia.

Lo importante aqui es apreciar que en una secuencia sin
fin de este tipo més tarde o mis temprano acaban
reproduciéndose estructuras anteriormente aparecidas. En el
caso anterior, las férmulas asociadas a los Iindices m y #
son las mismas y, por el desarrollo del 4rbol, puede
preveerse que a partir del punto donde ha quedado abandonado
se volverd a reproducir una secuencia idéntica de férmulas
asociadas a otro indice alin por aparecer. Estas
observaciones llevan a la conclusién de que, interpretados
los indices como mundos posibles, si Ux es una alternativa a
Um ¥ lo componen exactamente los mismos enunciados que a
éste entonces Un y Ux son el mismo mundo posible; o dicho de
otro modo, los conjuntos modelos iPn ¥y Hx Son iguales, puesto
que los componen los mismos elementos, lo que hace que la
relacién R que mantinen pueda reinterpretarse
matemdticamente como una relacién de igualdad: un=ux. Tal
apreciacién permite definir una nueva e importante nocién
referente a los 1indices que aparecen en una Ssecuencia

arbdrea:
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Definicidn 12.1: Se dice que un indice j es congruente
con otro fndice i en la secuencia ¥ de #dso (abreviadamente,
igj) sii igj y para toda fdérmula y€¥ asociada a j, ¥y también

estd asociada a 1i.

El concepto de congruencia va a permitir obtener un
procedimiento para evitar el decurso infinito de la
secuencia mediante la siguiente restriccién a las reglas

(Rs4.0) y (Rss.0):73

Restriccidén: Si igj en la secuencia ¥ y para toda

formula ye¥, v/i€¥ y 7y/3€¥ entonces se escribe el signo *

73  DAVIDSON, JACKSON & PARGETTER proponen en su articulo

"Modal Trees for T and S5" una regla especial para S5 que
evita el decurso hasta el infinito de los Arboles para este
sistema. Esta regla es, traducida a la terminologia empleada
por mi, la siguiente:

(Rs5.9): Si ‘la primera expresién de Fcdsa no
convenientemente marcada es de la forma 0B/i
entonces se affade a la secuencia ¥ la expresién
B/i, donde j es el menor indice mayor que I no
aparecido hasta el momento en la secuencia,
excepto en el caso de que ya hubiera en ¥ una
expresién del tipo B/k en cuyo caso j=k, y se
marca con <j>. .

En este sentido cfr. también BURRIEZA, A. & LEON, J.C.:

“Modal Trees: Correction to a Decision Procedure for S5 (and

T)", pagina 386.
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tras cada formula Yy/j€¥ y se la considera marcada a efectos

exclusivamente de la propia secuencia ¥.

De modo que el 4rbol anterior se desarrollarfa de 1la

siguiente guisa:

< (00a>00a) /1 <>
D0x/1 <1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11>
200ut/1 <>
Qo/1 <2>
00-a/1 <1,2,3,4,6,6,7,8,9,10,11>
0~a/1 <3>
o/2
Qas/z2 <a>
O-a/2 <5>
/3
Qa/3 <6>
Oa/3 <7>
/4 *+
Qa/a +
Oa/a +
no/s
Qa/s <8>
Ona/s <9>
o/é
Qa/e <10>
0-a/6 <11>
=~a/7 +
Qas/7 +
Q-a/7 +
/e +
Qa/s +
O-~a/8 +
-~a/9 +
Qa/a +
0-a/9 +
a/10 +
Qa/10 +
O-a/10 +
“x/11 +
Qo/11 +
O-~a/11 +
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El 4rbol se termina en seguida sin ningin problema y es
fdcil construir a partir de é1 un modelo que S4-satisface a
la férmula =(00>00x). En éste se consideran udnicamente
cinco mundos posibles: pi1, M2, M3, M5 Yy He, de forma que el
siguiente diagrama representa la relacién de alternatividad
entre ellos a través de la relacién de relevancia entre los

indices de la secuencia:

P4t pgt

v

Pz e——— @Ps5 ——— gt

¢1¢//
R\\ ¢3¢//
s\\

P —— P10t
P11t

o7t

La tabla que sigue, unida al diagrama anterior, provee

un S4-modelo para la férmula -~(oe>0Dx), interpretados los

conjuntos 91, 92, etc. como conjuntos modelos:’*4

74 los conjuntos de férmulas seguidos por el signo + no se
tienen en cuenta para la confeccién del modelo que satisface
a la férmula inicial, aunque los coloco en el diagrama para
una mejor comprensién del desarrollio del A4rbol semAntico
anterior.
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Este procedimiento es (Gtil también para evitar 4rboles
excesivamente complejos en determinadas pruebas de
S-validez. Asf por ejemplo, en el caso de sdgq(0000>D0a),
donde es el caso que EADODOa+DOG, se obtiene el siguiente
diagrama de la relacién de relevancia si no se aplica la

restriccién:

P12 P15
97 & P13
?
l “// R\\ P14 K// '
z// L Pg e P17
P2 & Pe P10 N\\ P18
‘// R\\ P11
¢1R\\ K// Ps Ps
?3 P19(X)

En cambio, aplicando la restriccién, el diagrama (y,

por supuesto, ds4~(0000a>00x)) se vuelve mads simple:
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CAPITULO CUATRO

Pat
P %f/ Pe ¢ pst
2 6 8
‘Pi/ \ pot
p3 & @5 ———— @7t

?10(X)

En este caso, los dos diagramas expuestos no pueden
considerarse como una representacién de 1la relacidén de
alternatividad puesto que los conjuntos de férmulas @1, @z,
etc. no pueden ser interpretados como conjuntos modelos, al
ser el A4rbol cerrado, lo que se simboliza en los diagramas
anteriores mediante el aspa entre paréntesis que aparece
justamente al lado del conjunto de fdérmulas inconsistente.
Aun asi, cada diagrama ilustra perfectamente la estructura
de las secuencias arbéreas a las que me he referido, al

menos a los efectos pertinentes.

115



