CAPITULO TRES:
CONJUNTOS MODELOS.

§6. La nocién de conjunto modelo.

Definicién 6.1: El conjunto ¥ de 1las fdérmulas bien
formadas (abreviadamente fbfs.) es el mds pequefilo conjunto
de secuencias de signos del lenguaje49 que cumple las
siguientes condiciones:

A) 4 es una fbf.
B) Si t y s son términos®° y @ una letra
predicativa entonces:

a) t=s es una fbf.

b) Qtitz...tn es una fbf.

C) Si o« y B son fbfs. entonces:

49 £n el capitulo anterior se dio una definicién mds informal
de fdérmula, exponiéndose entonces una lista de signos que

son los que aqui se asume como signos del lenguaje con la
sola adicién del signo 4.

0 Un término es una variable individual o una constante
individual.

56



CAPITULO TRES

a) ~a es una fbf.

b) aAB es una fbf.

c) avBf es una fbf,

d) o3 es una fbf.
D) Si a(x) es una fbf. entonces:

a) Axa(x) es una fbf.

b) Vxa(x) es una fbf.
E) Toda fbf. precedida por un operador modal es
también una fbf.

F) Nada mds es una fbf.

Definicidén 6.2: Un conjunto modelo (que serd designado
por una de las letras minudsculas del alfabeto griego A, U,

v, susceptibles de llevar subindice) es un conjunto no vacio

de férmulas sin variables libres®! que satisface las
siguientes condiciones:

(C.4): Para todo ueQ, Aé#u.

(C.m): Si a€p entonces -a¥u.

(C.v): Si (avB)€p entonces aeu o Peu.

(C.A): Si (aAB)epy entonces acu y Beu.

51 En 1o sucesivo se usard el término sentencia como sinénimo
de férmula sin variables libres.
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(C.2): Si (eB)€p entonces -~a€u o Peu,
(C.=): Si a(a)ep y (a=b)ep entonces o(b)eu.
(C.V): Si Vxa(x)ep entonces oa(b)ey para al menos una

constante individual bed(u).
(C.A): Si Axa(x)epy entonces a(b)ey para toda constante

individual bed(u).

(c.0): Si QacueQ entonces hay al menos un A€Q tal que p
y o€X,
(c.0): Si Doepe y si AeQ y pyRA entonces a€l,

Definicidén 6.3: Una clase modelo Q es un conjunto no

vacio de conjuntos modelos.

Definicién 6.4: Un sistema modelo (S-modelo) es una

cuddrupla ordenada <Q,R,D,>>52 donde Q es una clase modelo, R

52 JaAkKo HINTIKKA, a quien debo los conceptos y la

terminologia usados, define un sistema modelo como un par
ordenado <Q,R>. Yo he optado por affadir a la definicién, con
la idea de hacerla mds versdtil, un dominio P, que no es
relevante para la l6gica modal de proposiciones pero que sfi
serd un elemento importante para la 16gica modal de
predicados, y la relacién > -evidentemente emparentada con
el conjunto ®© de las condiciones que aparecen en la
definicién de conjunto modelo-, en el mismo sentido en que
S. KRIPKE define sus estructuras modelos, pero sin
restringir a un conjunto modelo cualquiera el primero de los
elementos de la tripla ordenada. De este modo queda abierta
la posibilidad de 1la adicién o modificacién de tales
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es una relacién llamada de alternatividad que se establece
entre los cohjuntos modelos pertenecientes a Q@ de modo que
RSQZ, D es una funcién definida en Q tal que, para cada
conjunto modelo peQ, dP(u) es el conjunto de las constantes
individuales que aparecen en las fdérmulas de g y > es una
relacién que se establece entre los elementos de Q y del
conjunto ¥ de las fbfs. tal que:

o gii o€p;

oo sii no poa;

i (a=a) sii p-4;

IoAB sii o y 10-B;

wovf sii - 6 10-B;

3B s8ii a6 p-B;

i-(a=b) sii pala)esa(b);>?

I-Vxa(x) sii wa(b) para algun bED(Y);

condiciones, lo que permitird extender sin problemas esta
teoria semdntica a otros é4dmbitos intensionales, como el
epistémico, el dedéntico o el temporal, o incluso a otras
concepciones no clédsicas de los signos constantes 1d6gicos.
Cfr. HINTIKKA, J.: Models for Modalities, pdgina 61, KRIPKE,
S.: "Semantical! analysis of modal logic I: Normal modal
propositional calculi"“, pdginas 68ss. asi como "Semantical
analysis of modal logic II: Non-normal modal propositional
calculi”, pp.: 2086-220 y también FITTING, M.: “Tableau
Methods of Proof for Modal lLogics", padgina 238.

53 1a férmula ac>8 es una abreviatura de (B)A(Bra).
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IAxa(x) sii pwa(b) para todo beED(u);
0o sii MEN PR y o
o sii VA€Q pRA, 2a.

No debe confundirse un S—-modelo con un modelo que
satisface una férmula. En general, un S-modelo no es una
interpretacion, sino un marco general para las
interpretaciones semdnticas de los enunciados modales. Dicho
de otro modo, un S-modelo es un sistema de conjuntos modelos
relacionados entre sif y son precisamente 1los conjuntos
modelos (en tanto que pertenecientes a una clase modelo) los
que determinan un modelo para un enunciado concreto; el
S-modelo provee de interpretaciones pero no es él1 mismo una
interpretacién. Si asi no fuera, serfia facil despojar de
toda relevancia 16gica a 1los operadores modales. Por
ejemplo, si se dijera siguiendo la definicicién de S-validez

que el enunciado

(12) Ovxa(x)

es vdlido sii para toda interpretacién 3 an(x)3=1, se
estaria tratando el operador modal de necesidad en el mismo
sentido en el que se dice que el enunciado modalizado es

vdlido. Esto significa que (12) serfia lo mismo que
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(12°*) FEVxa(x);

y en verdad para ese viaje no se necesitaban tales

alforjas.s4

Definicién 6.5: Una fdérmula o es S-satisfactible sii

para alguin S-modelo hay un peQ tal que o€u.

Definicidén 6.6: Una férmula o es S-vdlida

(abreviadamente Z“) sii para todo S-modelo y para todo

conjunto modelo peQ, aeu,

54 Creo que de algdin modo RUDOLF CARNAP comete este error en
Meaning and Necessity. Alli propone interpretar la necesidad
16gica en funcién de su concepto de L-verdad y dice: «39-1.
Para cualquier sentencia °'...*', 'N(...)’' es verdadera si y
s6lo si '...’ es L-verdadera» (pdgina 174). Pero si se tiene
en cuenta que al comienzo del libro (pdgina 8) definié el
concepto L-verdadero diciendo que <«L-verdadero se utiliza
como un explicatum de lo que Leibniz llamé verdad necesaria
y Kant verdad analftica», lo que traslada luego (pdgina 10)
a la teoria de modelos mediante la siguiente definicidn:
«Una sentencia 6; es L-verdadera (en Si) =pr 6; vale en toda
descripcién de estado (en S1)» -que es lo mismo que decir
que 6; es satisfactible por cualquier modelo (siempre en
S1)-, entonces se comprueba que efectivamente para CARNAP la
necesidad ldégica y el concepto de analiticidad o universal
validez son lo mismo, con lo que el operador de necesidad N
y el signo F se confunden.
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Definicidén 6.7: Una férmula a es consecuencia ldégica de

un conjunto no vacfo de férmulas I' en el sistema S
(abreviadamente Fga) sii hay una férmula y que es la férmula
que se consigue al conjuntar mediante el signo A todas las

férmulas de un subconjunto finito I'*cl' tal que gwaa.

Con el aparato semdntico descrito es fdcil dar cuenta
de los sistemas axiomdticos mAs importantes de la 1dégica
modal. En concreto, de los denominados sistemas normales de
16gica modal, por cuyos sistemas modelos 8e interesa
principalmente este traba jo puesto que permiten una
aproximacién global a problemas relacionados con la teoria
de la referencia, la teoria de las normas y la

epistemologia.

Sea un conjunto de axiomas cualquiera para la ldégica de
proposiciones similar al de 1la base axiomdtica de 1los
Principia Mathematica {PM} y los siguientes axiomas y reglas

de inferencia:

[x1: O(a>B)> (Oo0B)
[D]: Oo> Qx

[T]: Do a

[(B]: >0«
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[(s4]: DOo>00c

[s51: o000«

(MP): Fa, Fadpf » B
(N): Fo » FDo

(E): Foaes>p » FDOoe>0B

KrRIPKE denomina sistema normal de 16gica modal a todo
aquél que sea una extensién del sistema cuya base axiomdtica

es la siguiente:

{PM}+IKI+[T1+(MP)+(N).55

En general se puede decir que un sistema normal de
l16gica modal es toda extensién del sistema K que sea cerrada
respecto de la regla (N) de necesariedad. Esto deja a un
lado el sistema estdndar de lé6gica dedéntica D, cuya base

axiomdtica se define por:

55 cfr. KRIPKE, S.: "Semantical Analysis of Modal Logic 1I1:
Normal Modal Propositional Calculi”, pp.: 67-69 y
“Semantical Analysis of Modal Logic II: Non-Normal Modal
Propositional Calculi”, pp.: 207-209.
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{PM}+[K1+[D1+(MP)+(E),58

pero no a los denominados sistemas bédsicos de 1lé6gica
deéntica, cuyo principal exponente es el sistema KD, que si

son cerrados respecto de (N).57

Volviendo a la semdntica descrita, determinados cambios
en la definicién de la relacién diddica R, por ejemplo,
aportarfan diferentes sistemas modelos de acuerdo con los
principales sistemas axiomdticos normales. Con R reflexiva
se obtiene un S-modelo que conviene al sistema T propuesto

por FEYsS en 1937 (asi como al sistema M de VON WRIGHT,

56 En el capitulo siete se trata con mds detalle el sistema
estdndar de l6gica dedntica.

57 La semdntica de los sistemas normales es especialmente
atractiva para el estudio de los problemas de
referencialidad en lenguajes intensionales. Por otra parte,
estos sistemas incluyen aquellos axiomas y teoremas méds
interesantes para una primera aproximacién a la légica
dedéntica y a la ldégica epistémica desde una perspectiva
filos6fica. En efecto, los axiomas [K]+[{D] dan lugar, como
se ha dicho, a 1o que se denomina sistemas bdsicos de ldgica
dedntica, en tanto que si se los complementa con [S4] o con
[S5] -esto es, si se toma como base axiomdtica [K]l+[D]+[S4]
o bien [K]+[D]+[S5]- se obtienen diversas 16gicas de la
creencia. Del mismo modo, [K]+[T] fundamentan los sistemas
de 16gica modal alética y con [S4] o con [Bl (o [S5] en su
lugar) proveen de sistemas para la 16gica epistémica o del
conocimiento.
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equivalente a T como demostré en 1953 SoBociNskr) .58
Igualmente, si R es reflexiva y transitiva se obtiene un
S-modelo semdntico del sistema axiomdtico propuesto por
LEvis en 1932 que conocemos como S4, y si es reflexiva y
simétrica se tiene el sistema B (o Sistema Brouweriano)
propuesto por KrRIPKE en 1963. Del mismo modo, si R es
euclidiana (o, paralelamente, reflexiva, simétrica y
transitiva) se tiene el equivalente semdntico de S5 de
Levis, etcétera. El siguiente cuadro ofrece la definicién de
la relacién de alternatividad para algunos de los sistemas

modales normales mads importantes:

S8 Ccfr. R. FEYS: "Les logiques nouvelles des modalités"; G.H.
VON VWRIGHT: An Essay in Modal Logic; B. SOBOCINSKI: "Note on
a modal system of Feys—-Von Wright".
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Sistema. Propiedad. Cldusulas que cumple
la relacioén.
K —_— S
KD Serialidad VAIu(ARY)
T Reflexividad Yu(uRy)
B Reflexividad Yu(uRu)
Simetria VALUCARU » uURA)
S4 Reflexividad Yu(uRp)
Transitividad VAuv(ARu & pRv & ARp)
S5 Euclidianeidad VAuv (ARy & ARv & uRp)

Cada uno de los S-modelos semdnticos que surgen de
definir en un sentido o en otro la relacidén de
alternatividad como en el cuadro anterior puede recibir el
nombre, respectivamente, de K-modelo, T-modelo (o M-modelo),

D-modelo, y asi sucesivamente.®®

59 se puede pensar de forma andloga en 1los S-modelos
correspondientes a otros sistemas axiomdticos de 1d6gica
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§7. Algunos resultados con conjuntos modelos y mundos

posibles.

Teorema 7.1, (Lema de Hintikka): Todo conjunto modelo u

es simul tdneamente S—-satisfactible.

Demostracion: El teorema es evidente por la
definiciones de conjunto modelo y S-—-satisfactibilidad. Sea
<Q,R,D9,> un S-modelo cualquiera tal que pueQ, Luego para

todo acpu, x es S-satisfactible por la definicién 6.5.

Definicién 7.1: Un conjunto T finito de férmulas es
semdnt icamente consistente sii es simul tdAneamente

S-satisfactible.

modal modificando Q mediante 1la introduccién de cambios,
bien en la definicién de R, bien en el conjunto ®. Asf, por
ejemplo, J. HINTIKKA ofrece en Models for Modalities, pp.:
60-681, las siguientes condiciones como las propias de un
sistema semdntico equivalente a M:

(C.M*): Si MacpeQ entonces hay en Q@ al menos un conjunto
modelo A alternativo a 4 tal que o€,

(C.N2: Si No€y entonces €y,

(C.N): Si NocpeQ y si 2€Q y A es alternativo a U entonces
aEA ,
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Definicién 7.2: Un conjunto madximamente consistente en

sentido semdntico ¥ es un conjunto de férmulas
semdnticamente consistente y ejemplificado (es decir, para
toda fbf. de la forma Vx8(x), si Vx6(x)eM entonces hay al
menos una constante individual b tal que &(b)EA) tal que
ninguna extengién propia de A es semdnticamente

consistente.%°

Definicidén 7.3: Un conjunto veritativo 7 es un conjunto

de sentencias tal que para cualesquiera sentencias o y B:
a) A€V,
b) ¥ sii =af¥;
c) (avB)EY sii a€¥ o PeT;
d) (aAB)EV sii a€¥ y BeV;
e) (dB)EY gii o€V o PeT;
£f) Vxa(x)e¥ sii hay al menos una constante
individual b tal que a(b)€¥;

g€) Axa(x)e¥ sii para toda constante individual

60 por una extensién propia de M se entiende la adicién de
una férmula cualquiera ¥y tal que Y¥MA. Se puede observar que
todo mundo posible, tal y como fue definido en el capitulo
anterior, es el descriptum de un conjunto de sentencias
midximamente consistente en sentido semdntico.

68



CAPITULO TRES

b, a(b)e¥;

h) 0ac¥ sii, para algin conjunto veritativo 7' tal
que {08|6e¥’ js¥, ac¥’;

i) DOce? sii, para todo conjunto veritativo ¥’ tal

que {8|06eV}s¥’, ae¥’.

Lema 7.1: Para todo conjunto modelo p hay un conjunto

veritativo ¥V tal que pct.

Demostracidn: Extendiendo el conjunto modelo g a un

conjunto veritativo.

Sean A=<ai,...> la secuencia de todas las férmulas de ¥
con una y s6lo una variable libre, P=<ai,...> la secuencia
de todos los pardmetros que no ocuren en M y B=<B1,...> la

secuencia de todas las sentencias del lenguaje.

Sea 7Yw=¥oU¥iu..., donde Yo=p y ¥n:1=¥nuiVxd(x)28(b/x)1},
siendo & la enésima férmula de A y b el primer pardmetro de
P que no estd ni en ¥, ni en §.

Sea "¥=7%v¥%..., donde 7%=7, y ¥"*1=ruig,} si no
7“Zﬂ3n o bien ¥"*'=" en caso contrario, siendo B la
enésima sentencia de B.

Se obtiene de este modo un conjunto 7" del que se puede
probar:

1° Y es simultdneamente S-satisfactible. En efecto, 7o
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es simultdneamente S-satisfactible por el teorema 7.1.
Ahora bien, s8i 7, es simultdneamente S-satisfactible
entonces 7n+1 también lo es. Supéngase que ¥ny1 no es
simul tdneamente S-satisfactible. Entonces, como por
hipétesis ¥, sf lo es, es que 7}§ﬂ(vx5(x)98(b/x)). Por
tanto, 7}§Vx8(x) y Vngﬂé(b/x). Pero, como b es un
paradmetro nuevo con respecto a ¥, y 6, entonces se
tiene que 7}§AXﬂ6(x) y de aqui que 7}§ﬂVx8(x), lo que
hace que 7, no sea simultidneamente S-satisfactible,
contra la hipétesis. De todo esto se sigue que ¥, es
simultdneamente S-satisfactible y por tanto lo es 70,
por definici6én. Basta entonces con demostrar que si 7"
es simultdneamente S-satisfactible también lo es ¥"*1,
lo que es evidente por el propio proceso de
construccidn.
2° 7" es un conjunto veritativo. En efecto:
a) 4¢vv, puesto que 7Y es simultdneamente
S-satisfactible.
b) ac¥¥ sii =ag¥¥, puesto que, en el supuesto de
que a€¥" entonces, si también -o€¥" entonces 7" no
es simultdneamente S-satisfactible, contrariamente
a la hipétesis, y en el supuesto de que -ag¥"
entonces, por el criterio de construccién de 7%,

xe¥v,
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c) (avB)eYY sii oac¥" o Be¥Y, puesto que en el
supuesto de que (avB)e¥*, si o#¥¥ y BEYY entonces
~ae¥¥ y =Be¥Y; luego ‘V"’i;-aﬂ. Pero es evidente que
(crvB),-wd;B y por tanto ¥ no es simultdneamente
S-satisfactible, contrariamente a lo yva
demostrado. Y en el supuesto de que oc¥¥ o Be¥V",
si (avB)¢Y" entonces ~(avB)e¥" y por tanto
V"Eﬂ(avﬁ); pero al;(cth) y nuevamente %" no seria
simultdneamente S—-satisfactible.

d) (aAB)e¥Y gii ae¥ y Be¥", puesto que en el
supuesto de que (aAB)EYY, si ¥ o B¢YY entonces
~x€¥Y o =Be¥¥; luego T"';-»B o ‘V"l;-ot. aunque es
evidente que (ctAB)F;cz y (aAB)Fg, por lo que 7" no
es simultdneamente S-satisfactible, contrariamente
a lo ya demostrado. Y en el supuesto de que o€¥" y
BeY", si (aAB)¥Y" entonces - (aAB)E¥* y por tanto
7"';-:(00\3); pero a,B’;(aAB) y nuevamente 7Y no seria
simultdneamente S—-satisfactible.

e) (B)eYY gii =-oae¥" o Pe¥¥, puesto que en el
supuesto de que (a3B)e¥Y, si -~a¥¥" y BE¥Y" entonces
ax€¥" y -pBe¥¥; luego T"I;-'B. Pero es evidente que
(a—)B),cd;B y por tanto 7Y no es simultdneamente
S-satisfactible, contrariamente a 10 que ya ha

sido demostrado. Y en el supuesto de que -a€¥" o
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Bev", si (3B)EYY entonces - (adB)E¥Y y por tanto
7“§ﬂ(aéﬂ); pero wahéﬂavﬂ), o lo que es lo mismo
7“§(a+3) y nuevamente 7' no seria simultédneamente
S-satisfactible.

f) Vxa(x)e¥" sii hay al menos una constante
individual b tal que a(b)e¥", puesto que en el
caso de que Vxa(x)€¥¥, por el criterio de
construccién debe haber al menos una férmula del
tipo Vxa(x)sa(b)€¥Y, y por tanto 1”§a(b); y en el
caso de que «a(b)e¥Y, si Vxa(x)¢¥" entonces
~Vxa(x)e¥Y y, por tanto, Ax-a(x)e¥¥, de donde
7“§ﬂa(b), y ¥ no es simultdneamente S-satis-
factible, contrariamente a lo establecido.

g) Axa(x)e¥Y sii para toda constante individual,
a(b)e¥Y, puesto que en el caso de que Axa(x)e¥"
entonces TWZu(b); y en el caso de que o(b)e¥Y, si
Axa(x)¥¥Y*¥ entonces ~Axa(x)e¥¥ 'y, por tanto,
Vx-a(x)e¥Y, de donde 1”§ﬂ«(b) por el propio
criterio de construccién, y 7' no es simul-
tdneamente S-satisfactible, contrariamente a 1lo
establecido.

h) 0xe¥¥ gii, para alguin conjunto veritativo 7 tal
que {08]8e¥}sr¥, «c¥, puesto que en el caso de que

Qxe¥¥, si, para todo conjunto veritativo 7 como el
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caracterizado, o¢¥¥” entonces -o€¥Y, Por tanto,
1“§ﬂa, lo que significa, por la definicién 6.6 que
para todo conjunto peQ -o€pu. Luego T'gﬂﬁa y de
aqui que 1”§ﬂ0a, no siendo ¥¥ S-satisfactible. Por
otra parte, si hay un conjunto veritativo ¥ del
tipo descrito con respecto a Y'Y tal que oac?
entonces Qoc¥",

i) Dae¥" sii, para todo conjunto veritativo 7 tal
que {6|06ev jcv, ol puesto que si Doe¥¥
entonces, por la propia caracterizacién del
conjunto veritativo ¥, «€¥., Por otro lado, si para
todo conjunto veritativo 7 del tipo descrito o€¥
entonces 'V"Za ¥y, por la definicidén 6.6, T"I;Dcz y

por tanto DOoe?¥,

Corolario: Todo conjunto veritativo " es un conjunto

mdximamente consistente en sentido semdntico M.

lema 7.2, (Lema de Lindenbaum): Todo conjunto modelo U
es un subconjunto de algin conjunto mdximamente consistente

en sentido semdntico M.

Demostracién: La demostracién es directa a partir del

lema 7.1 y su corolario.

73



CAPITULO TRES

Teorema 7.2, (Teorema de compacidad): Dado un conjunto
(finito o infinito) de fdérmulas T, si para todo subconjunto
finito Tocl'y, To es simultdneamente S-satisfactible entonces

I' es simultdneamente S-satisfactible.

Demostracidén: Sea I'o un subconjunto finito cualquiera
de T'. Como por hipétesis To es simultdneamente S-satis-
factible entonces, por el teorema 7.1, To puede ser
extendido a un conjunto modelo. Por tanto, por el lema 7.2,
hay un conjunto mdximamente consistente en sentido semédntico
A, obtenido por el mismo procedimiento por el que se obtiene
el conjunto 7Y mds arriba con la salvedad de que en este
caso A=<ay,...> es la secuencia de todas las férmulas de T
con una y 86lo una variable libre, P=<¢a;,...> la secuencia
de todos los pardmetros que no ocuren en o y
B=¢<¥1,...>,B1,...> la secuencia de todas las sentencias del
lengua je cuyo primer elemento es la secuencia de todas las
sentencias de I', tal que Tocl'sM, por lo que I' es al menos
consistente en sentido semdntico y por lo tanto, atendiendo

a la definicién 7.1, T es simultdneamente S—-satisfactible.
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